
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

FUNDAMENTOS DE SISTEMAS LINEALES E INVARIANTES EN EL
TIEMPO Y UN VISTAZO A APLICACIONES: FILTROS ACÚSTICOS

HRTF Y AUDICIÓN HUMANA

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:

MATEMÁTICO

P R E S E N T A :

CÉSAR VILLEGAS BARRÓN

TUTOR

DR. CALEB ANTONIO RASCÓN ESTEBANE

CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX., 2024





Agradecimientos

...

III





Resumen

Esta tesis consta de cuatro partes, en la primera se presenta un trabajo monográfi-
co (en el contexto de la teoría matemática del control) sobre fundamentos y resultados de
teoría de sistemas lineales e invariantes en el tiempo (de tiempo discreto, tiempo continuo,
y dimensión finita), con los cuales se pueden explicar relaciones matemáticas importan-
tes entre los términos: sistema, caja negra, convolución, impulso, respuesta al impulso y
función (o matriz) de transferencia. También se discute el papel del análisis de Fourier en
la teoría de sistemas LIT, y se discute el concepto de muestreo como un recurso para
transitar de un sistema continuo a uno discreto.

En la segunda parte, se expone como la teoría de sistemas LIT se aplica al fenómeno
físico del sonido y el procesamiento digital de señales acústicas para dar una explicación
y fundamento teórico al escenario de la obtención del filtro acústico HRTF (head related
transfer function).

Posteriormente, se da una breve introducción a los conceptos de “machine hearing”
e “imagen auditiva” de Richard Lyon, donde se aplica la teoría del control y la teoría de
sistemas LIT al proceso fisiológico de la audición humana y la audición robótica.

Finalmente, se presenta un trabajo monográfico sobre la habilidad humana de locali-
zación (en el contexto de la audición espacial), y se concluye con la presentación de una
aplicación hecha en MaxMSP, que busca simular el comportamiento de filtros HRTF en el
plano horizontal.

Palabras clave: teoría del control, sistemas lineales e invariantes en el tiempo, convolución, im-
pulso, respuesta al impulso, función de transferencia, HRTF, audición espacial, localización, aura-
lización, realidad virtual auditiva, audición, imagen auditiva.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes que motivan esta tesis

1.1.1. Audición espacial, localización y el sistema de coordenadas referido
a la cabeza

P
RESCINDIENDO de la vista y utilizando únicamente el oído, el ser humano es
capaz de juzgar la posición del origen de un sonido emitido a su alrededor, así
como juzgar las características del espacio en el que está. Esta habilidad es
parte de una habilidad más general denominada audición espacial: “la capaci-

dad del sistema auditivo para interpretar o explotar diferentes caminos espaciales por los
cuales los sonidos pueden llegar a la cabeza” [1, p. 1]. La audición espacial engloba (al
menos) tres tareas efectuadas por el sistema auditivo: (1) inferir la dirección al punto de
origen de un sonido (localización direccional), (2) inferir la distancia al punto de origen de
un sonido (estimación de distancia), y (3) inferir características físicas del entorno donde
se percibió el sonido (p.ej. tamaño y material de la habitación en la que se está). En par-
ticular, la localización direccional1 ha tenido una importancia capital para la supervivencia
del ser humano, ya sea miles de años atrás cuando el reconocimiento y la localización
de un sonido emitido por un depredador (fuera del campo visual) signi�caba la vida o la
muerte, o más recientemente, antes del desarrollo de las radiocomunicaciones, cuando el
método de comunicación a larga distancia era a través del sonido (señalización sonora o
megafonía). Los instrumentos sonoros que se utilizaban entonces, requerían de grandes
cantidades de energía para producir sonidos intensos, capaces de escucharse a gran-
des distancias2. Tim Hecker [2], relata como a �nales del siglo XIX los marineros tenían
técnicas de escucha so�sticadas y enfocadas en la localización de sonidos producidos

1De ahora en adelante se usará únicamente el término “localización” para hacer referencia a la habilidad
de localización direccional.

2Tim Hecker [2] dedica su tesis doctoral en �losofía al análisis de la ambición (y en algunos casos necesi-
dad) de occidente, por producir sonidos colosales. Su trabajo abarca el periodo que comienza en 1880 con:
1. el uso de la megafonía para la orientación de la navegación marítima (y el obscuro fenómeno de las “zonas
del silencio”) y 2. el interés por los órganos gigantes (monster pipe organs); y termina, paralelamente, en
1930 con: a) los efectos psicológicos y letales de las ondas de shock causadas por la tecnología bélica, y b)
la construcción del órgano más grande del mundo: el Boardwalk Hall Auditorium con al menos 33,113 tubos,
donde el más grave produce una frecuencia de 8Hz, pesa más de 1:5 toneladas y mide aproximadamente
19:5 metros de alto. Cuando el órgano se tocó por primera vez, la construcción se sacudió, ladrillos cayeron
del techo y partes de la estructura resultaron dañadas, el sonido producido por tal tubo era descrito como “un
helicóptero rondando en el edi�cio” [2, p. 99].

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

por instrumentos sónicos, como cañones artilleros, bocinas de niebla (fog horns) o cam-
panas marítimas. Cuando la visión era reducida o nula (noche, niebla, tormentas etc.),
se accionaban tales instrumentos, ya sea desde las costas o por los mismos barcos. La
localización era crucial para que el marinero pudiera orientarse, saber la dirección a la
costa, los barcos cercanos o la presencia de obstáculos rocosos. Se trataba de una técni-
ca que “...requería de un oído sintonizado a los sonidos vagos o ahogados en medio de la
cornucopia de los ruidos marinos. Era una situación en la que el fracaso signi�caba una
muerte segura” [2, p. 115]. La localización aún sigue siendo crucial para la supervivencia
humana, actualmente la utilizamos para localizar alarmas, como el claxon de un vehículo,
las sirenas de una ambulancia, bomberos o policía, un llamado de auxilio, o localizar el
lugar de procedencia de detonaciones de armas de fuego o explosiones. La localización
también juega un papel importante en habilidades humanas más re�nadas como focalizar
la atención a una única fuente de sonido a voluntad, mientras se discriminan otras fuentes
presentes3 o la habilidad de volver inteligible una voz en escenarios con reverberación o
eco [3, Cap. 5]. Esta habilidad está en un constante re-aprendizaje pues puede adaptarse
(con entrenamiento) a cambios súbitos y radicales como modi�caciones en la forma de la
oreja [4], además, la pérdida visual severa conduce a una mejora en esta habilidad [5].

El ser humano puede realizar la localización debido a que el sistema nervioso central
auditivo es capaz de relacionar una serie de indicios o pistas4 acústicas, con la dirección
al origen de la fuente. Por ejemplo, un sonido emitido a la izquierda de una persona llegará
primero al oído izquierdo que al derecho, creando así una diferencia de tiempo interaural5

(DTI), en este mismo escenario la cabeza crea una “sombra acústica”, de modo que el
sonido del oído izquierdo también tendrá más intensidad que el sonido que llega al oído
derecho, creando una diferencia de intensidad interaural (DII), aunado a lo anterior, la
interacción de las ondas sonoras con la forma exterior del cuerpo (principalmente la forma
particular de la oreja, la cabeza y el torso) alteran el espectro de Fourier de un sonido
en función de su punto de emisión y las características del entorno, creando así pistas
espectrales o monaurales [1]. De este modo el sistema nervioso central auditivo es capás
de asociar determinadas DTIs, DIIs y patrones espectrales con una dirección determinada
en el espacio.

Una herramienta matemática esencial para el estudio de la audición en espacial, es el
sistema de coordenadas referido a la cabeza (o SCRC) [6, Cap. 1], donde se considera
la cabeza humana en el origen de R3, mirando en la dirección ĵ = (0 ; 1; 0), donde el
eje x (llamado eje interaural) atraviesa ambas cavidades auditivas y el eje y atraviesa la
punta de la nariz. Un punto P se identi�ca con las coordenadas cartesianas usuales, P =
(x0; y0; z0) 2 R3 o bien coordenadas esféricas: P = ( � 0; � 0; � 0) 2 R � 0 � [0; 2� ] �

�
� �

2 ; �
2

�
6,

donde

1. � 0 es la distancia del origen al punto P (usualmente las unidades son metros),

2. � 0 (ángulo horizontal o acimut) es el ángulo en el plano XY que parte del eje y
3Este fenómeno se conoce como el “problema de la �esta de coctel” y se puede resumir en la siguiente

pregunta: ¿cómo es que en una conversación en una �esta (o en cualquier lugar público lleno de voces
distintas en todas direcciones), dos interlocutores pueden focalizar su atención mutuamente a sus respectivas
voces cuando hay muchas otras similares “inter�riendo” a su alrededor?

4Se utiliza el término “pista” para la palabra inglesa “cue”, que también puede traducirse como “señal”, sin
embargo se reserva este último término para usarlo en el contexto de la teoría de procesamiento de señales.

5Interaural: “situado entre o conectando las orejas” o “perteneciente o relativo a la recepción y percepción
del sonido por cada oído considerado por separado” (Merriam-Webster en línea).

6Para cualquier a 2 R, se de�ne R � a := f x 2 R j x � ag.
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positivo, y es tal que � = 0 , � = �
2 , � = � y � = 3�

2 corresponden a las direcciones ĵ
(frente), î = (1 ; 0; 0) (derecha), � ĵ (atrás) y � î (izquierda) respectivamente,

3. � 0 (ángulo de elevación) es el ángulo en el plano Y Z que también parte del eje y
positivo y es tal que � = 0 , � = �

2 y � = � �
2 corresponden a las direcciones î (frente),

k̂ = (0 ; 0; 1) (arriba) y � k̂ (abajo) respectivamente7.

Figura 1.1: Sistema de coordenadas
referido a la cabeza (SCRC) encontra-
do en [6, Fig. 1.4]. Edición sobre mo-
delo de Vista Prime.

Respecto a la localización direccional, experimentos psicoacústicos8 realizados en cá-
maras anecóicas, donde se restringe por completo la visión de los participantes, muestran
que la localización de un sonido emitido dentro del campo visual puede tener un error
máximo de 3� para � y 9� para � , mientras que los sonidos emitidos fuera del campo visual
pueden llegar a tener un error máximo de 12� para � y 10:5� para � [7, Cap. 1]. En general,
los errores de localización son máximos cuando la altitud es extrema y para la mayoría
de las direcciones el error no es mayor a 10� [8]. Aunado a lo anterior, el ser humano es
capaz de detectar cambios en la posición � de una fuente sonora tan pequeños como 1� y
cambios en la posición � tan pequeños como 2� [9]. La habilidad de estimación de distan-
cia a una fuente sonora ha tenido menor atención por parte de la comunidad cientí�ca (en
comparación con la localización direccional) [5], además de que el ser humano la realiza
con mucho menor desempeño en comparación con la localización direccional [5, 8]. Aún
se sigue investigando esta habilidad, y los conocimientos sobre la localización direccional
pueden llegar a ser de gran utilidad para su estudio [10]. La habilidad de estimación de
las características físicas del entorno nuevamente ha tenido menor atención, aunque es-
to ha cambiado en las últimas décadas debido al surgimiento de tecnologías de realidad
virtual [11], concretamente se ha buscado estudiar la capacidad humana de estimar las
dimensiones de un cuarto [11–13].

La audición espacial es una de las numerosas actividades �siológicas que pasan des-
apercibidas de manera consciente, y se practican involuntariamente día a a día, no en
vano gran parte del procesamiento de las pistas de la localización ocurren en el tronco en-
cefálico [14] (que forma parte del sistema nervioso autónomo). Toda audición es espacial,

7Existen otras convenciones para el SCRC, en este caso se toma en cuenta la usada por Jens Blauert [6].
8Se entiende por psicoacústica a la disciplina que estudia las relaciones entre las características físicas de

un estímulo sonoro y la respuesta de carácter subjetivo del sujeto que recibe el estímulo.
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toda fuente sonora tiene una posición determinada en el espacio (dejando de lado casos
com el acoasma o el tinnitus), en otras palabras, como sostiene Jens Blauert: “no hay una
«audición no espacial»” [6, p. 3].

El estudio de la audición espacial requiere del trabajo y cooperación de diversas disci-
plinas como biología, �siología, física, ingeniería, matemática y neurociencia (por mencio-
nar algunas).

1.1.2. Auralización en la música y �ltros acústicos HRTF

Las habilidades descritas en §1.1.1, suponen una fuente sonora y receptor estáticos,
sin embargo, en el contexto de la audición espacial también es válido preguntarse por
las habilidades humanas de identi�car la trayectoria una fuente sonora en movimiento
rectilíneo uniforme (MRU), o una fuente sonora estática mientras el sujeto se encuentra
en MRU, o ambos en MRU. La cuestión se puede complicar aún más, si se piensa en la
habilidad humana de identi�car movimientos arbitrarios de una fuente y el reconocimiento
de las trayectorias que esta describe, además de la posibilidad de reconocer cambios
en la propia fuente en movimiento, para �nalmente pensar en combinaciones de todo lo
anterior con múltiples fuentes de sonido (audición espacial dinámica, es decir, con capas
de sonido múltiples, en movimiento y cambiantes).

Si fuese posible simular con precisión y de manera e�ciente los estímulos asociados
a la audición espacial9 se le podría proporcionar al artista sonoro la posibilidad de enri-
quecer sus obras añadiendo una dimensión estética más, asociada al espacio, distancia,
movimiento y dirección del sonido; en otras palabras, se le podría dar al artista la posi-
bilidad de hacer una coreografía de sonidos10 en el llamado “espacio virtual auditivo” (o
acústico) [7, Cap. 1] (VAS por sus siglas en inglés). Actualmente existen programas que
buscan simular aspectos concretos de la audición espacial11, sin embargo estos son es-
casos, caros (tanto en el sentido computacional como económico) o poco efectivos. Aún
se siguen buscando métodos e�cientes para emular la audición espacial.

El recurso de aprovechar la posición física de cada elemento musical data (al menos)
de 1566 con la obra Missa sopra Ecco sì beato giorno de Alessandro Striggio, donde se
usa una disposición circular o semicircular de 40 a 60 coristas (divididos en 5 grupos) con
el conjunto de instrumentos musicales al centro. La pieza explota la posición particular
de cada grupo en el espacio [15, Sec. 5]. Un ejemplo más familiar y actual de este re-
curso es la propia disposición de los instrumentos de una orquesta sinfónica en una sala
de conciertos. Respecto a la búsqueda de simular los estímulos de la audición espacial,
John Chowning ya buscó simular especí�camente un espacio virtual auditivo en su obra
Turenas, que usa la disposición de cuatro altavoces en cada esquina de un cuadrado que
encierra al receptor de la pieza. Chowning expone sus métodos en el artículo de 1977 The
simulation of moving sound sources [16].

El problema de simular los estímulos de la audición espacial es parte de un campo de
estudio más amplio denominado auralización: “la técnica para crear archivos de sonido

9Se piensa concretamente a través de audífonos, sin embargo es posible extrapolar la teoría a un arreglo
de altavoces o cualquier otra tecnología de reproducción de audio disponible.

10Es necesario aclarar que esta “coreografía de sonidos” se plantea dentro de los límites permitidos y deter-
minados por la audición espacial misma, ya que los resultados de los experimentos que estudian la habilidad
humana de la estimación de distancia sugieren que “el espacio auditivo percibido es una representación
distorsionada o sesgada del espacio auditivo físico” [8, p. 410].

11La música procesada por estos programas se conoce popularmente como música 8D.
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audibles a partir de datos numéricos (simulados, medidos, sintetizados)” [17, p. X], y don-
de se toman cuenta factores como: “tipo de generación de sonido, dirección del evento,
movimiento de la fuente, movimiento del oyente y ambiente exterior o interior (tipo, forma
y tamaño)” [17, p. X]. Dentro de este campo se encuentran los �ltros acústicos HRTF.

Filtros acústicos HRTF

Con el surgimiento de tecnologías de audio, se ha buscado simular los estímulos de
la localización directamente en los oídos a través del uso de audífonos, similarmente se
ha buscado diseñar dispositivos que simulen esta facultad humana, es decir, dispositivos
capaces de identi�car la dirección a la fuente de un sonido registrado. El recurso principal
que se utiliza en la actualidad para simular los estímulos de la localización es la función
de transferencia acústica referida a la cabeza o HRTF del inglés head related transfer
function. En términos prácticos, un HRTF es un “�ltro acústico que modi�ca al sonido, y
cuyos rasgos espectrales permiten al cerebro interpretar la dirección de procedencia del
sonido” [18, p. 9]. Concretamente, las HRTFs son funciones de transferencia asociadas a
la respuesta al impulso (RI) del siguiente escenario.

Proceso de obtención de HRTFs (medición directa (o empírica) de HRTFs). El hilo
conductor, y gran parte de la motivación general de esta tesis, es una curiosidad por la ma-
temática subyacente al escenario de la captura de HRTFs, el cual se describe llanamente
a continuación: en una cámara anecóica, una persona se encuentra en una posición �-
ja con un micrófono colocado en cada entrada de su canal auditivo. Un altavoz cercano
emite un impulso, de modo que ambos micrófonos capturan la respuesta al impulso, del
sistema que consiste en “la ruta de propagación del sonido desde la fuente de sonido en
una dirección determinada hasta la entrada del canal auditivo del sujeto” [19, p. 160]. Esta
con�guración se basa en el SCRC. Se asume tener una posición particular del altavoz,
por ejemplo, P0 =

�
2:5m; �

2 ; 0
�
, así como las respuestas al impulso (RIs) del micrófono

izquierdo K P0
L : N ! Q y derecho K P0

R : N ! Q asociadas a la posición P0. Se puede
tomar una señal arbitraria de audio f : N ! Q y hacer el producto convolución con las RIs
(se debe advertir que estas RIs requieren un tratamiento previo de “ecualización” [20]),
para construir la señal estéreo

f P0 : N ! Q2; f P0 (t) = (( K P0
L � f )( t); (K P0

R � f )( t)) : (1.1)

De esta manera, la audición con auriculares de la señal f P0 (t) (es decir, K P0
L � f se

escucha en el oído izquierdo y K P0
R � f en el derecho) por la misma persona, resulta en

la percepción de escuchar f (t) como si ésta fuese emitida a la altura de la cabeza, 45�

a la derecha y a 2:5 metros de distancia, es decir, la audición de f P0 (t) crea la ilusión
(auditiva) de escuchar f (t) emitida desde el punto P0 [21]. El estímulo generado por una
HRTF puede ser tan realista, que puede llegar a ser indistinguible del escenario real [22]
y [23, Sec. 22.3].

Observaciones importantes respecto a la medición directa de HRTFs

1. Las HRTFs son personalizadas, pues las RIs dependen de la interacción de las
ondas sonoras con la anatomía (particular para cada persona) de las orejas, cabeza y
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torso, por ende, la efectividad de una HRTF en una persona aleatoria puede ser de�ciente
si ésta presenta pocas similitudes anatómicas con el sujeto de prueba original (al que le
fue capturada la RI) [24].

2. Para cada distancia y dirección, existe una HRTF compuesta de dos RIs (o dos
funciones de transferencia). En la práctica se toma un valor �jo para una esfera concre-
ta (� = � 0) y se hace una partición de ella tomando valores regulares para � y � del
SCRC. Por ejemplo, en 1986 Pösselt y colegas [21] reportan la medición utilizando la es-
fera � 0 = 2 :5m y la partición que resulta de saltos regulares de 5� para ángulo horizontal,
10� para la elevación, donde en esta última solamente se toma un rango de � 10� a 80� .
Esta con�guración da lugar a 1442RIs por persona.

Figura 1.2: SCRC y partición de la esfera
� = 2 :5m con puntos desde donde se emi-
tieron impulsos para capturar las RIs asocia-
das al HRTF. Imagen de [21, Fig. 2].

3. La medición directa de HRTFs es tedio-
sa y requiere de una gran cantidad de tiempo
y recursos: cámara anecoica, equipo especiali-
zado para la captura, cooperación del sujeto de
pruebas para permanecer inmóvil durante todo
el proceso de captura (que puede llegar a du-
rar hasta hora y media por persona [19]). Por lo
anterior, en las últimas décadas se han busca-
do formas para construir, derivar o personalizar
HRTFs de una manera más e�ciente. Respecto
a este último tema, Torres [18, Sec. 2.5] provee
de una clasi�cación sistemática de los distin-
tos métodos de personalización y generación
de HRTFs, a grandes rázagos, tales métodos
se pueden clasi�can en cuatro familias:

(a) Métodos de post-procesamiento y adecuación. En estos métodos se tiene de ante-
mano alguna base de datos12 de HRTFs, y se realiza algún post-procesamiento de
esta para poder adecuar un conjunto de una HRTFs a una persona particular, o bien
se recurre a criterios o tests para elegir los HRTFs idóneos.

(b) Modelos físicos o matemáticos. Se recurren a modelos que buscan emular el efec-
to de las HRTF “desde cero” (sin la ayuda de la medición empírica de HRTFs en
cámaras anecóicas).

(c) Antropometría. Consiste en personalizar las HRTFs utilizando datos antropométricos
del sujeto. El ya citado trabajo de Torres cae en esta categoría y consiste en medir
HRTFs a partir de fotografías del oído (fotoantropometría automatizada) [18].

(d) Redes neuronales. En los últimos años también se ha recurrido al uso de redes neu-
ronales (entrenadas a partir de una base de datos de HRTFs) para generar nuevas
HRTFs personalizadas [25–27].

12Existen bases de datos (bibliotecas) que contienen HRTFs de varios sujetos de prueba, en [18, p.10] se
mencionan bibliotecas relevantes de HRTFs hasta el año 2014. Fuentes donde se mencionan bibliotecas más
recientes son [26,28,29].
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1.1.3. Teoría del control y sistemas lineales e invariantes en el tiempo (sis-
temas LIT)

La teoría del control es una rama de las matemáticas aplicadas que trata “los principios
básicos que subyacen al análisis y diseño de sistemas de control. Controlar un objeto
signi�ca in�uir en su comportamiento para lograr un objetivo deseado” [30, p. 1]. A su vez,
un sistema de control se puede ver como el caso particular de un sistema dinámico

...cuyas leyes dinámicas no están del todo �jas ya que son problema de la física
clásica, pero dependen de parámetros, llamados controles, que pueden variar
y con los cuales uno puede controlar el comportamiento del sistema; el desafío
principal es entender los efectos de los controles en el sistema dinámico. [31,
pp. 20-21].

Dentro de esta teoría, se encuentra la teoría de los sistemas LIT. Tomando (por ahora)
la de�nición de sistema (como caja negra) dada por Oppenheim: “un sistema puede ser
visto como un proceso en el que señales de entrada son transformadas por el sistema o
hacen que el sistema responda de alguna forma, resultando en otras señales de salida”
[32, p. 38]. Si � : UT ! YT 13, es la función que caracteriza el sistema, donde U es el
conjunto de entradas Y el de salidas (con U = Rm y Y = Rp para algunos p; m 2 N) y T
es el conjunto de tiempo (subgrupo de (R; +) con la suma usual). El sistema � es lineal si

� (�u + �v ) = � � (u) + � � (v) 8�; � 2 R; 8u; v 2 UT 14; (1.2)

por otra parte, � es invariante al tiempo si

� (u(t � � )) = � (u(t)) 8� 2 T ; 8u 2 UT : (1.3)

En la literatura referente a este tema, se menciona que un sistema � es LIT, cuando
cumple precisamente (1.2) y (1.3), y posteriormente se menciona que estos sistemas
tienen la propiedad especial de que

...pueden describirse con respecto a su reacción [función � ] a señales en el dominio
del tiempo y en el dominio de la frecuencia. Esta reacción está representada de
manera única por la respuesta al impulso (en el dominio del tiempo) o la función de
transferencia estacionaria (en el dominio de la frecuencia) [17, p. 103].

Si K es la RI del sistema � , entonces K caracteriza � por completo a través del
producto de convolución de la RI con cualquier entrada u 2 AT , es decir

� (u) = K � u 8u 2 UT : (1.4)

El resultado en (1.4) es la teoría en la que se apoya el método de medición directa de
HRTFs, y explica la razón de ser de la función f P0 en (1.1).

Alan Pierce [33], explica como los sistemas lineales ayudan a simpli�car muchos pro-
blemas en las ciencias, pues una entrada u 2 UT , se puede interpretar como una “causa”,
y la evaluación � (u) 2 YT (la función de salida) se interpreta como el “efecto” asociado a

13En general, para dos conjuntos X y Y , se conviene la notación Y X := f f � X � Y j f es funcióng, esta
notación se usará frecuentemente durante toda esta tesis.

14Esta propiedad también se conoce como “principio de superposición”.
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tal causa, de este modo, el hecho de que � sea lineal signi�ca que “al duplicar una causa
se duplica el efecto, y el efecto de una suma de dos causas es la suma de los efectos de
cada una de las causas separadas” [33, p. 27]. Para el caso en que � es invariante en
el tiempo, esto signi�ca que no importa en qué momento se aplique la causa, el efecto
siempre será el mismo.

En todas las ramas de la matemática, nunca se comienza con un sistema axiomá-
tico “ideal”, del cual se siguen todos las proposiciones y teoremas de manera natural y
�uida. Por el contrario, antes de llegar a una madurez axiomática, con de�niciones pre-
cisas y efectivas, primero interviene: “la imaginación, la intuición, la experimentación, las
conjeturas sensatas, el tanteo, las analogías, incluso las más vagas, los tropiezos y los
titubeos” [34, p. 58]. Se menciona esto último, debido a que en sus orígenes, la teoría del
control no tuvo una unidad conceptual ni de�niciones precisas, lo cual derivo en confu-
sión y el surgimiento de dos teorías aparentemente distintas. Rudolf Kalman señaló este
problema en el artículo Mathematical description of linear dynamical systems [35], vale la
pena reproducir lo que comenta al respecto.

Los desarrollos recientes en la teoría de sistemas de control óptimo se basan en
ecuaciones diferenciales vectoriales como modelos de sistemas físicos. Sin em-
bargo, en la literatura más antigua sobre teoría del control, los mismos sistemas
se modelan mediante funciones de transferencia (es decir, mediante las transfor-
madas de Laplace de las ecuaciones diferenciales que relacionan las entradas
con las salidas). Han surgido dos lenguajes diferentes que pretenden hablar del
mismo problema. En el nuevo enfoque, hablamos de variables de estado, ecua-
ciones de transición, etc., y hacemos uso constante del álgebra lineal abstracta.
En el antiguo enfoque, las palabras clave son respuesta de frecuencia, patro-
nes de polos y ceros, etc., y la principal herramienta matemática es la teoría de
funciones complejas. ¿Existe realmente una diferencia entre lo nuevo y lo viejo?
¿Cuáles son exactamente las relaciones entre las ecuaciones diferenciales vec-
toriales (lineales) y las funciones de transferencia? En la literatura, esta cuestión
está rodeada de confusión. Esto es malo. Se impide la comunicación entre in-
vestigadores e ingenieros. Los resultados importantes de la 'vieja teoría' aún no
están plenamente integrados en la nueva teoría [35, p. 152].

En el artículo de 1963, Kalman propone un sistema axiomático para la teoría del
control, buscando consolidar ambos enfoques. Dando un salto más cercano al presen-
te, Eduardo Sontag (estudiante doctoral de Kalman) publica en 1990 la obra Mathematical
Control Theory [30], que tiene entre sus objetivos “...lograr unidad conceptual en el cam-
po, así como desarrollar una mejor capacitación para los estudiantes y profesores de los
departamentos de matemáticas interesados en estar expuestos al área” [30, p. xi].

1.2. Planteamiento del problema

Desde el punto de vista que le compete a esta tesis, el interés principal está en la teoría
matemática sobre la que se apoyan el estudio de la audición espacial y la auralización.
Precisando, (como se mencionó en §1.1.2), el interés está en la matemática subyacente al
escenario de la captura de HRTFs, donde se mencionan términos como: sistema, función
de transferencia, impulso, respuesta al impulso y convolución, por lo que una pregunta
inmediata es:
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(i) ¿cuáles son las de�niciones matemáticas de estos términos?

Por su parte, en referencia a todo lo mencionado en §1.1.3

(ii) ¿por qué todo sistema LTI tiene asociada una RI única?

y en cuanto a la igualdad en (1.4)

(iii) ¿por qué en un sistema LIT, la convolución de su respuesta al impulso con cualquier
entrada caracteriza por completo el comportamiento del sistema?,

(iv) ¿cómo es que partiendo de (1.2) y (1.3) se deduce (1.4)?, ¿en verdad basta con
estas dos hipótesis, o se necesitan hipótesis adicionales?,

(v) ¿cuál es la importancia y el papel de la función de transferencia en todo esto?

Ahora bien, para el caso particular de los �ltros HRTF, se está aplicando la teoría de
sistemas LIT al fenómeno físico del sonido y el procesamiento digital de señales acústicas,
por lo que la siguiente pregunta es:

(vi) ¿cómo se justi�ca el poder aplicar la teoría de sistemas LIT al fenómeno físico del
sonido, y en especial al caso particular de la captura de HRTFs?

Por otra parte, llama la atención la singularidad de los �ltros HRTF frente a otros �ltros
acústicos, pues se trata de un �ltro que relaciona estrechamente tres grandes “sistemas”:

8
<

:

1. el sistema (físico) de la propagación del sonido,
2. el sistema (informático) del procesamiento digital de señales acústicas y,
3. el sistema (�siológico) auditivo humano y la habilidad de audición espacial,

(1.5)

ante este hecho, surge la inquietud:

(vii) ¿cómo representar matemáticamente las relaciones entre los tres “sistemas” que el
�ltro HRTF ofrece?

Finalmente, en relación a la pregunta (vii), se subraya como las HRTFs medidas de
forma directa, cumplen exitosamente con simular los estímulos de la localización, prescin-
diendo totalmente del conocimiento del funcionamiento del oído y las pistas de la locali-
zación. En contraste a este último hecho, es natural preguntarse: ¿qué ocurre dentro de
esta caja negra?, es decir, las últimas preguntas que se plantean son:

(viii) ¿cómo es que el sistema auditivo reconoce las pistas de la localización (DIIs, DTIs y
pistas monaurales)?,

(ix) ¿qué aspectos se deben tener en cuenta si se desea modelar un HRTF “desde cero”?

1.3. Justi�cación

Desde el punto de vista matemático, la teoría de sistemas LIT en el contexto de la teo-
ría del control, requiere (principalmente) de teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias,
análisis matemático real y complejo, y álgebra lineal. Esta tesis puede ser un acercamiento
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a los conceptos básicos de esta rama, especialmente se buscan esclarecer las relaciones
matemáticas entre los conceptos: sistema, caja negra, respuesta al impulso, impulso, con-
volución y función de transferencia.

Desde el punto de vista práctico, la teoría del control es aplicable a campos tan di-
versos como: economía, administración, automóviles, biología, recuperación de petróleo,
�siología, control de procesos químicos, biomedicina, psicología, robótica y procesamien-
to de señales [30, p. 494].

Por otra parte, el interés por el estudio de HRTFs ha incrementado en las últimas déca-
das debido a su relevancia y aplicación en áreas como: ensayos clínicos auditivos de bajo
costo [21], dispositivos de localización sonora [36–39], videojuegos [40], sistemas de so-
nido envolvente [41], composición musical electrónica y electroacústica [42–44], sistemas
de alerta en medios de transporte [46–48], sistemas de orientación y mejoramiento de de-
sempeño para pilotos de aeronaves militares [49], y mejoramiento de la calidad acústica
en sistemas de comunicación móvil [50,51].

En un sentido más general, la simulación exitosa de los estímulos asociados a la audi-
ción espacial, se traduce en un e�ciente espacio virtual auditivo, con aplicaciones fructífe-
ras como: estudios psicofísicos o psicológicos, entrenamiento y educación, terapia, diseño
arquitectónico acústico y teleconferencias [7, Cap. 6].

La audición espacial también es de interés para la medicina y la neurociencia, en el
desarrollo de dispositivos de ayuda auditiva e implantes cocleares [52], en el entendimien-
to del proceso de audición a nivel de la corteza cerebral y de “cómo el mundo externo es
internamente representado en la gente ciega” [5, p. 374].

Finalmente, la audición espacial también es de interés para la audición robótica: en
robots de exploración remota [7, Cap. 6], vehículos aéreos no tripulados (UAVs) [53], y en
el área de procesamiento de señales llamada “análisis de escenas auditivas” [52] y [23,
Cap. 22].

1.4. Objetivos, alcances y contenido

Teniendo en cuenta lo mencionado en §1.2, en el Capítulo 2 se busca responder a las
preguntas (i-v). Este capítulo tendrá el mayor peso teórico en comparación con los otros.
En el Capítulo 3 , se busca responder a la pregunta (vi) y parte de la pregunta (vii). La
pregunta (vii) exige un conocimiento de los tres sistemas mencionados en (1.5), si bien
es muy ingenuo abordar a fondo estos tres campos en esta tesis, lo que se pretende
realizar en los Capítulos 4 y 5 , es una exposición sobre el proceso de audición humana,
lo su�cientemente profunda como para proponer respuestas a las preguntas (vii - ix). De
manera más especí�ca, en el Capítulo 4 se expondrá el proceso de audición humana
(para los primeros tres sectores auditivos), con dos objetivos:

1. dar una introducción a los conceptos de machine hearing e “imagen auditiva” de
Richard Lyon15, con el objetivo de exhibir como es posible aplicar conceptos de
teoría de sistemas LIT al proceso de audición, y

2. allanar el camino para (en el Capítulo 5), dar respuesta a las preguntas (viii) y (ix).
Y �nalmente (para no dejar todo en la teoría), justi�car la construcción de una apli-

15Conceptos pertenecientes a la obra Human and Machine Hearing: Extracting Meaning From Sound (2017)
[23], donde Lyon busca dar aportes teóricos y prácticos al campo de la audición robótica y el análisis de
escenas auditivas.
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cación hecha en MAXMSP, que busca simular el comportamiento de HRTFs para el
plano horizontal.

Este trabajo tendrá 2 apéndices, el Apéndice A es de importancia capital y no debe
verse como un material extra del que se puede prescindir, pues a él se traslada la mayoría
de las demostraciones de esta tesis, la razón de esto es hacer más ágil la lectura de cada
capítulo y no alargarlo (especialmente el Cap. 2). La navegación entre proposiciones y
demostraciones se agiliza mediante hiperenlaces. Por otra parte, en el Apéndice B (con
base en la obra de Lyon [23, Cap. 2] y Cheveigné [54, Cap. 6]) se da una breve exposición
de las dos posturas más in�uyentes respecto a las teorías de audición que surgieron
durante la segunda mitad del siglo XIX.

Figura 1.3: Cuadro conceptual de temas que se pretenden abordar en esta tesis, sus
respectivos capítulos y relaciones inmediatas señaladas con �echas.

Sobre la bibliografía utilizada y observaciones importantes

Se remarca la importancia de la obra Análisis Matemático [55] de Mónica Clapp, pues
se mencionan muchos de los resultados y de�niciones encontrados en dicha obra. Tam-
bién, el trabajo citado: Mathematical Theory of Control - Deterministic Finite Dimensional
Systems [30] de Eduardo Sontag será el apoyo principal para exponer la teoría del control
y los sistemas LIT. Por último, la obra Fourier Analysis and Applications: Filtering, Nume-
rical Computation, Wavelets [56] de Claude Gasquet y Patrick Witomski, será el principal
apoyo para relacionar la teoría de los sistemas LIT con el análisis de Fourier y el concepto
de muestreo.

Para abordar el proceso �siológico de la audición, el apoyo principal está en las obras
Fundamentals of Hearing [57], de William Yost, Auditory Neuroscience: Making Sense of
Sound [3] de Schnupp, Nelken y King, y la obra citada de Lyon [23].

Al terminar un Lema, Proposición o Teorema, se cita la fuente donde se puede encon-
trar el enunciado y su respectiva prueba. También se procura citar de�niciones de esta
forma para mostrar su procedencia. En caso de que se citen ejercicios o resultados sin
demostrar en la bibliografía, estos se demuestran en el Apéndice A.





Capítulo 2

Teoría del control y sistemas
lineales e invariantes en el tiempo
(de dimensión �nita)

2.1. Preliminares

L
A primera sección de este capítulo presenta resultados sobre teoría de integra-
ción y teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) lineales, los cuales
son imprescindibles para la teoría del control y los sistemas LIT. Esta sección
se apoya en [30,55,58–66].

2.1.1. Teoría de integración

Dado (Y; � ) espacio topológico, BY denota la menor � � álgebra que contiene la topo-
logía � , denominada � � álgebra de Borel. En el caso en que Y = R, a partir de BR se
construye m, la medida de Lebesgue en R cuyo dominio es la � � álgebra de Lebesgue
en R (cuyos elementos son los conjuntos Lebesgue medibles), y a partir de esta última
se generaliza a Rn , con la � � álgebra generada por productos cartesianos de conjuntos
medibles en R [58, Prop. 1.5].

Un conjunto O � Rn tiene medida cero, o es nulo (m(O) = 0 ) si para cada " > 0
existe una familia numerable de bolas f B i

Rn (x i ; " i ) � Rn j i 2 Ng de volumen " i tales queP 1
i =1 " i < " y O �

S 1
i =1 B i

Rn (x i ; " i )1 [30, p.467]. Estos conjuntos juegan un papel crucial
en la teoría por lo siguiente: si P(x) es una propiedad que depende de x 2 X � Rn ,
se dice que P(x) se cumple casi dondequiera (c.d.) en X , o P(x) se cumple para casi
todo (p.c.t.) x 2 X , si m(f x 2 X j : P(x)g) = 0 : Esto permite relajar el cumplimiento
de propiedades en todo elemento de un subconjunto (medible) de Rn , a propiedades
cumplidas en todo elemento salvo un conjunto nulo.

Un espacio métrico (U; d) es un espacio medible (U; BU) donde BU está generada por
la topología inducida por la métrica d. En este caso se dice que una función f : X ! U con
X � Rn es medible si existe una sucesión de funciones (f i ) con f i : X ! U, constantes
por partes, tales que f i (x) ! f (x) p.c.t. x 2 X [30, p. 468]. Un caso de interés será el
siguiente.

1BRn (x0 ; " ) := f x 2 R n j kx � x0k < " g [55, Def. 3.9].

13
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Proposición 2.1.1. Sean S un espacio métrico separable e I � R un intervalo. Una
función f : I ! S, es medible si y solo si para todo U � S abierto se tiene que f � 1(U) es
medible en I [30, Obs. C.1.1]. y

Por su parte, se tienen distintas caracterizaciones para una función medible con domi-
nio y codominio real, en esta tesis se parte de la siguiente.

De�nición 2.1.2. Sea 
 � Rn medible. f : 
 ! Rm es medible si para todo U � Rm

abierto se tiene que f � 1(U) es medible en 
 [59, Def. 7.5.1]. y

Lema 2.1.3. Sea 
 � Rn medible, y f : 
 ! Rm con f (x) = ( f 1(x); : : : ; f m (x)) , entonces
f es medible si y solo si f i : 
 ! R es medible para todo i 2 m := f 1; : : : ; mg2 [59, Ej.
7.5.2]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.2 en la página 149. �

Esta última propiedad es útil, pues para saber si una función (con codominio en Rm )
es medible, basta ver que lo sea en todas sus variables/entradas y viceversa.

Lema 2.1.4. Sean f; g : Rn ! R y h; k : Rn ! R [ f�1g medibles, �; � 2 R y p 2 (0; 1 ),
entonces

1. �f + �g , jhj, h+ := m�ax f h; 0g, h� := m��n f h; 0g, m�ax f h; kg; y m��n f h; kg son medibles
[55, Prop. 14.11].

2. jf jp y fg son medibles [55, Prop. 14.13]. y

De�nición 2.1.5. Sean 
 � Rn y U un espacio métrico.

1. Una función f : 
 ! U es esencialmente acotada en 
 si existe un compacto
K U � U tal que f (x) 2 K U p.c.t. x 2 
 . Si U = Rm , entonces f es esencialmente
acotada en 
 si existe c 2 R tal que kf (x)k3 < c p.c.t. x 2 
 .

2. Una función f : 
 ! U es localmente esencialmente acotada en 
 si para todo
compacto K 
 � 
 , f jK 
 : K 
 ! U es esencialmente acotada en K 
 . Si U = Rm ,
f es localmente esencialmente acotada en 
 si para todo compacto K 
 � 
 existe
c 2 R tal que kf (x)k < c p.c.t. x 2 K 
 . y

La construcción de los espacios L p(
) (como se presenta en [55, Sec. 14.2]), es la
siguiente: sea 
 � Rn abierto, al conjunto M (
) := f f : 
 ! R j f es medibleg; se
le asigna la relación f � g () f (x) = g(x) p.c.t. x 2 Rn , que es una relación de
equivalencia, donde se considera la extensión trivial de f en Rn , es decir f (x) = 0 para
todo x 2 Rn n 
 . A partir del conjunto de clases de equivalencia o partición M (
) :=
M (
) = � se de�ne lo siguiente.

De�nición 2.1.6. Sea 
 � Rn abierto. Si p 2 [1; 1 ), se de�ne

L p(
) := f f 2 M (
) j j f jp es integrable en 
 g
L 1 (
) := f f 2 M (
) j f es esencialmente acotada en 
 g [55, Def. 14.18, 14.19]. y

2En toda la tesis se considera n := f 1; 2; : : : ; ng � N , m := f 1; 2; : : : ; mg � N y p := f 1; 2; : : : ; pg � N .
3La norma que se toma para R n es la euclidiana usual: k(x1 ; x2 ; : : : ; x n )k := ( x2

1 + x2
2 + : : : + x2

n )
1
2 .
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L p(
) es un espacio de Banach (espacio vectorial normado y completo) para todo p 2

[1; 1 ] [55, Teo. 14.27], con las normas kf kp :=
� R


 jf jp
� 1

p y kf k1 := ��nf f c 2 R j j f (x)j �
c p.c.t. x 2 Rng.

Los siguientes conjuntos serán de interés, y son un caso particular de la Def. 2.1.6.

De�nición 2.1.7. Sea I � R un intervalo, se de�ne

L 1
loc(I ) := f f 2 M (I ) j j f j es localmente integrable en Ig ; y

L 1
loc(I ) := f f 2 M (I ) j f es localmente esencialmente acotada en I :g y

Observación 2.1.8. Se tiene que L q
loc(R) � L 1

loc(R) para todo q 2 [1; 1 ]. Este resultado
usa el hecho de que si m(I ) < 1 y 1 � p � q � 1 , entonces L q(I ) � L p(I ) [55, Prop.
14.31]. Pues si f 2 L q

loc(R), q 2 [1; 1 ], entonces para todo conjunto compacto [a; b] � R
se tiene que f j[a;b] 2 L q([a; b]) � L 1([a; b]); y por tanto f 2 L 1

loc(R). y

Para funciones f : I ! U, donde U es un espacio métrico, de manera análoga se
de�ne M (I ; U) := f f : I ! U j f es medibleg; conjunto al cual se le asigna la relación de
equivalencia f � g () f (t) = g(t) p.c.t. t 2 R considerando la extensión trivial. Así se
tiene el conjunto de clases de equivalencia M (I ; U) := M (I ; U)= � .

De�nición 2.1.9. Sea I � R un intervalo y U un espacio métrico, se de�ne

L 1
loc(I ; U) := f f 2 M (I ; U) j f es localmente esencialmente acotadag: (2.1)

Observación 2.1.10. En (2.1) para el caso en que U = Rm , si f : I ! Rm con f (t) =
(f 1(t); : : : ; f m (t)) , se tiene que f 2 L 1

loc(I ; Rm ) si y solo si f i 2 L 1
loc(I ) para cada i 2 m.

Esto se veri�ca rápidamente, pues si f es esencialmente acotada en K � I compacto,
entonces jf i (t)j � k f (t)k � c p.c.t t 2 K , y esto ocurre para toda i 2 m. Por otro lado si

jf i (t)j < c i p.c.t. t 2 K y toda i 2 m, entonces kf (t)k = (
P m

i =1 jf i (t)jp)
1
p � m

1
p m�ax i 2 n ci ,

por tanto, f también es esencialmente acotada en K . La equivalencia entre ser función
medible y tener entradas/variables medibles la garantiza el Lema 2.1.3. y

También se trabajará con el espacio normado kAk := m�ax
f x2 Rm j kxk=1 g

kAx kRn para toda

A 2 M n� m (R) (conjunto de las matrices de n renglones y m columnas con entradas en
R). El espacio (M n� m (R); k � k) se puede identi�car con el espacio (Rnm ; k � kRnm ), más
aún, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.1.11. Sean V y W espacios vectoriales normados sobre R. Si dim(V ) = dim(W ) <
1 , entonces existe una equivalencia4 ' : V ! W que es además un isomor�smo li-
neal [55, Ej. 4.42 (a)]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.5 en la página 151. �

Por lo tanto M n� m (R) es un espacio de Banach5, (pues Rnm es de Banach) [55, Prop.
5.7], también se tiene que M n� m (R) es un espacio métrico separable, ya que ' (Qnm ) es
denso y numerable en M n� m (R). Se convendrá usar la notación Rn� m := M n� m (R).

4Función biyectiva que es Lipschitz continua y cuya inversa también es Lipschitz continua [55, Def. 3.6].
5De forma más inmediata, se puede asegurar que todo espacio vectorial normado de dimensión �nita es

de Banach [55, Teo. 5.8], sin embargo es de especial interés señalar que M n � m (R) se puede identi�car con
R nm , más aún, se puede identi�car con L (R m ; R n ) := f T : R m ! R n j T es linealg, esto último se usará
más adelante.
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Observación 2.1.12. Así como el caso de particular L 1
loc(I ; Rm ) de (2.1), otro caso de

interés será el conjunto L 1
loc(I ; Rn� m ), que por lo mencionado hasta ahora, se puede

identi�car con el conjunto L 1
loc(I ; Rnm ), por lo que la Obs. 2.1.10 también aplica para

L 1
loc(I ; Rp� m ), es decir, f = ( f l j ) 2 L 1

loc(I ; Rp� m ) si y solo si f l j 2 L 1
loc(I ) para cada

(l; j ) 2 p � m = f 1; : : : ; pg � f 1; : : : ; mg. y

Se trabajará con los espacios L 1 (I ; Rm ), L 1 (I ; Rn� m ), L 1 (I ), L 1(I ) y L 2(I ) (con
sus variantes loc) a lo largo de este capítulo.

2.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales

De�nición 2.1.13. Sean J � I � R intervalos y X � Rn abierto en Rn . Dada una función

f : I � X ! Rn ; (t; x ) 7! f (t; x )

el problema del valor inicial (PVI) (o problema de Cauchy), consiste en encontrar una
función diferenciable: � : J ! X; t 7! � (t) = ( � 1(t); : : : ; � n (t)) , que cumpla

_� (t) = f (t; � (t)) y � (� 0) = x0; 8t 2 J (2.2)

para � 0 y x0 �jos. El valor x0 2 X se denomina valor inicial, y el par (� 0; x0) 2 J � X
condición inicial. y

En principio se pide que � = ( � 1; : : : ; � n ) sea diferenciable en J , sin embargo, es posible
que alguna � i cumpla con las condiciones del PVI excepto en algún conjunto nulo O � J ,
por tanto, se puede relajar la condición de que � sea diferenciable en J , a la condición de
que � sea diferenciable c.d. en J , esto equivale a pedir que:

1. � sea una función absolutamente continua en J 6. Para el caso en que J sea de
longitud in�nita, se pide que � sea localmente absolutamente continua (LAC) en
J , es decir, para todo compacto K � J , la función � es absolutamente continua. A
su vez, esta última condición es equivalente a pedir que,

2. para cada � i existe gi : I ! X tal que � (t) = � (a) +
Z t

a
g(� ) d� para todo t 2 K =

[a; b] � J:

La demostración de estas equivalencias se puede consultar en [60, Teo. 20.8] o en [61,
Teo. 7.18]. Por tanto, en la De�nición 2.1.13, es posible sustituir la palabra subrayada
“diferenciable” por “LAC” o por “diferenciable c.d.”, siempre y cuando tomando en cuenta
que la condición en (2.2) se cumplirá p.c.t. t 2 J . Todo lo anterior justi�ca la siguiente
de�nición.

De�nición 2.1.14. Una solución para el PVI (2.2) en un intervalo J (posiblemente de
longitud in�nita) tal que J � I � R, con � 0 2 J , es una función � : J ! X LAC que cumple

� (t) = x0 +
Z t

� 0

f (s; � (s)) ds 8t 2 J [30, Def. C.2.1]: y

6Esto es, si J = ( a; b), entonces para cualquier " > 0 existe � > 0 tal que para cualquier secuencia
de puntos (intervalos disjuntos) a < a 1 < b1 < a 1 < b2 < : : : < a k < bk ; con k 2 N , si ocurre queP k

i =1 jbi � ai j < � entonces
P k

i =1 k� (bi ) � � (ai )k < " [30, p. 471].
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La equivalencia de ser diferenciable c.d. a ser LAC permite usar propiedades de la
derivada en problemas de valor inicial (PVIs) como la regla de la cadena o la linealidad, o
resultados más fuertes como el teorema fundamental del cálculo [61, Teo. 7.20] (teniendo
en cuenta su cumplimiento salvo en un conjunto nulo).

Resultados de existencia y unicidad

Existen distintos resultados respecto a la existencia y/o unicidad de una solución para
el PVI, en esta tesis se tomarán en cuenta los dos siguientes.

Teorema 2.1.15. Sea f : I � X ! Rn . Si f es tal que

I. f (�; x) : I ! Rn es medible para cada x 2 X; (2.3)

II. f (t; �) : X ! Rn es continua para cada t 2 I ; (2.4)

y además se cumple que

1. f es localmente Lipschitz continua en la segunda variable , esto es, para cada
x0 2 X existen � > 0 y � : I ! R � 0 función localmente integrable, tales que

kf (t; x ) � f (t; y)k � � (t)kx � yk

para cada t 2 I y cada x; y 2 BRn (x0; � ) := f x 2 Rn j kx � x0k < � g � X.

2. f es localmente integrable en t , es decir, para cada x0 existe una función local-
mente integrable � : I ! R � 0 tal que kf (t; x 0)k � � (t) p.c.t. t 2 I .

Entonces, para cada par (�; x 0) 2 I � X, existe J 6= ? con J � I y abierto relativo
a I , y existe una solución � al PVI (2.2), con la siguiente propiedad: si � : J 0 ! X es
cualquier otra solución del PVI, donde J 0 � I , entonces necesariamente J 0 � J y
� = � en J 0. La solución � se llama solución maximal del problema del valor inicial
en el intervalo I [30, Teo. 54]. y

Proposición 2.1.16. Considérense las mismas hipótesis del Teorema 2.1.15, salvo que
[� 0; 1 ) � I , y � es independiente de x0, con � = 1 (Lipschitz continua global en I ),
en otras palabras, existe � : I ! R � 0 localmente integrable tal que kf (t; x ) � f (t; y)k �
� (t)kx � yk, para cada t 2 I y x; y 2 Rn . Entonces J = [ � 0; 1 ) (intervalo donde existe la
solución única) [30, Prop. C.3.8]. y

Las demostración de estos dos resultados se puede consultar en [30, Apénd. C]. El
Teorema 2.1.15 es básicamente una combinación del teorema de existencia de Carathéo-
dory [62, Cap. 1, Teo. 5.1], y el teorema de Picard Lindelöf [55, Teo. 6.19]. Las condiciones
I., II. y 1. del Teorema 2.1.15, también se denominan “condiciones de Carathéodory” [62, p.
28], y la condición 2 es una hipótesis fundamental del teorema de Picard-Lindelöf.

Es importante mencionar que la prueba del Teorema 2.1.15 utiliza el teorema de punto
�jo de Banach.

Teorema 2.1.17. [de punto �jo de Banach] Sea (X; d) un espacio métrico completo, no
vacío, y sea � : X ! X una contracción 7. Entonces se cumple:

7Es decir, existe � 2 (0; 1) � R (llamada constante de contracción) tal que d(� (x); � (y)) � �d (x; y ) para
cualesquiera x; y 2 X.
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(a) � tiene un único punto �jo x � , es decir, existe x � 2 X tal que � (x � ) = x � .

(b) Para cualquier x0 2 X la sucesión (� k (x0)) converge a x � en X, y se cumple que

d(� k (x0); x � ) �
� k

1 � �
d(� (x0); x0); donde � es la constante de la contracción � , y � k

denota la k-ésima iteración de � para k 2 N, con � 0 := idX [55, Teo. 6.3]. y

La prueba del Teorema de Picard-Lindelöf (como se muestra en [55, Teo. 6.19]), con-
sidera Y := C0([� 0 � �; � 0 + � ]; Rn )8, que es un espacio métrico completo con la métrica
inducida por la norma uniforme (kf k1 := m�ax

t2 [� 0 � �;� 0+ � ]
kf (t)k) [55, Teo. 5.2], y se trabaja

con la función:

� : Y� ! Y� ; � 7! � (� (t)) := x0 +
Z t

� 0

f (s; � (s)) ds; (2.5)

buscando Y� algún subespacio métrico completo de Y tal que � sea una contracción en Y� .
De este modo se puede asegurar que el PVI tiene solución única (correspondiente al punto
�jo del teorema) y también se puede hacer una aproximación de la solución mediante las
iteraciones mencionadas en el inciso (b). El método de iteraciones en (2.5) se conoce
comúnmente como el método de aproximaciones sucesivas de Picard , o iteraciones
de Picard .

Existencia de la solución del PVI lineal no homogéneo

Sea I � R un intervalo. Se considera una función A = ( ai;j ) 2 L 1
loc(I ; Rn� n ), (i; j ) 2

n � n, que por la Observación 2.1.12 equivale a tomar A 2 M n� n (L 1
loc(I )) , matriz cuyas

entradas son funciones aij : I ! R medibles y localmente esencialmente acotadas. Por
otra parte sea � : I ! Rn , � = ( � 1; : : : ; � n ) tal que � i 2 L 1

loc(I ) para todo i 2 n: Sin pérdida
de generalidad (s.p.g.), se pueden suponer que A 2 M n� n (L 1

loc(R)) y � i (t) 2 L 1
loc(R) con

la extensión trivial. Con lo anterior de�nido, se considera el PVI:

_� (t) = A(t)� (t)
| {z }

parte
homogénea

+ � (t)
|{z}

parte no
homogénea

; � (� 0) = x0: (2.6)

Cuando � (t) = 0 para todo t 2 R, el PVI se denomina lineal homogéneo , y en caso
contrario lineal no homogéneo . Para que la multiplicación de matrices “A(t)� (t)” tenga
sentido, � (t) debe ser elemento de M n� 1(R) para cada t 2 R, esto se justi�ca por el
Lema 2.1.11. Con ayuda del Teorema 2.1.15 y la Proposición 2.1.16 se puede probar lo
siguiente.

Proposición 2.1.18. El PVI en (2.6) tiene solución única en el intervalo [�; 1 ) � R. y

Prueba. Ver Prop. A.1.6 en la página 151. �

La matriz de la solución principal y la fórmula de variación de parámetros

Se dirige la atención al caso homogéneo de (2.6):

_� (t) = A(t)� (t); � (� 0) = x0: (2.7)

8C0([a; b]; R n ) := f f : [a; b] ! R n j f es continua con la norma 1g .
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La Proposición 2.1.18 asegura que la siguiente función �̂ (asociada a la matriz A) está
bien de�nida:

�̂ : R � Rn ! f � : R ! Rn j � es LACg

(�; x ) 7! �̂( �; x )( t) := �̂( t; �; x ) :=
§

� (t) si t 2 [�; 1 )
� (� � t) si t 2 (�1 ; � );

(2.8)

donde � es la solución de _� (t) = A(t)� (t); � (� ) = x y � de _� (t) = � A(� � t)� (t); � (0) = x.
De este modo �̂( t; � 0; x0) es la solución de (2.7) extendida (a través de � ) a todo R.

Por otro parte, el siguiente PVI está estrechamente vinculado al problema en (2.7):

_X (t) = A(t)X (t); X (� ) = I (2.9)

donde I es la matriz identidad en Rn� n y X es una matriz de n � n funciones de R en R.

Corolario 2.1.19. El PVI en (2.9) tiene solución única en el intervalo [�; 1 ) � R. y

Prueba. Ver Prop. A.1.7 en la página 153. �

El Corolario 2.1.19 asegura que la siguiente función está bien de�nida:

� : R ! f � : R ! Rn� n j � es LACg; � 7! �( � )( t) := �( t; � ); (2.10)

donde a cada � 2 R se le asocia la función �( t; � ) correspondiente a la solución única del
PVI (2.9), de�nida en todo R por el mismo argumento que en (2.8).

Ahora considérense los siguientes n PVIs:

_� 1(t) = A(t)� 1(t); � 1(� ) = e1
...

...
_� n (t) = A(t)� n (t); � n (� ) = en ;

(2.11)

donde cada ei es el vector canónico en Rn . La solución de cada problema en (2.11) es
�̂( t; �; e i ) para i 2 n.

Sea V un espacio vectorial, y sean f v1; : : : ; vng � V n con vi = ( vi
1; vi

2; : : : ; vi
n ) para

todo i 2 n, se usa la siguiente convención de notación:

[v1 : : : vn ] :=

…
v1

1 : : : vn
1

...
. . .

...
v1

n : : : vn
n

•

2 M n� n (V ): (2.12)

Ahora se de�ne la función

� : R ! f � : R ! Rn j � es LACg
� 7! �( � )( t) := �( t; � ) := [ �̂( t; �; e 1) : : : �̂( t; �; e n )];

(2.13)

es decir, �( t; � ) es la matriz cuyas columnas son las soluciones de cada PVI en (2.11). Se
observa que

_�( t; � ) = [ _̂�( t; �; e 1) : : : _̂�( t; �; e n )] = [ A(t)�̂( t; �; e 1) : : : A(t)�̂( t; �; e n )]

= A(t)[�̂( t; �; e 1) : : : �̂( t; �; e n )] = A(t)�( t; � ):
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Así, se cumple que _�( t; � ) = A(t)�( t; � ) y además como �( �; �; e i ) = ei para todo
i 2 n, se tiene que �( �; � ) = [ e1 e2 : : : en ] = I , por lo tanto �( t; � ) satisface el mismo PVI
que en (2.9), y por la unicidad de su solución se concluye que �( t; � ) = �( t; � ), es decir, la
función � de�nida en (2.10) y correspondiente a la solución de (2.9) es igual a la función
� de�nida en (2.13) . Lo anterior dirige al siguiente resultado que relaciona (2.7) con (2.9).

Corolario 2.1.20. �( t; � 0)x0 es la solución del PVI homogéneo en (2.7). y

Prueba. Como �( t; � 0) es la solución del PVI en (2.9), se tiene que

_�( t; � 0) = A(t)�( t; � 0); �( � 0; � 0) = I ) (�( t; � 0)x0)_= A(t)�( t; � 0)x0; �( � 0; � 0)x0 = x0:

Este último PVI es de la forma _� (t) = A(t)� (t) con � (� 0) = x0, por lo que es el mismo PVI
que en (2.7), y por la unicidad, se concluye que �( t; � 0)x0 es la solución (2.7). �

A raíz de este último resultado, a � en (2.13) se le denomina solución (o matriz)
fundamental asociada a A [30, Apénd. C], matriz de la solución principal [63, Cap. 3],
o matriz especial fundamental [64, Cap. 3].

Proposición 2.1.21. La solución del PVI lineal no homogéneo: _� (t) = A(t)� (t) + � (t) es

� (t) = �( t; � 0)x0 +
Z t

� 0

�( t; s)� (s) ds (2.14)

y se denomina fórmula de la variación de parámetros . y

Prueba. Ver Prop. A.1.11 �

La serie de Peano-Baker y la matriz exponencial del caso invariante en el tiempo

Arriba se argumentó que es posible aproximar la solución � (t) de un PVI que cumpla
las hipótesis del Teorema 2.1.15 con el método de iteraciones de Picard, aplicando este
método al PVI lineal homogéneo descrito en (2.9), se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.1.22. Si X k (t) es la k-ésima iteración de Picard del PVI en (2.9), dada por
la sucesión recursiva: X 0(t) = I , X k+1 (t) = I +

Rt
� A(s)X k� 1(s) ds, entonces

kX

i =0

I i (t) = X k (t) 8k 2 N; (2.15)

donde I 0(t) := I y I k (t) :=
Z t

�

Z s1

�
: : :

Z sk � 1

�
A(s1)A(s2) : : : A(sk ) dsk : : : ds2 ds1, k 2 N> 0:

y

Prueba. Ver Prop. A.1.12 en la página 157. �

De esta última proposición se sigue que la solución principal �( t; � ) (en una vecindad
alrededor de � ), se puede expresar mediante la serie que resulta de tomar los límites al
in�nito en (2.15):

1X

k=0

I k (t) = l��m
k!1

X k (t) = �( t; � ): (2.16)
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La serie en (2.16) se denomina serie de Peano-Baker, y es una manera un poco más
explícita de expresar � . Más sobre esta serie se puede consultar en [66] o [30, Apénd. C],
el interés para esta tesis está en el caso invariante en el tiempo, cuando A 2 Rn� n .

Proposición 2.1.23. Si A 2 Rn� n , entonces, �( �; � ) = e(� � � )A para todo �; � 2 R, donde

etA := I + tA +
t2

2
A2 +

t3

3!
A3 + : : : +

tk

k!
Ak + : : : =

1X

k=0

tk

k!
Ak ; 8t 2 R: (2.17)

En particular, la matriz e(1)A = eA se denomina matriz exponencial [30, Ej. C.4.1. e)]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.13 en la página 157. �

Corolario 2.1.24. Si A 2 Rn� n , entonces la solución del PVI no homogéneo en (2.6), es
decir, de _� (t) = A� (t) + � (t); � (� 0) = x0, es

� (t) = e(t � � 0 )A x0 +
Z t

� 0

e(t � s)A � (s) ds: y

Prueba. Este resultado se sigue de forma inmediata de la fórmula de variación de pará-
metros en (2.14) y la Prop. 2.1.23. �

2.2. Teoría del control: de sistemas generales a sistemas linea-
les e invariantes en el tiempo de dimensión �nita

Esta sección será la base para poder explicar las relaciones entre sistema, caja negra
(comportamiento), respuesta al impulso, producto convolución y función de transferencia.
Casi todas las de�niciones propias de la teoría del control que se enuncian en esta sección
(y en secciones posteriores) provienen de [30], además, varias de las proposiciones más
importantes para esta tesis respecto a los sistemas LIT son ejercicios del libro de Eduardo
Sontag (las pruebas se trasladarán al Apéndice A).

2.2.1. De�niciones básicas

De�nición 2.2.1. Un sistema o máquina � = ( T ; X; U; � ) consta de:

1. (T ; +) subgrupo de (R; +) con la suma usual. T se denomina conjunto de tiempo ,

2. un conjunto X 6= ? , llamado conjunto o espacio de estados de � ,

3. un conjunto U 6= ? , llamado conjunto o espacio de valores de entrada (o de con-
trol) de � , y

4. una función � : D � ! X llamada función de transición , donde

? 6= D �
9 �

¦
(�; �; x; ! ) j �; � 2 T ; � � �; x 2 X; ! 2 U[�;� )

©
;
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que cumple las siguientes cuatro propiedades:

I. No trivialidad. Para cada x 2 X existe al menos un par �; � 2 T , � < � , y existe
! 2 U[�;� ) , tal que ! es admisible para x, es decir, (�; �; x; w ) 2 D � : Si ! es
admisible para x también se dice que el par (x; ! ) es un par admisible .

II. Restricción. Si ! 2 U[�;� ) es admisible para x, entonces para cada � 2 [�; � ),
la restricción ! 1 := ! j[�;� ) es admisible para x y la restricción ! 2 := ! j[�;� ) es
admisible para � (�; �; x; ! 1).

III. Semigrupo. Si �; �; � 2 T , � < � < � , ! 1 2 U[�;� ) , ! 2 2 U[�;� ) , y x 2 X son
tales que � (�; �; x; ! 1) = x1 y � (�; �; x 1; ! 2) = x2, entonces la concatenación
! 1 � ! 2 2 U[�;� ) de�nida como

� : U[�;� ) � U[�;� ) ! U[�;� ) ; (! 1; ! 2) 7! ! 1 � ! 2(t) :=
§

! 1(t) si t 2 [�; � )
! 2(t) si t 2 [�; � )

es admisible para x y � (�; �; x; ! 1 � ! 2) = x2. Por tanto

� (�; �; x; ! 1 � ! 2) = � (�; �; � (�; �; x; ! 1); ! 2) = � (�; �; x 1; ! 2) = x2:

Se conviene que ! � � = � � ! := ! , para cualquier ! 2 U[�;� ) , donde � es el
conjunto cuyo único elemento es el vacío, es decir � := f ? g.

IV. Identidad. Para cada � 2 T y cada x 2 X, el conjunto � := f ? g = U[�;� ) , es
admisible para x y � (�; �; x; � ) = x [30, Def. 2.1.2]. y

De�nición 2.2.2. Sea � = ( T ; X; U; � ) un sistema.

(a) � es completo si D � =
¦

(�; �; x; ! ) j �; � 2 T ; � � �; x 2 X; ! 2 U[�;� )
©

.

(b) � es un sistema con salidas , si existe

I. un conjunto Y denominado espacio de valores de salida y

II. una función h : T � X ! Y denominada función de lectura de salida .

(c) � es invariante en el tiempo si para cualesquiera ! 2 U[�;� ) , x 2 X y � 2 T ,
tales que ! es admisible para x, entonces la traslación T � ! 2 U[� + �;� + � ) , con
T � ! (t) := ! (t � � ), es admisible para x y � (�; �; x; ! ) = � (� + �; � + �; x; T � ! ) :

Un sistema con salidas invariante en el tiempo consta de � sistema invariante en
el tiempo, donde además la función de lectura de salida h(�; x ) no depende de � .

(d) El sistema inicializado es el par (� ; x0), con x0 2 X elemento �jo, denominado
estado inicial (la misma de�nición aplica para un sistema con salidas).

(e) Cuando T = Z , se dice que el sistema o comportamiento (ver Def. 2.2.3 más ade-
lante) es de tiempo discreto o simplemente discreto . y

9Si f es una función, “D f ” denota el dominio de la función f como subconjunto de algún conjunto conocido.
Por otra parte, se recuerda que si A; B son conjuntos, se de�ne B A := f f � A � B j f es funcióng, por lo
que U[�;� ) es el conjunto de todas las funciones cuyo dominio es [�; � ) := f � 2 T j � � � < � g y codominio
es U.



2.2. TEORÍA DEL CONTROL: DE SISTEMAS GENERALES A SISTEMAS LIT 23

Estas de�niciones 10 buscan caracterizar un sistema a través de “estados” que cam-
bian en el tiempo, en respuesta a una entrada o control ! 2 U[�;� ) y mediante la función
de transición � . La Figura 2.1 busca ilustrar como opera � , y como un sistema cambia
mediante entradas o controles ! .

Figura 2.1: Modo de operar de la función de transición � de un sistema � = ( T ; X; U; � ),
se busca ilustrar el axioma de identidad (verde) y el axioma de semigrupo (rojo). Abajo a
la derecha se señala como el primer argumento de � es el tiempo �nal � , el segundo el
tiempo inicial � , el tercero es el estado x 2 X al tiempo inicial � , y el cuarto es el control
que se aplica al tiempo inicial � , con duración � � � . De esta forma el estado �nal x2 al
tiempo � es � (�; �; x; ! 1 � ! 2).

Por otra parte se tiene la caracterización de sistema como “caja negra”, es decir, un sis-
tema (como el de la Def. 2.2.1) con salidas, en el que (en principio) no es posible conocer
sus estados, pero sí es posible registrar su comportamiento entrada/salida (input/output).
La caja negra en cuestión, se denominará comportamiento.

De�nición 2.2.3. Un comportamiento � = ( T ; U; Y; � ) consta de:

1. un conjunto de tiempo T ,

2. un conjunto U 6= ? , llamado conjunto o espacio de valores de entrada (o de con-
trol) de � ,

3. un conjunto Y 6= ? , llamado conjunto o espacio de valores de salida de � , y

4. una función � : D � ! Y, llamada función de respuesta , donde

D � �
¦

(�; �; ! ) j �; � 2 T ; � � �; ! 2 U[�;� )
©

;

y donde se cumple la propiedad de restricción : si (�; �; ! ) 2 D � , entonces

(�; �; ! j[�;� ) ) 2 D � ; 8� 2 [�; � ]:

Para cualquier �; � 2 T �jas, se tiene la siguiente convención � �;� (! ) := � (�; �; ! )
[30, Def. 2.2.4]. y

De�nición 2.2.4. Sea � = ( T ; U; Y; � ) un comportamiento.

10Sontag menciona que en el contexto de la ciencia de la computación, donde el sistema es discreto y X, U
tienen cardinalidad �nita, el sistema se denomina autómata, y si existe un espacio de salidas Y se denomina
máquina secuencial. Estos conceptos nacidos de la CC “proporcionaron gran parte de la motivación original
para el desarrollo de los conceptos básicos de la teoría de sistemas” [30, p. 33].



24 CAPÍTULO 2. TEORÍA DEL CONTROL Y SISTEMAS LIT

(a) � es completo si D � =
¦

(�; �; ! ) j �; � 2 T ; � � �; ! 2 U[�;� )
©

.

(b) � es invariante en el tiempo si para cada (�; �; ! ) 2 D � y cada � 2 T , se tiene que
(� + �; � + �; T � ! ) 2 D � y � � + �;� + � (T � ! ) = � �;� (! ). y

Dado un comportamiento con función de respuesta � , es natural considerar no solo el
valor de salida �nal ante una entrada ! 2 U[�;� ] (proporcionado por la evaluación � (�; �; ! ))
sino toda la función de salida, la siguiente de�nición considera este caso de interés.

De�nición 2.2.5. Dado un comportamiento � , se de�ne la función i/o o función de sali-
da de � como

� : D � !
[

� � �

Y[�;� ]; (�; �; ! ) 7! � (�; �; ! )( t) := � �;t (! j[�;t ) ) [30, Obs. 2.2.2]:

La relación entre la función de respuesta � y la función i/o es: � �;� (! ) = � (�; �; ! )( � ): De
manera similar a la función de respuesta, se conviene la notación �

�;�
(! ) := � (�; �; ! ).

Cuando el contexto sea claro, se denotará simplemente � (! )( t) := �
0;t

(! )( t)11. y

Figura 2.2: Modo de operar de un comportamiento � = ( T ; U; Y; � ). Una entrada o control
! 2 U[�;� ) es transformada por � y da lugar a la función de salida �

�;�
(! ).

Las últimas dos de�niciones básicas que se mencionan, relacionan un sistema inicia-
lizado con un comportamiento � .

De�nición 2.2.6. Sea (� ; x0) un sistema inicializado con � = ( T ; X; U; � ).

(a) El comportamiento i/s (input to state) � del sistema (� ; x0) es el comportamiento
� = ( T ; U; X; � ) (en este caso Y = X), cuya función de respuesta � está de�nida en
la proyección f (�; �; ! ) j (�; �; x 0; ! ) 2 D � g, donde � �;� (! ) := � (�; �; x 0; ! ).

(b) Si � es un sistema con salidas en Y, con h : T � X ! Y función de lectura de
salida. El comportamiento del sistema inicializado (� ; x0) (denotado � � ;x0 ), es el
comportamiento � � ;x0 = ( T ; U; Y; � ); cuya función de respuesta � se de�ne como

� : D � ! Y; (�; �; ! ) 7! � �;� (! ) := h(�; � (�; �; x 0; ! )) ; (2.18)

donde D � � f (�; �; ! ) j (�; �; x 0; ! ) 2 D � g. Así, � es la función de respuesta del
sistema inicializado (� ; x0)12 [30, Def. 2.2.4]. y

11Más adelante se verá que en un sistema/comportamiento LIT (ya sea discreto o continuo) � �;� (! ) =
� �;� (! j [�;� ) ) = � �;� (� ) = 0 , por lo que en este caso se convendrá (�; � ] como el dominio de � .

12La propiedad de restricción de la función � del sistema � garantiza la propiedad de restricción de la
función de respuesta � del comportamiento � � ;x 0 .
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Observación 2.2.7. Todo sistema � = ( T ; X; U; � ), es un sistema con salidas en Y = X,
con función de lectura de salida h : T � X ! X de�nida como h(�; x ) := � (�; �; x; � ) =
x (por el axioma de identidad). Al considerar el comportamiento � � ;x0 del sistema ini-
cializado (� ; x0) con salidas en Y = X, la De�nición 2.2.6 2, muestra que � �;� (! ) :=
h(�; � (�; �; x 0; ! )) := � (�; �; � (�; �; x 0; ! ); � ) = � (�; �; x 0; ! ): Por tanto, todo comportamien-
to i/s, es el caso particular de un comportamiento � � ;x0 de un sistema inicializado (� ; x0).
Se subraya como todo sistema inicializado se puede ver como un comportamiento me-
diante (2.18). y

Función Características

� : D � ! X
(de transición)

Asociada a un sistema � . Ayuda a describir al sistema
a través de cambios de estado en el tiempo.

h : T � X ! Y
(de lectura de salida)

Asociada a un sistema con salidas � . A partir de ella
se puede de�nir la función de respuesta � del com-
portamiento � � ;x0 (del sistema inicializado con sali-
das (� ; x0)) mediante � �;� (! ) := h(�; � (�; �; x 0; ! )) :
Todo sistema es un sistema con salidas en Y = X con
h(�; x ) = x, y en este caso el comportamiento asocia-
do � � ;x0 se denomina comportamiento i/s.

� : D � ! Y
(de respuesta)

Asociada a un comportamiento � . � �;� (! ) 2 Y es el
valor de salida al tiempo � , ante la entrada ! 2 U[�;� ) .

� : D � !
[

� � �

Y[�;� ]

(de salida o función i/o)

Asociada a un comportamiento � . � �;� (! ) 2 Y[�;� ] es
toda la función de salida en respuesta a la entrada
! 2 U[�;� ) .

Tabla 2.1: Aspectos importantes sobre las funciones �; h; � y � .

2.2.2. Sistemas lineales de tiempo discreto e invariantes en el tiempo

A menos que se señale lo contrario, en lo que resta de la sección los espacios vecto-
riales mencionados se suponen sobre R.

Sea � = ( Z ; X; U; � ), se de�ne la función P (asociada a la función � ) como

P : E ! Y; (t; x; u ) 7! P (t; x; u ) := � (t + 1 ; t; x; ! u); (2.19)

donde E = f (t; x; u ) 2 Z � X � U j (t + 1 ; t; x; ! u) 2 D � g; y donde ! u 2 Uf tg y es tal que
! u(t) = u13. La función P se denomina función de transición al siguiente estado .

De�nición 2.2.8. � es un sistema lineal de tiempo discreto (sobre R) si:

13Más adelante se abusará de la notación u(t) = ! u (t).
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1. es completo, 2. X y U son espacios vectoriales, y 3. para cada t 2 Z , la función
P(t; �; �) := � (t + 1 ; t; �; �) es lineal.

El sistema con salidas es lineal si además: 1. Y es un espacio vectorial, y 2. h(t; �) es
lineal para cada t 2 Z .

El sistema es de dimensión �nita si los espacios U y X lo son, así como Y para un
sistema con salidas. La dimensión del sistema es la dimensión de X. [30, Def. 2.4.1] y

Observación 2.2.9. Sea � lineal de tiempo discreto, como el sistema es completo y
P(t; �; �) : X � U ! X es lineal, se puede de�nir

P(t; x; u ) = P(t; �; 0)
| {z }
=: A(t )[x]

+ P(t; 0; �)
| {z }
=: B (t )[u]

= A(t)[x] + B (t)[u] =|{z}
Notación

A(t)x + B (t)u 8t 2 Z : (2.20)

Para � con salidas en Y, como h(t; �) es lineal para cada t 2 Z , además se de�ne

h(t; x ) := C(t)[x] =|{z}
Notación

C(t)x: (2.21)

Se usará la expresión “el sistema (A(t); B (t); C(t)) ”, para denominar al sistema � lineal
(con salidas) discreto cuya función P es (2.20) y h es (2.21). Si el sistema es invariante en
el tiempo, entonces P(t; x; u ) no depende de t (P(t; x; u ) = P(x; u)), por lo que A(t); B (t)
y C(t) son constantes y se trata de un sistema (A; B; C ).

Si X, U y Y tienen dimensión �nita, se conviene usar n; m; p 2 N> 0 tales que n =
dim(X), m = dim(U) y p = dim(Y). Dado que en cualesquiera dos espacios V , W con
dim(V ) = m y dim(W ) = p se cumple que L(V; W)14 �= Rp� m (isomor�smo lineal) [67,
Teo. 3.3], entonces A(t), B (t) y C(t) se pueden identi�car como matrices para cada t 2 Z .
Si el sistema es invariante al tiempo y X, U y Y tienen dimensión �nita, entonces A 2 Rn� n ,
B 2 Rn� m y C 2 Rp� n . y

Notación 2.2.10. Si ! 2 U[�;� ) se conviene que ! j �� := ! j[�;� ) para todo � 2 [�; � ) � Z . y

De�nición 2.2.11. � es un comportamiento lineal discreto (sobre R) si:

1. es completo, 2. U y Y son espacios vectoriales, 3. para cada �; � 2 Z tales que
� � � , se tiene que � �;� (� ) = 0 y la función � �;� es lineal, y 4. para cada �; �; � 2 Z ,
� < � < � y cada entrada ! 2 U[�;� ) , ocurre que � �;� (0 � ! ) = � �;� (! ); donde 0 es la
entrada idénticamente igual a 0 en [�; � ) [30, Def. 2.4.3]. y

Proposición 2.2.12. Si � es un sistema lineal de tiempo discreto, entonces el comporta-
miento del sistema inicializado � � ;0 es lineal [30, Ej. 2.4.4]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.15 en la página 159. �

Observación 2.2.13. Sean �; � 2 Z , � < � , U, Y espacios vectoriales y ! 2 U[�;� ) .
Supóngase que para cada j 2 [�; � ) existe � j;� : U[j;� ) ! Y función lineal.
La imagen directa de [j; � ) bajo ! es el conjunto ! ([j; � )) := f ! (� ) 2 U j � 2 [j; � )g,

entonces, para cada j 2 [�; � ) se de�ne la función

eA � j : ! ([j; � )) ! Y; ! (� ) 7! eA � j [! (� )] := � j;� (! � j j +1
j � 0j �j +1 )

14L (V; W) := f T : V ! W j T es linealg:
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donde ! � (j ) := ! (� ) para todo ! (� ) 2 ! ([j; � )) . Se debe tener en cuenta que ! j �� = �
y ! � � = � � ! := ! para cualquier � 2 [�; � ). La linealidad de � j;� garantiza que eA � j

también es lineal y se usa la notación eA � j ! (� ) := eA � j [! (� )]. y

Proposición 2.2.14. Si � es lineal, entonces existe una familia única de funciones lineales
ÜA ij ; i; j 2 Z ; i > j , tales que para cada �; � 2 Z , � < � , � �;� (! ) =

P � � 1
j = �

ÜA � j ! (j ) para
todo ! 2 U[�;� ) [30, Ej. 2.4.5]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.16 en la página 159. �

Lema 2.2.15. Sea � = ( Z ; X; U; � ) un sistema lineal. Entonces para todo �; � 2 Z , � < �
y todo ! 2 U[�;� ) , y 0 2 U[�;� ) función cero en [�; � ), se cumple que

�
�
�; �; 0; ! j � +1

� � 0j �� +1
�

= A(� � 1)A(� � 2) : : : A(� + 1) B (� )! (� );

donde se usa la notación A(� 1)A(� 2) := A(� 1) � A(� 2), � 1; � 2 2 [�; � ) y las funciones A; B
son las mencionadas en la Obs. 2.2.9. y

Prueba. Ver Prop. A.1.17 en la página 160. �

Proposición 2.2.16. Si � y � son lineales, entonces

� � ;0 = � () ÜA ij =
§

C(i )B (j ) si i = j + 1 ;
C(i )A(i � 1)A(i � 2) : : : A(j + 1) B (j ) en otro caso

en términos de las funciones lineales de la Prop. 2.2.14 [30, Ej. 2.4.6]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.18 en la página 161. �

Proposición 2.2.17. Sea � un comportamiento lineal de tiempo discreto. Considérese la
familia de funciones lineales f ÜA i j : U ! Y j i > j g presentada en la Proposición 2.2.14.
Entonces, � es invariante en el tiempo si y solo si existe un conjunto de funciones lineales
fA k : U ! Y j k 2 N> 0g tal que

ÜA i j = A i � j 8i > j; [30, Ej. 2.4.7]: (2.22)

Prueba. Ver Prop. A.1.19 en la página 162. �

De�nición 2.2.18. La sucesión de funciones lineales en (2.22):

A := fA k : U ! Y j k 2 N> 0g;

se denomina respuesta al impulso (RI) del comportamiento � o del comportamiento � � ;0

de un sistema inicializado (� ; 0) según sea el caso.
Dado un comportamiento � , si existe un sistema inicializado (� ; 0) tal que � � ;0 = � ,

se dice que � realiza el comportamiento � o equivalentemente � es realizado por � . y

Al estudiar un comportamiento o sistema discreto invariante en el tiempo, la invariancia
permite s.p.g. considerar únicamente controles de la forma ! : [0; � ) ! U, con � 2 N> 0,
ya que � �;� (� ) = � 0;� � � (T � � � ) para todo �; � 2 T , � � � y todo � : [�; � ) ! U.
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De�nición 2.2.19. Sean U, Y espacios vectoriales, H = ( H (k)) = ( Hk ), k 2 N> 0 una
sucesión de funciones lineales Hk : U ! Y, y ! : [0; � ) ! U una función con � 2 N> 0. Se
de�ne el producto convolución (lineal) de H y ! , denotado “H � ! ”, como

� : L (U; Y)N > 0 � U[0;� ) ! Y[1;� )

(H; ! ) 7! (H � ! )( t) :=
t � 1X

j =0

H (t � j )! (j ):

Cuando U = Rm y Y = Rp, H es una sucesión de matrices, ya que L (Rm ; Rp) �= Rp� m

(ver Obs. 2.2.9), este último caso es el más relevante para esta tesis. y

Observación 2.2.20. De las proposiciones 2.2.14 y 2.2.17 se sigue que en un comporta-
miento LIT discreto con RI A = ( A(k)) , k 2 N> 0, una entrada ! : [0; � ) ! U produce un
valor de salida

� 0;� (! ) =
� � 1X

j =0

ÜA � j ! (j ) =
� � 1X

j =0

A(� � j )! (j ) := ( A � ! )( � )

por tanto, teniendo en cuenta la De�nición 2.2.5 de función i/o (o función de salida), se
concluye que para toda entrada ! 2 UN , la función de salida es

� (! ) : N> 0 ! Y
t 7! � (! )( t) := � 0;t (! j[0;t ) ) = ( A � ! )( t):

(2.23)

2.2.3. Sistemas lineales de tiempo continuo e invariantes en el tiempo

Sontag [30, Sec. 2.6] menciona que se busca de�nir sistemas gobernados por la ecua-
ción diferencial: _x = f (t; x; u )15, donde u 2 U espacio métrico y x 2 X � Rn abierto. La
primer di�cultad que surge es que no se puede tomar cualquier f , pues se necesita que
exista la solución para condiciones iniciales arbitrarias, así como la posibilidad de admitir
controles localmente esencialmente acotados y medibles (en el caso lineal, de manera
más general, se podrán admitir controles localmente integrables). Todo lo anterior motiva
la de�nición de “lado derecho” ( right-hand side) que cobrará mayor sentido en las propo-
siciones 2.2.22, 2.2.23 y se apoya en todo lo expuesto sobre EDO en §2.1.2.

De�nición 2.2.21. Sea X � Rn abierto y U un espacio métrico. Un lado derecho (LD)
con respecto a X y U es una función f : R � X � U ! Rn que se puede obtener de la si-
guiente forma: debe existir otro espacio métrico S, así como funciones ef : S � X � U ! Rn

y � : R ! S tales que f (t; x; u ) = ef (� (t); x; u), y las siguientes propiedades se cumplen:

1. ef (s; �; u) es de clase C1 para cada s; u, 2. ef y la derivada parcial de ef respecto a su
segunda variable (denotada ef x ) son continuas en S � X � U, 3. � 2 L 1

loc(R; S) [30, Def.
2.6.1]. y

Proposición 2.2.22. Cualquier LD cumple la siguiente propiedad: para cualquier �; � 2 R,
� < � , cualquier ! 2 U[�;� ) medible y esencialmente acotada, y cualquier x0 2 X, existe

15Intuitivamente, esta ecuación se puede interpretar como la a�rmación: “los cambios de estado del sistema
en el tiempo dependen únicamente del tiempo t, los estados x del sistema y los controles u del sistema”.



2.2. TEORÍA DEL CONTROL: DE SISTEMAS GENERALES A SISTEMAS LIT 29

J � I := [ �; � ] tal que � 2 J , J es abierto relativo a I , y existe una solución única y
maximal del PVI _� (t) = f (t; � (t); ! (t)) ; � (� ) = x0 [30, Lema 2.6.2]. y

Bajo las condiciones de la Proposición 2.2.22, para el caso en que J = I , se dirá que
! es admisible para x 0 . A continuación se mostrará como esta de�nición de “control (o
entrada) admisible” coincide con la dada en la De�nición 2.2.1.

Proposición 2.2.23. Sea f un LD, y sea

D :=
¦

(�; �; x; ! ) j � � �; x 2 X; ! 2 U[�;� ) es admisible para x
©

:

En este conjunto se de�ne � (�; �; x; ! ) := � (� ); donde � (t) es la solución (única) del PVI
_� (t) = f (t; � (t); ! (t)) ; � (� ) = x evaluada en � , y que está de�nida en [�; � ]. Entonces
� f := ( R; X ; U; � ) es un sistema [30, Ej. 2.6.3]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.20 en la página 162. �

De�nición 2.2.24. La Proposición 2.2.22 justi�ca las siguientes de�niciones.

(a) Un sistema de tiempo continuo o simplemente sistema continuo (sobre R), es un
sistema del tipo � f donde f es un LD. � f se puede llamar “el sistema _x = f (t; x; u )”,
y a f se le puede llamar “el lado derecho de � ”. También se dice que f es una
descripción local en el tiempo de � [30, Def. 2.6.4].

(b) Un sistema continuo con salidas es un sistema � con salidas cuyo sistema subya-
cente es un sistema continuo, Y es un espacio métrico, y donde la función de lectura
de salida h : R � X ! Y es continua [30, Def. 2.6.5].

(c) Sea k 2 N> 0 [ f1g . Un sistema continuo de clase C k es un sistema continuo
donde U es un abierto de Rm , para algún m 2 N> 0, y en el cual S y ef pueden
elegirse de modo que S es un abierto de un espacio Euclidiano y ef es de clase
Ck . Si � es un sistema con salidas, se requiere en adición que Y sea un abierto de
un espacio Euclidiano Rp, con p 2 N> 0, y que h(t; �) sea de clase Ck para cada
t [30, Def. 2.6.6]. y

Se busca de�nir un sistema lineal continuo como un sistema del tipo � f = ( R; X; U; � )
con X = Rn y U = Rm , donde f (t; �; �) es lineal para cada t 2 R y además f (�; x; u) 2
L 1

loc(R; Rn ) para cada (x; u) 2 X � U. Entonces, de manera análoga al caso discre-
to (Obs. 2.2.9), f (t; �; �) = f (t; �; 0) + f (t; 0; �), y así f (t; x; u ) = A(t)x + B (t)u, donde
f (t; �; 0) = A(�) 2 M n� n (L 1

loc(R)) y f (t; 0; �) = B (�) 2 M n� m (L 1
loc(R)) . Sin embargo, para

que esta de�nición “esté bien de�nida”, es necesario veri�car el converso, es decir, dada
una función f : R � Rn � Rm ! Rn , con f (t; x; u ) = A(t)x + B (t)u, A 2 M n� n (L 1

loc(R))
y B 2 M n� m (L 1

loc(R)) , ¿es cierto que f es un lado derecho? La siguiente proposición
muestra que la respuesta a esta pregunta es a�rmativa.

Proposición 2.2.25. Sean m; n 2 N, X := Rn , U := Rm . Asúmase que f (t; x; u ) =
A(t)x + B (t)u; donde A 2 M n� n (L 1

loc(R)) y B 2 M n� m (L 1
loc(R)) . Equivalentemente, f :

R � X � U ! X es lineal en (x; u) para cada t �ja, y es localmente esencialmente acotada
en t para cada (x; u) �ja. Entonces f es un LD con ef de clase C1 [30, Ej. 2.7.1]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.23 en la página 164. �
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De�nición 2.2.26. Un sistema continuo � f es lineal (y de dimensión �nita, sobre R) si
es de clase C1 y:

1. X = Rn y U = Rm , y 2. su descripción local en el tiempo satisface que f (t; �; �) es
lineal para cada t 2 R.

Un sistema lineal continuo con salidas cumple además que: 1. Y = Rp, y 2. h(t; �)
es lineal para cada t 2 R.

La dimensión de � es la dimensión de X [30, Def. 2.7.2]. y

Observación 2.2.27. Al igual que el caso discreto (Obs, 2.2.9), se utiliza la expresión “el
sistema (A(t); B (t); C(t)) ”, para denominar al sistema lineal (con salidas) � f continuo con
lado derecho f (t; x; u ) = A(t)x + B (t)u y función de lectura de salida h(t; x ) = C(t)x.
Si el sistema es invariante en el tiempo, se tiene un sistema (A; B; C ) con lado derecho
f (x; u) = Ax + Bu y función de lectura de salida h(x) = Cx, para A 2 Rn� n , B 2 Rn� m y
C 2 Rp� n . y

Proposición 2.2.28. 16 Todo sistema lineal continuo es completo respecto al conjunto

L 1
loc(R; Rm ) := f f : R ! Rm j f (t) = ( f 1(t); : : : ; f m (t)) y f i 2 L 1

loc(R) 8i 2 mg17:

Además, para cualquier �; � 2 R, � < � se cumple que � (�; �; �; �) : X � L 1([�; � ]; Rm ) ! X
es lineal18. y

Prueba. Ver Prop. A.1.25 en la página 168. �

De�nición 2.2.29. Sea � = ( T ; U; Y; � ) un comportamiento.

(a) � es un comportamiento de tiempo continuo o simplemente continuo si:

1. T = R, 2. U; Y son espacio métricos y 3. para cada � < � el dominio de
� �;� es un abierto de L 1 (( �; � ); U), y � �;� es continua [30, Def. 2.6.9].

(b) � es un comportamiento lineal continuo (sobre R), si:

1. es completo (con respecto a los controles esencialmente acotados), 2. U = Rm

y Y = Rp, 3. para cada �; � 2 R, � � � , � �;� (� ) = 0 y la función � �;� es un ope-
rador lineal (acotado), y 4. para cada �; �; � 2 R, y cada ! 2 L 1 ([�; � ); Rm )
ocurre que � �;� (0 � ! ) = � �;� (! ); donde 0 es la enterada idénticamente igual a 0 en
[�; � ) [30, Def. 2.7.7].

(c) Sea � un comportamiento lineal continuo, se dice que � es un comportamiento
integral si existe una función medible (llamado kernel ) y localmente esencialmente
acotada

ÜK : f (�; � ) 2 R2 j � � � g ! Rp� m ; tal que (2.24)

16Esta Proposición engloba dos ejercicios del libro de Eduardo Sontag [30, Ej. 2.7.3, 2.7.5 a)], y un Lema
demostrado en el mismo libro [30, Lema 2.7.4].

17También se puede de�nir L 1
loc (R; R m ) = f f : R ! R m j

R
[a;b ] kf (t)kRm dt < 1 para todo [a; b] � Rg,

y esta de�nición es equivalente a la dada en la Proposición, esto quedará justi�cado por el Lema 2.3.12 (b)
páginas más abajo.

18A veces se toma ! 2 U[�;� ] o bien ! 2 U[�;� ) , esto se justi�ca ya que se trabaja con espacios L p y existen
isometrías biyectivas entre los espacios normados L p ([�; � )) , L p (( �; � ]), L p (( �; � )) y L p ([�; � ]).
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� �;� (! ) =
Z �

�

ÜK (�; s )! (s) ds 8�; � 2 R; � � �; 8! 2 L 1 ([�; � ); Rm ) [30, Def. 2.7.8]:

(2.25)

Observación 2.2.30. Sea � f = ( R; X; U; � ) = ( R; Rn ; Rm ; � ) un sistema lineal continuo
con LD f (t; x; u ) = A(t)x + B (t)u.

Considérese el caso donde el sistema � f es un sistema con salidas en Y = Rp, enton-
ces se tiene que C(t)( �) := h(t; �) : Rm ! Rp, donde h es la función de lectura de salida.
En este escenario, se considera � � f ;x0 = ( T ; U; Y; � ), el comportamiento del sistema ini-
cializado (� ; x0) para algún x0 2 Rn , donde la función de respuesta � es

� �;� (! ) := h(�; � (�; �; x; ! )) = C(� )� (�; �; x; ! ) = C(� )� (� )

= C(� )�( �; � )x0 +
Z �

�
C(� )�( �; s )B (s)! (s) ds: (2.26)

Donde (2.26) se cumple por la fórmula de variación de parámetros (Prop. 2.14).

Si x0 = 0 , entonces � �;� (! ) =
Z �

�
C(� )�( �; s )B (s)
| {z }

ÜK (�;s )

! (s) ds. por lo que � � f ;0 cumple

la condición (2.25) de ser comportamiento integral (donde además se admiten controles
localmente integrables), sin embargo, no es tan inmediato (en comparación con la Prop.
2.2.12) asegurar que si � es un sistema lineal continuo, entonces � � f ;0 es un compor-
tamiento lineal continuo, la justi�cación de esta última a�rmación se encuentra en [30, p.
46], por lo que se asume este resultado. y

Proposición 2.2.31. El kernel ÜK de una comportamiento integral está determinado de
manera única salvo un conjunto de medida cero [30, Ej. 2.7.9]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.31 en la página 171. �

Proposición 2.2.32. Si � f es lineal continuo y � es integral, entonces

� � f ;0 = � () ÜK = C(t)�( t; � )B (� ) p.c.t. (t; � ) 2 R2; t � �:

Por lo tanto, el comportamiento integral � es realizable, si y solo si existen matrices
A(t); B (t) y C(t) tales que las condiciones de arriba se cumplen19 [30, Ej. 2.7.10]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.32 en la página 171 �

Proposición 2.2.33. Un comportamiento integral � es invariante en el tiempo si y solo si
existe una matriz de funciones localmente esencialmente acotadas

K 2 L 1
loc(R � 0; Rp� m ); tal que ÜK (t; � ) = K (t � � ) p.c.t. � � t [30, Ej. 2.7.11]. (2.27)

Prueba. Ver Prop. A.1.33 en la página 172. �

Observación 2.2.34. En adelante se trabaja con sistemas inicializados en 0. En esta tesis
siempre se usará el término “comportamiento LIT continuo” como sinónimo de “comporta-
miento integral e invariante en el tiempo”. Cuando se hable de un “comportamiento LIT” se

19Solo se considera el caso para t � � , aunque también se puede considerar el caso general t 2 R dado
que �( t; s) está de�nida p.c.t. (t; s) 2 R 2 .
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habla de un comportamiento LIT continuo o discreto. También en adelante solo se consi-
deran sistemas o comportamientos LIT de dimensión �nita, siempre con X = Rn , U = Rm

y Y = Rp. y

Observación 2.2.35. De forma análoga al caso discreto, la función K 2 L 1
loc(R � 0; Rp� m )

en (2.27) se denomina respuesta al impulso del comportamiento LIT continuo � , o del
comportamiento � � ;0 asociado a un sistema continuo (� f ; 0) LIT según sea el caso.

De las Proposiciones 2.2.28, 2.2.33, y la De�nición 2.2.5 de función de salida, se sigue
que para un comportamiento LIT continuo, una entrada ! 2 L 1([0; � ]; Rm ) produce la
función de salida

� (! ) : [0; � ] ! Rp

t 7! � (! )( t) := � 0;t (! j[0;t ) ) =
Z t

0
K (t � s)! (s) ds:

(2.28)

Al igual que en el caso discreto, se trata de una convolución (continua), de la respuesta al
impulso K con ! , denotada “K � ! ” donde K se exitende trivialmente a R (en la siguiente
sección se abordará con detalle esta operación). Por tanto, la función de salida � : R> 0 !
Rp es la convolución de la entrada con la respuesta al impulso, es decir � (! ) = K � ! . y

2.3. Convolución, impulso, respuesta al impulso y la matriz de
transferencia

Lo mencionado en esta sección se apoya en [30,55,68–72].

2.3.1. La sucesión de Markov A k = CA k B y comportamientos UBIBO

Las Observaciones 2.2.20 y 2.2.35 muestran que hay una relación estrecha entre los
comportamientos discretos y continuos LIT, pues en ambos casos su función de salida �
se caracteriza por un producto de convolución de la RI y la entrada. La relación es aún
más estrecha si se consideran comportamientos realizados de dimensión �nita.

Corolario 2.3.1. Sea � � ;0 el comportamiento de un sistema LIT discreto (A; B; C ), y sea
� un comportamiento LIT discreto con RI (A k ), k 2 N> 0. Entonces � realiza � (es decir
� � ;0 = � ) si y solo si A k+1 = CAkB para todo k 2 N. y

Prueba. Usando la Proposición 2.2.16, y tomando en cuenta que las matrices A, B y C
son constantes, si k = � � j con j 2 [�; � ) � Z entonces

A k = ÜA � j = C(� )A(� � 1)A(� � 2) : : : A(j + 1) B (j ) = C AA : : : A| {z }
� � j � 1productos

B = CAk� 1B:

) (A k+1 ) = ( CAkB ); 8k 2 N: � (2.29)

Para el caso continuo se tiene un resultado análogo.

Corolario 2.3.2. Sea � � ;0 el comportamiento de un sistema LIT continuo (A; B; C ), y sea
� un comportamiento LIT continuo con RI K 2 L 1

loc(R � 0; Rp� m ). Se tiene que � � ;0 = � si
y solo si K (t) =

P 1
j =0 CA j B t j

j ! p.c.t. t 2 R � 0: y



2.3. CONVOLUCIÓN, IMPULSO, RI Y MATRIZ DE TRANSFERENCIA 33

Prueba. De la Proposición 2.2.32 y el Corolario 2.1.24, se sigue que � � ;0 = � si y solo si
K (t) = CetA B :=

P 1
j =0 CA j B t j

j ! p.c.t. t 2 R � 0. Por lo tanto,

K (t) =
1X

j =0

CA j B
t j

j !
=

1X

j =0

A j +1
t j

j !
; p.c.t. t 2 R � 0; (2.30)

es la RI del comportamiento asociado al sistema (A; B; C ) LIT continuo, donde A k+1 :=
CAkB . �

Nótese la similitud entre (2.29) y (2.30), en ambos casos aparece la sucesión de Mar-
kov A k+1 = CAkB , k 2 N. Una sucesión de Markov es una sucesión en el espacio de
Banach Rp� m (sucesión de matrices), con la norma mencionada en §2.1.1:

k � k : Rp� m ! R � 0; A 7! m�ax
f x2 Rm j kxk=1 g

kAx k20: (2.31)

Los Corolarios 2.3.1 y 2.3.2 muestran que la teoría para la realización de sistemas
LIT de dimensión �nita “se reduce al mismo problema algebraico” [30, p. 50], es decir, en
el caso en que se tenga una sucesión de Markov A k+1 , k 2 N, y se desee realizar este
comportamiento, para encontrar el sistema que lo realiza, se deben encontrar matrices
A 2 Rq� q, B 2 Rq� m y C 2 Rp� q, que cumplan que CAkB = A k+1 para todo k 2 N
y para algún q 2 N> 0

21. En este último caso, la terna de matrices (A; B; C ) se puede
interpretar, o bien como un sistema LIT discreto con función de transición al siguiente
estado P(x; u) = Ax + Bu, o bien LIT continuo con lado derecho f (x; u) = Ax + Bu. Todo
lo anterior motiva a investigar bajo que condiciones una sucesión de Markov arbitraria es
realizable22.

De�nición 2.3.3. Sea � 1 LIT continuo con función de lectura de salida � 1 y � 2 LIT discreto
con función de lectura de salida � 2.

1. Si la función de salida � 1 es un operador � 1 : L 1 (R � 0; Rm ) ! L 1 (R � 0; Rm ) acotado
(es decir existe 
 2 R> 0 tal que k� 1(! )k1 � 
 k! k1

23 para todo ! 2 L 1 (R � 0; Rm )),
entonces se dice que el comportamiento � 1 es UBIBO24. Como todo operador lineal
en un espacio normado es (uniformemente) continuo si y solo si es acotado, ser
UBIBO es equivalente a que � 1 sea un operador continuo en L 1 (R � 0; Rm ).

2. Si la función de salida � 2 es un operador � 2 : (`1 )m ! (`1 )p25 acotado, se dice que
el comportamiento (esta vez discreto) es UBIBO, y nuevamente esto es equivalente
a pedir que � 2 sea continua en (`1 )m .

3. Se dirá que una función K 2 M (R � 0; Rp� m ) := f f : R � 0 ! Rp� m j f es medibleg
es integrable si

R1
0 kK (t)k dt < 1 , donde la norma dentro de la integral es la

mencionada en (2.31), esto último permite de�nir
20Se recuerda que para kAx k, se considera la norma euclidiana usual k � k2 en R m , kxk2 = kxk =

k(x1 ; x2 ; : : : ; x m )k := ( x2
1 + x2

2 + : : : + x2
m )

1
2 .

21Al mínimo q 2 N que cumpla estos requerimientos se le denomina grado de Mc-Millan [71, Def. 1.7.7].
22Eduardo Sontag [30] dedica buena parte de su obra a este tema.
23Si f 2 L 1 (R; R m ), se de�ne kf k1 := ��nf f c 2 R j kf (t)k � c p.c.t. t 2 Rg con kf (x)k la norma

euclidiana usual para R m .
24Uniformely bounded imput bounded output.
25(`1 )m es el conjunto de todas las sucesiones (xk ) de vectores en R m tales que k(xk )k1 :=

supk � 1 kxk k < 1 .
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L 1(R � 0; Rp� m ) := f K 2 M (R � 0; Rp� m ) j f es integrableg:

4. Se dirá que una sucesión de Markov (A j ) es integrable si
1P

j =0
kA j +1 k < 1 , nueva-

mente la norma en cuestión es la mencionada en (2.31). y

Se concluye esta sub-sección con un resultado que caracteriza un sistema UBIBO
mediante la posibilidad de integrar las respuestas al impulso.

Proposición 2.3.4. Un comportamiento � LIT (ya sea discreto o continuo) es UBIBO si y
solo si su RI es integrable [30, Lema 7.3.1]. y

2.3.2. Convolución, impulso, y obtención de la respuesta al impulso

Si se pudiera obtener la RI de un comportamiento LIT, se podría conocer la respuesta
del comportamiento ante cualquier entrada admisible (mediante la convolución). Primero
se aborda el caso discreto.

De�nición 2.3.5. Un impulso (discreto) en un tiempo t0 2 N, para la j 0� ésima columna
con j 0 2 m, es la función � t0

j 0
: N ! Rm ; con � t0

j 0
(t0) = ej 0 (vector canónico j 0-ésimo en

Rm ) y � t0
j 0

(t) = 0 si t 6= t0. y

Sean t; t 0 2 Z , t > t 0, por la Observación 2.2.20 se tiene que

� (� t0
j 0

)( t) = ( A � � t0
j 0

)( t) =
t � 1X

j =0

A(t � j )� t0
j 0

(j ) = A(t � t0)� t0
j 0

(t0) = A(t � t0)ej 0 = A (j 0 ) (t � t0):

Donde A (j 0 ) (t � t0) es la j 0-ésima columna de la matriz A (t � t0). Por lo que la sucesión
�nita de matrices A(t); A (t � 1); A (t � 2); : : : ; A (2); A (1), que corresponden a los primeros t
términos de la RI, se puede obtener evaluando los impulsos � 0

j 0
; � 1

j 0
; � 2

j 0
; : : : ; � t � 1

j 0
para todo

j 0 2 m.
Se busca un resultado análogo para el caso continuo. En la Observación 2.2.35 quedó

pendiente de�nir la convolución continua.

De�nición 2.3.6. Sea K 2 L 1(R; Rp� m ) y ! 2 L 1(R; Rm ). Se de�ne el producto convo-
lución (continuo) de K y ! denotada “K � ! ” como

� : L 1(R; Rp� m ) � L 1(R; Rm ) ! L 1(R; Rp)

(K; ! ) 7! (K � ! )( t) :=
Z

R
K (t � s)! (s) ds:

Se asegura que la (K � ! )( t) está bien de�nida p.c.t. t 2 R, para justi�car esta a�rma-
ción se usan las siguientes proposiciones, cuyo enunciado y prueba se pueden consultar
en la tesis Existencia y regularidad de soluciones del problema de Poisson [68] de Felipe
García.

Proposición 2.3.7. Sean f 2 L 1(RN ), y g 2 L q(RN ), con q 2 [1; 1 ].
El producto de convolución de f y g es la función de�nida por

(f � g)(x) :=
Z

RN
f (x � y)g(y) dy; x 2 RN [68, Def. 1.12]:
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Se tienen los siguientes dos resultados. (1) Para casi todo x 2 RN , la función y 7! f (x� y)g(y)
es integrable en RN . Además f � g 2 L q(RN ) y kf � gkq � k f k1kgkq [68, Prop. 1.13]. (2) El
producto convolución es conmutativo, es decir f � g = g � f [68, Prop. 1.14]. y

Buscando aplicar esta última proposición para N = 1 , q = 1 , sean K (t) = ( kl;j (t)) 2
L 1(R; Rp� m ) y ! = ( ! 1; : : : ; ! m ) 2 L 1(R; Rm ), entonces

(K � ! )( t) =

„
mX

j =1

Z

R
k1;j (t � � )! j (� ) d�; : : : ;

mX

j =1

Z

R
kp;j (t � � )! j (� ) d�

Ž

=

„
mX

j =1

(k1;j � ! j )( t); : : : ;
mX

j =1

(kp;j � ! j )( t)

Ž

:

Conmutando cada convolución de esta última expresión, usando la Prop. 2.3.7 1, y to-
mando en cuenta que la suma de funciones integrables es integrable, se puede asegu-
rar que

P m
j =1 (! j � kl;j )( t) 2 L 1(R) para todo (l; j ) 2 p � m y p.c.t. t 2 R, y por tanto

K � ! 2 L 1(R; Rp), con esto queda justi�cada la De�nición 2.3.6.
Al buscar de�nir el impulso para el caso continuo, la pregunta que hay que responder

es: ¿existe una función � i 2 L 1(I ; Rm ), tal que K � � i = K i , donde K i es la i � ésima
columna de la matriz RI?, la respuesta es que no (la justi�cación se puede consultar
en [69, Corolario 3.1.6.1]), sin embargo, es posible aproximar un intervalo [0; T] de la
columna K i a través de sucesiónes regularizantes (o unidades aproximadas [69, Cap. 3]).

De�nición 2.3.8. Se de�ne C0(Rn ) := f f : Rn ! R j f es continuag: El soporte de una
función f 2 C0(Rn ) es la cerradura del conjunto f x 2 Rn j f (x) 6= 0g. Se denota sop(f ) :=
f x 2 Rn j f (x) 6= 0g: También se denota C0

c (Rn ) := f f 2 C0(Rn ) j sop(f ) es compactog
[55, Def. 11.4].

Sea 
 � Rn abierto y k 2 N [ f1g , se de�ne Ck
c (
) := C0

c (
) \ Ck (
) ; (conjunto de
funciones f : 
 ! R de clase Ck con soporte compacto en 
 ).

Una sucesión de funciones (� k ) se llama sucesión regularizante (o unidad aproxima-
da) si, para todo k 2 N, se cumple que

� k 2 C1
c (Rn ); � k � 0; sop(� k ) � B

n �
0; 1

k

�
; y

Z

Rn
� k = 1 [55, Def. 14.41]: y

El resultado fundamental para poder de�nir un impulso para el caso continuo, se toma
del libro de Análisis Matemático de Mónica Clapp [55].

Teorema 2.3.9. Si q 2 [1; 1 ) entonces, para toda f 2 L q(Rn ) y toda sucesión regulari-
zante (� k ) se cumple que � k � f ! f en L q(Rn ) [55, Teo. 14.45]. y

De�nición 2.3.10. Un impulso (continuo), para la j 0� ésima columna con j 0 2 m, es cual-
quier término de la sucesión (� k

j 0
), k 2 N, donde � k

j 0
: R ! Rm ; � k

j 0
(t) = (0 ; 0; : : : ; � k

j 0
; : : : ; 0);

con (� k
j 0

) sucesión regularizante. y

La RI del caso continuo es una función K 2 L 1
loc(R � 0; Rp� m ). Para cada T 2 R> 0, se

de�ne

K T : R ! Rp� m ; t 7! K T (t) =
§

K (t) si t 2 [0; T]
0 e.o.c.



36 CAPÍTULO 2. TEORÍA DEL CONTROL Y SISTEMAS LIT

Por las Observaciones 2.1.8 y 2.1.12, se tiene que K T 2 L 1(R; Rp� m ). Sea (� k
j 0

) un im-
pulso con j 0 2 m �ja, y K T = ( K T

l j ), (l; j ) 2 p � m entonces

� (� k
j 0

)( t) =

tZ

�1

K T (t � s)� k
j 0

(s) ds26 =

„
tZ

�1

K T
1 j 0

(t � s)� k
j 0

(s) ds; : : : ;

tZ

�1

K T
p j 0

(t � s)� k
j 0

(s) ds

Ž

;

conmutando cada convolución en cada entrada de este último vector, y usando el Teorema
2.3.9, se llega a que

€
� k

j 0
� K T

1 j 0
; : : : ; � k

j 0
� K T

p j 0

Š
!|{z}
L 1

€
K T

1 j 0
; : : : ; K T

p j 0

Š
; (2.32)

Figura 2.3: Grá�cas de � k para algunos valores
de k (Python).

es decir l��m
k!1

� (� k
j 0

) = K T
(j 0 ) , por tanto,

la RI se puede aproximar (en un inter-
valo [0; T]) evaluando los impulsos � k

j
para toda j 2 m y para una k su�cien-
temente grande. Si la RI es integrable
(equivalente a pedir que el comporta-
miento es UBIBO por la Proposición
2.3.4), entonces la RI se puede apro-
ximar por completo en R � 0, es decir,
l��m

k!1
� (� k

j 0
) = K (j 0 ) en L 1(R).

Para el caso p = m = 1 el impulso
es cualquier sucesión regularizante en
R. Intuitivamente, cada término de es-
tas sucesiones toman la forma de un
“tope” cerca del origen, y a medida en
que aumenta k, la inclinación del tope
es más pronunciada, y el apíce del to-
pe es cada vez más alto. En la Figura
2.3 se muestran grá�cas de algunos
términos de la sucesión regularizante
estándar en R [55, Ejemplo 14.42], la
cual se de�ne de la siguiente forma:
sea � (t) := exp

€
1

t2 � 1

Š
si jt j < 1 y 0

en otro caso, sea c :=
� R

R � (t) dt
� � 1,

la sucesión regularizante estándar es
la sucesión � k (t) := ck� (kt ).

26Ocurre que (K T � � k
j 0 )( t) :=

R
R K T (t � s)� k

j 0 (s) ds =
Rt

�1 K T (t � s)� k
j 0 (s) ds+

R1
t � � � � �: 0

K T (t � s) � k
j 0 (s) ds,

pues s 2 (t; 1 ) ) t � s < 0 ) K T (t � s) = 0 . De forma más general, para K , la RI de un comportamiento
extendida trivialmente a R (K (t) = 0 8t 2 R < 0), y para cualquier entrada admisible ! : R � 0 ! R m tal que
! (t) = 0 para todo t > � para algún � (el control tiene duración � y se extiende trivialmente a R � 0), se tendrá
que (K � ! )( t) =

R
R K (t � s)! (s) ds =

Rt
0 K (t � s)! (s) ds para todo t 2 [0; � ], acorde con lo mencionado en

(2.28).
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2.3.3. La matriz (o función) de transferencia

La transformada de Laplace y la matriz de transferencia del caso continuo

La matriz de transferencia (que para el caso p = m = 1 es la función de transferencia)
de un comportamiento LIT continuo � es la transformada de Laplace de la RI asociada al
comportamiento.

De�nición 2.3.11. [Transformada de Laplace] Sea F 2 L 1(R � 0; Rp� m ), la transformada
de Laplace (TL) de F denotada como “Lf F g” o F̂ , es la función de variable compleja
s 2 C de�nida como

F̂ (s) :=
Z 1

0
F (t)e� st dt: y

La TL es un operador que convierte una función de variable real F : R ! Rp� m en
una función de variable compleja F̂ : C ! Cp� m . En este punto se requiere del análisis
complejo, así como del manejo del espacio vectorial Cp� m := M p� m (C) sobre C.

La función exponencial compleja ez : C ! C; (en muchos casos) se comporta de la
misma forma que el caso real: es in�nitamente diferenciable en todo el plano complejo
con d

dz (ez) = ez y cumple que ezw = ezew para todo z; w 2 C. La norma compleja en C,

kzk = jzj = ja + bij := ( a2 + b2)
1
2 tiene la propiedad de que jeib j = 1 , jea+ ib j = ea para todo

a; b2 R. La fórmula de Leonhard Euler también juega un papel crucial en la teoría:

eix = cos(x) + i sen(x) 8x 2 R [70, Sec. 2.2.3]. (2.33)

Cp� m es un espacio de Banach27 con la norma operador (análoga a la mencionada en
2.31):

k � k : Cp� m ! R � 0; A 7! m�ax
f w2 Cm j kwk=1 g

kAwk; (2.34)

donde, kwk :=
€P m

j =1 jwj j
Š1

2 =
€P m

j =1 a2
j + b2

j

Š1
2 , si w = ( a1 + bi ; : : : ; am + ibm ) 2 Cm . Para

z = a + bi 2 C, se conviene que < (z) := a y = (z) = b, y se denominan parte real y parte
imaginaria del número z respectivamente.

Muchos resultados para el caso real se pueden generalizar al caso complejo debido
a que C �= R2 (isomor�smo lineal, y también existe una isometría entre ambos). Una
función f : R ! Cm , con f (t) = < f (t) + i= f (t), se puede identi�car con una función
f � : R ! Rm � Rm donde f � (t) = ( < f (t); = f (t)) . De esta forma se justi�ca decir que
“f : R ! Cm es medible” (o integrable, o continua, o diferenciable) siempre que, tanto su
parte real < f : R ! Rm como su parte imaginaria = f : R ! Rm lo sean.

Lema 2.3.12. Sea K = ( kl r ) 2 M (R; Cp� m ) con (l; r ) 2 p � m. Se cumple lo siguiente:

(a) Si existe una función g : R ! R tal que kK (t)k � g(t) p.c.t. t 2 R, entonces existe
c 2 R> 0 tal que jkl r (t)j � cg(t) p.c.t. t 2 R, (l; r ) 2 p � m. De manera inversa, si
existe una función g : R ! R tal que jkl r (t)j � g(t) p.c.t. t 2 R, entonces existe
c 2 R> 0 tal que kK (t)k � cg(t) p.c.t. t 2 R.

(b)
R

R kK k < 1 (es decir, K es integrable) si y solo si kl r es integrable para toda
(l; r ) 2 p � m.

27Cp� m es un espacio vectorial (sobre C) de dimensión �nita (igual a pm), por lo que es equivalente e
isomorfo a Cpm (Lema 2.1.11), y como Cpm es un espacio de Banach, Cp� m también es un espacio de
Banach [55, Prop. 5.7].
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(c) Si K es integrable, entonces existe c 2 R> 0 tal que



 R

R K



 � c

R
R kK k.

(d) Si Ak es una sucesión en Cp� m con Ak = ( ak
l r ) tal que Ak ! A con A = ( al r ),

entonces ak
l r ! al r para toda (l; r ) 2 p � m. y

Prueba. Ver Prop. A.1.34 en la página 173. �

De�nición 2.3.13. Sea F 2 M (R � 0; Rp� m ). Se dice que F tiene orden exponencial (OE)
� si existen M; � 2 R> 0 tales que kF (t)k � Me�t p.c.t. t 2 R � 0. y

Del Lema 2.3.12 (a), se sigue que si F = ( f l j ) 2 M (R � 0; Rp� m ), tiene OE � si y solo
si f l j tiene OE � para cada (l; j ) 2 p � m.

El conjunto de funciones medibles con OE forman un subespacio vectorial de las fun-
ciones medibles en R, y estas dan un criterio para saber en cuando está de�nida la TL de
una función integrable.

Lema 2.3.14. Sea F 2 L 1(R � 0; Rp� m ), entonces F̂ está de�nida (denotado F̂ (s) < 1 )
para cualquier s 2 f z 2 C j < (z) = 0 g. Si además F tiene orden exponencial � > 0, enton-
ces F̂ también está bien de�nida (al menos) en cualquier punto del semiplano complejo
C< >� := f z 2 C j < (z) > � g. y

Prueba. Ver Prop. A.1.35 en la página 174. �

Un resultado inmediato es de la TL, es que se trata de una función lineal, es decir

Lf B1F1(t) + B2F2(t)g(s) = B1Lf F1(t)g(s) + B2Lf F2(t)g(s) 8s 2 C<� m�ax f � 1 ;� 2g;

para cualquier B1; B2 2 Rp� m y F1; F2 2 L 1(R � 0; Rp� m ) con OE � 1; � 2 2 R> 0 respectiva-
mente.

Un resultado más fuerte, muestra la existencia y el comportamiento de la derivada de
la TL. Los siguientes dos teoremas se pueden encontrar en las notas de curso Fourier
Analysis [72] de Gustaf Gripenberg.

Teorema 2.3.15. Sea f 2 L 1(R> 0) con orden exponencial � 2 R> 0, entonces se cumple:

1. f̂ es analítica en el semiplano complejo C< >� y
d
ds

f̂ (s) = �
Z 1

0
tf (t)e� st dt para

todo s 2 C< >� [72, Teo. 6.7].

2. Si f es diferenciable c.d., o equivalentemente, es localmente absolutamente conti-

nua, entonces
d
ds

f̂ (s) = sf̂ � f (0) para todo s 2 C< >� , [72, Teo. 6.11]. y

Una consecuencia de la Proposición 2.3.15, es que la TL vuelve el PVI LIT no homo-
géneo discutido en §2.1.2 en una ecuación algebraica de variable compleja (cuando la
parte no homogénea tiene OE). De forma más particular, el interés está en las ecuacio-
nes que gobiernan un comportamiento LIT continuo realizado por un sistema LIT continuo
(A; B; C ) (inicializado en 0), las cuales (por lo discutido en §2.2) son

(
_� (t) = A� (t) + B! (t); � (0) = 0

� (! )( t) = C� (t):

(2.35)

(2.36)
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La ecuación (2.35), frecuentemente se denomina “representación del espacio de es-
tados ” del sistema (A; B; C ) (inicializado en 0). Por otra parte, de lo mencionado en la
Observación 2.2.35 y el Corolario 2.3.2 se puede asegurar que

� (! )( t) = ( K � ! )( t); (2.37)

donde K (t) =
P 1

j =0 A j +1
t j

j ! , con A j +1 := CA j B , j 2 N es la RI (de�nida p.c.t. t 2 R � 0)
del comportamiento asociado.

Se pospone trabajar con (2.37), primero se trabaja con las ecuaciones (2.35) y (2.36),
concretamente se busca la TL de ambas bajo la suposición de que la entrada ! tiene OE.
Se debe veri�car que � y _� tengan OE en este caso, pues de esta forma sus TL estarán
bien de�nidas.

Lema 2.3.16. El espacio normado de matrices Cp� m (con la norma en (2.34)), cumple que
kAB k � k AkkB k para todo A; B 2 Cp� m . En particular se cumple kA i k � k Aki para toda
A 2 Cn� n y para toda i 2 N. y

Prueba. Ver Prop. A.1.36 en la página 175. �

Lema 2.3.17. Sea ! 2 L 1(R> 0) con OE � , entonces la solución � de (2.35) dada por la

fórmula de variación de parámetros: � (t) =
Z t

0
eA(t � � )B! (� ) d� tiene OE kAk. y

Prueba. Ver Prop. A.1.38 en la página 176. �

Del Lema 2.3.17 se sigue que _� (t) = A� (t) + B! (t) tiene OE m�ax fk Ak; � g cuando
! tiene OE � . Todo esto justi�ca aplicar la TL a (2.35) y (2.36), además, por el Teorema
2.3.15 2 y el hecho de que la TL es lineal, se sigue que

b_� (s) = Ú�(A� + B! )(s) ) s�̂ (s) = A�̂ (s) + B !̂ (s) y (2.38)

�̂ (! )(s) = C�̂ (s) (2.39)

despejando �̂ de la ecuación (2.38) (se asume que la matriz sI � A es invertible), se llega
a que �̂ (s) = ( sI � A) � 1B !̂ (s) y sustituyendo este valor en (2.39) se llega a que

�̂ (! )(s) = C(sI � A) � 1B !̂ (s) = W (s)!̂ (s); (2.40)

para cualquier s 2 C< > m�ax fk Ak;� g, donde W (s) := C(sI � A) � 1B y donde � es un OE de
! .

La ecuación (2.40) muestra que W caracteriza la TL de la función de salida mediante
la multiplicación punto a punto. Un primer resultado sobre W es el siguiente.

Proposición 2.3.18. La función W descrita en (2.40), es racional, es decir W (s) = q� 1(s)P(s)
para algún P 2 Rp� m [s]28 de grado n � 1, y para algún p 2 R[s] mónico de grado n. y

Prueba. Ver Prop. A.1.40 en la página 177. �

El hecho de que W sea una función racional es consecuencia de aplicar la TL a las
ecuaciones (2.35) y (2.36).

28R p� m [s] es el conjunto de polinomios en s con coe�cientes en R p� m , y R[s] el conjunto de polinomios en
s con coe�cientes en R.
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Observación 2.3.19. En particular, el caso p = 1 = m de la función de transferencia es
un cociente de polinomios en s 2 C con coe�cientes reales, es decir

W (s) =
� 1sn� 1 + � 2sn� 2 + � � � + � n� 1s1 + � n

sn + � 1sn� 1 + � � � + � n� 1s1 + � n
; � i ; � i 2 R 8i 2 f 1; : : : ; ng: (2.41)

Como C es un campo algebraicamente cerrado (teorema fundamental del álgebra), es
posible factorizar los polinomios de (2.41) y así

W (s) =
(s � R1)(s � R2) : : : (s � Rn� 2)(s � Rn� 1)

(s � r1)(s � r2) : : : (s � rn� 1)(s � rn )
:

A las raíces r i en el denominador se les llama polos y a las raíces Ri en el numerador
ceros . Estos valores juegan un papel importante en la teoría para inferir características del
sistema como su “estabilidad” 29 (ver [73, Cap. 5] o [30, Cap. 5]). Para esta tesis, solo es
necesario remarcar como los ceros y polos sirven para obtener el “diagrama de Bode” de
la función de transferencia. Más adelante se discutirá más sobre estos diagramas, aunque
se debe advertir que en esta tesis no se ahondará en su obtención a partir de la función
de transferencia. y

Ahora se dirige la atención a (2.37): � (t) = ( K � ! )( t), primero es necesario mencionar
un resultado conocido como el teorema de convolución.

Teorema 2.3.20. [de convolución] Sean f; g 2 L 1(R> 0). Si f y g tienen orden expo-

nencial � 1; � 2 2 R> 0 respectivamente, entonces Ö(f � g)(s) = f̂ (s)ĝ(s) para cualquier
s 2 C< > m�ax f � 1 ;� 2gg: y

Prueba. Ver Prop. A.1.45 en la página 178. �

Corolario 2.3.21. [Teorema de convolución con matrices] Sean K 2 L 1(R> 0; Rp� m ) y
! 2 L 1(R> 0; Rm ). Si K y ! tienen orden exponencial 30 � 1; � 2 2 R> 0 respectivamente,

entonces ×�(K � ! )(s) = K̂ (s)!̂ (s) para cualquier s 2 f z 2 C j < (z) > m�ax f � 1; � 2gg: y

Prueba. Ver Prop. A.1.46 en la página 180. �

Del Corolario 2.3.21 y la ecuación (2.37) se sigue que

�̂ (! )(s) = K̂ (s)!̂ (s) =

Û�„
1X

j =0

A j +1
t j

j !

Ž

(s)!̂ (s); (2.42)

con A j +1 := CA j B; 8j 2 N: De las ecuaciones (2.37) y (2.40) se tiene que

K̂ (s) =

Û�„
1X

j =0

A j +1
t j

j !

Ž

(s) = W (s) = C(sI � A) � 1B; (2.43)

29Chi-Tsong Chen explica que (en el contexto de la ingeniería eléctrica) “si un sistema no es estable, el
sistema puede quemarse, desintegrarse o saturarse cuando una señal, sin importar qué tan pequeña, es
aplicada” [73, p. 121]. En esta tesis no se ahondará en el concepto de estabilidad de un sistema.

30K 2 L 1(R; R p� m ) tiene orden exponencial � 1 2 R > 0 si cada entrada de K tiene OE � 1 .
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y esto ocurre cuando s 2 C< > m�ax fk Ak;� 1 ;� 2gg donde � 1; � 2 2 R> 0 son los OEs de K y !
respectivamente.

Ahora se dirige la atención a la serie en (2.43), esto ayudará a conectar el caso conti-
nuo con el caso discreto. Se busca la TL de la RI en (2.42), es decir

K̂ (s) :=
Z 1

0
K (t)e� st dt =

Z 1

0

1X

j =0

A j +1
t j

j !
e� st dt; (2.44)

para ello se requiere el siguiente teorema.

Teorema 2.3.22. [de convergencia dominada en L q] Sean q 2 [1; 1 ) y (f k ) una sucesión
en M (
) (ver Def. 2.1.6), tal que f k (x) ! f (x) p.c.t. x 2 
 . Si existe g 2 L q(
) tal que
jf k (x)j � g(x) p.c.t. x 2 
 y para todo k 2 N; entonces f k ; f 2 L q(
) y l��m

k!1
kf � f kkq = 0

[55, Teo. 13.26]. y

Se busca aplicar el Teorema 2.3.22 tanto a la parte real como a la parte imaginaria de
K̂ en (2.44). Lo mencionado a continuación se apoya en [30, Sec. 7.4].

Sea s = a + ib 2 C. Para cada k 2 N, sea

Fk : R> 0 ! Cp� m ; Fk (t) :=
kX

j =0

A j +1
t j

j !
e� st :

Sean Fk (t) = ( f k
l r (t)) y K (t)e� st = ( K l r (t)est ); (l; r ) 2 p � m.

La función e� st es medible en C para toda t 2 R> 0 al igual que la función t 7! t j para

cualquier j 2 N, por lo que su producto es medible y así la suma
kP

j =0
eaj +1

l r
t j

j ! e
� st = f k

l r (t) es

medible (Lema 2.1.4), donde los términos eaj +1
l r , son las respectivas entradas de la matriz

A j +1 . Así, f k
l r es medible para toda k 2 N y toda (l; r ) 2 p � m.

Por otra parte, usando propiedades de la norma, el hecho de que jea+ bi j = ea y el
Lema 2.3.16 se tiene que

kX

j =0








 A j +1

t j

j !
e� st








 =

kX

j =0




 CA j B




 t j

j !
e� at � k CkkB k

kX

j =0

kAkj t j

j !
e� at

) l��m
k!1

kX

j =0








 A j +1

t j

j !
e� st








 � k CkkB ke(kAk� a)t < 1 :

Por tanto,
1P

j =0






 A j +1

t j

j ! e
� st






 converge en R> 0, para toda t 2 R> 0, y como Cp� m es un

espacio de Banach, por el criterio de Weierstrass [55, Teo. 5.25], Fk (t) ! K (t)e� st en
Cp� m para toda t 2 R> 0, y por el Lema 2.3.12 (c) se sigue que f k

l r (t) ! K l r (t)est para
toda t 2 R> 0, toda (l; r ) 2 p � m y toda s 2 C.

Usando que e� �t 2 L 1(R> 0) si � 2 R> 0, a partir de ahora, de manera más particular
se considera a � k Ak, así se puede asegurar que g(t) := kCkkB ke(kAk� a)t 2 L 1(R> 0), por
tanto kFk (t)k � g(t) para toda t 2 R> 0, y por el Lema 2.3.12 (a), existe c 2 R> 0 tal que
jf k

l r (t)j < cg(t) para toda t 2 R> 0 y toda (l; r ) 2 p � m.
Como tanto la parte real como la parte imaginaria de f k

l r (t) cumplen las hipótesis
del Teorema 2.3.22, se tiene que < (f k

l r ); < (K l r (t)est ); = (f k
l r ); = (K l r (t)est ) 2 L 1(R> 0), y
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también l��m
k!1

k< (K l r ) �< (f k
l r )k1 = 0 ; l��m

k!1
k= (K k

l r ) �= (f k
l r )k1 = 0 ; para todo (l; r ) 2 p� m;

siempre que s 2 C< > kAk. Así, para toda (l; r ) 2 p � m:

l��m
k!1

1Z

0

<
€
f k

l r (t)
Š

dt =

1Z

0

<
�
K l r (t)e� st � dt y l��m

k!1

1Z

0

=
€
f k

l r (t)
Š

dt =

1Z

0

=
�
K l r (t)e� st � dt

) l��m
k!1

Z 1

0
Fk (t) dt =

Z 1

0
K (t)e� st dt := K̂ (s);

luego, usando que bt j (s) :=
Z 1

0
t j e� st dt =

j !
sj +1 para todo j 2 N, se puede ver que

K̂ (s) = l��m
k!1

Z 1

0
Fk (t) dt = l��m

k!1

Z 1

0

kX

j =0

A j +1
t j

j !
e� st dt = l��m

k!1

kX

j =0

A j +1

j !
bt j (s) =

1X

j =0

A j +1

sj +1 :

Finalmente se ha llegado a que K̂ (s) =
1X

j =1

A j s� j para toda s 2 C< > kAk: La serie a la

derecha es la transformada Z de la sucesión A , más adelante se discutirá esta función,
por ahora, las igualdades en (2.43) se vuelven

K̂ (s) =
1X

j =1

A j s� j =
1X

j =1

CA j � 1Bs � j = C(sI � A) � 1B = W (s): (2.45)

Si K y ! tienen orden exponencial � 1; � 2 2 R> 0 respectivamente, entonces (2.45) se
cumplirá para cada s 2 C< > m�ax fk Ak;� 1 ;� 2g.

Observación 2.3.23. Hasta ahora se ha mostrado que que para entradas ! con OE, la
transformada de Laplace de la función de salida � de un comportamiento � cumple que

�̂ (! )(s)
| {z }
TL de la

función i/o

= K̂ (s)
| {z }

Matriz de
transferencia

!̂ (s)
| {z }

TL de !

; (2.46)

donde K̂ está bien de�nida si la RI tiene algún OE. Si además se trata de un comporta-
miento realizado por un sistema (A; B; C ), el resultado en (2.45) muestra que hay al menos
tres maneras de expresar W en función de las matrices A; B y C: como una transformada
Z, como la función s 7! C(sI � A) � 1B , y como una función racional. y

De�nición 2.3.24. Una función sinusoidal f , es una función f : R ! R, dada por
f (t) = � cos(2��t + � ), donde �; �; � 2 R. También se conviene la siguiente terminología
para los parámetros: f (t) = �|{z}

amplitud

cos(2� �
|{z}

frecuencia

t + �|{z}
fase

inicial

): La función cos(t) tiene periodo

2� y frecuencia (número de ciclos por unidad) 1
2� , la función cos(2�t ) mismo periodo y

frecuencia 1, por lo que f (t) = � cos(2��t ) tiene periodo T =
1
�

y frecuencia � . Al valor

2�� también se le llama frecuencia angular. y

La relevancia de la matriz de transferencia en la teoría de sistemas LIT se podrá es-
clarecer con ayuda del siguiente resultado.
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Proposición 2.3.25. Sea � = ( T ; U; Y; � ) = ( R; Rm ; Rp; � ) un comportamiento LIT con-
tinuo UBIBO con respuesta al impulso K = ( kl j ), matriz de transferencia W = ( k̂l j ) y
función de salida � = ( � 1; � 2; : : : ; � p).

Sean l0 2 p y j 0 2 m �jos y considérese la entrada ! 2 L 1
loc(R � 0) donde

! (t) = (0 ; : : : ; 0; � cos(2��t + � )
| {z }

j 0 � ésimo lugar

; 0; : : : ; 0);

para algunos �; �; � 2 R. Sea k̂l0 j 0 (i2�� ) = rei
 la entrada (l0; j 0) de la matriz de transfe-
rencia expresada en forma polar para algunos r; 
 2 R. Entonces,

l��m
t !1

�
� l0 (! )( t) � r� cos(2��t + ( � + 
 )

�
= 0 [30, Lema 7.4.1]: y

La demostración de la Proposición 2.3.25 se encuentra en [30, p. 333]31, sin embargo,
en la Proposición A.1.49 en la página 182 se demuestra tal proposición con detalle, pues
se trata de un resultado de suma importancia para la teoría de sistemas LIT (y para esta
tesis).

Observación 2.3.26. La Proposición 2.3.25 evidencia lo siguiente (tomando el caso p =
1 = m por simplicidad): si la función de transferencia W es tal que W (i2�� ) = re
 para al-
gunos r; 
; � 2 R, entonces se puede asegurar que ante la entrada sinusoidal f : R � 0 ! R
dada por f (t) = � cos(2��t + � ), la función de salida del comportamiento del sistema (even-
tualmente) será � (f )( t) = r� cos(2��t + ( � + 
 )) : Por lo tanto, ante una entrada sinusoidal
con frecuencia � , en la función de salida del comportamiento únicamente se verá afectada
la fase y amplitud de la entrada, mientras que la frecuencia � quedará intacta; los cam-
bios de fase inicial y amplitud se obtienen evaluando la función de transferencia W en la
frecuencia compleja � (es decir W (i2�� )) de la entrada original y expresándola en forma
polar. y

La última pieza faltante para esclarecer por completo la importancia de la matriz de
transferencia es el análisis armónico, en la siguiente sección se abordará este tema. Se
concluye esta sub-sección discutiendo brevemente la matriz de transferencia para el caso
discreto.

La transformada Z y la matriz de transferencia del caso discreto

Lo mencionado en este apartado se apoya principalmente en [71]. Para el caso conti-
nuo, se de�nió la matriz de transferencia como la TL de la RI, mientras que, para el caso
discreto la matriz de transferencia se de�ne como la transformada Z de la RI.

De�nición 2.3.27. Sea A = ( A k ), k 2 N una sucesión en Rp� m . La transformada Z (TZ)
de A (denotada Â ) es la función de variable compleja s 2 C de�nida como

Â (s) :=
1X

j =0

A j s� j : y

31Hay una diferencia entre el enunciado de [30, Lema 7.4.1] y la Prop. 2.3.25: Sontag utiliza el con-
trol ! (t) = sen( �t )vj 0 donde vj 0 es el j 0 � ésimo vector canónico en R m , y así el enunciado asegura que
l��m t !1 � (! )( t) l 0 � r sen(�t + 
 ) = 0 ; el caso para el control ! (t) = � cos(2��t + � )vj 0 como se considera
en esta tesis también se cumple y la prueba es análoga.
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Un comportamiento LIT discreto realizado por un sistema LIT discreto (A; B; C ) inicia-
lizado en 0 se describe mediante las ecuaciones (Obs 2.2.9)

¨
P(x(t); u(t)) = x(t + 1) = Ax (t) + Bu(t); x(0) = 0

� (u)( t) = Cx(t):

(2.47)

(2.48)

Las igualdades (2.47) y (2.48) son ecuaciones que relacionan: 1. una sucesión de
estados x(t) (sucesión de vectores en Rn ), t 2 N, con 2. una entrada u(t), t 2 N (suce-
sión de vectores en Rm ). La ecuación (2.47) es una ecuación de diferencias. La igualdad
P(x; u) = x(t + 1) ocurre porque la función P de transición al siguiente estado se de�-
nió (ver (2.19)) como la función de transición evaluada en el tiempo inicial t 2 N, tiempo
�nal t + 1 , en el estado x(t) 2 Rn y entrada ! u(t), donde ! u(t) = u(t) 2 U, es decir,
P(x; u) := � (t + 1 ; t; x; ! u) = x(t + 1) .

De manera completamente análoga a como se hizo en el caso de la TL, aplicando la
TZ a (2.47) se tiene

P 1
k=0 x(k + 1) s� k = Ax̂(s) + B û(s) (la TZ es lineal), luego, el lado

izquierdo de esta última igualdad cumple que

1X

k=0

x(k + 1) s� k = l��m
N !1

s
NX

k=0

x(k + 1) s� k� 1 =|{z}
� k� 1= � r

s l��m
N !1

NX

r =0

x(r )sr = sx̂(s)

) sx̂(s) = Ax̂(s) + B û(s) ) x̂(s) = ( sI � A) � 1B û(s)

donde se asume que (sI � A) es invertible, de esto último y (2.48) se sigue que

�̂ (u)(s) = C(sI � A) � 1B û(s): (2.49)

Por otro lado, por la Obs. 2.2.20 y el Corolario 2.3.1, también se tiene que

� (u)( t) = ( A � u)( t); (2.50)

donde A = ( A j +1 ) = ( CA j B ), j 2 N es la RI del comportamiento.
Se tiene un resultado análogo al teorema de convolución (Prop. 2.3.20) para el caso

discreto con la TZ.

Proposición 2.3.28. [Teorema de convolución (discreta)] Sean f (t) y u = ( ut ) = u(t),
t 2 N sucesiones en R. Si s 2 C es tal que f̂ (s) < 1 y û(s) < 1 en R, entonces
Ö(f � u)(s) = f̂ (s)û(s). y

Prueba. Ver Prop. A.1.50 en la página 183. �

Corolario 2.3.29. [Teorema de convolución (discreta) con matrices] Sea A(t), una suce-
sión en Rp� m , y u(t), una sucesión en Rm . Si s 2 C es tal que Â (s) < 1 y u(s) < 1 ,

entonces ×�(A � u)(s) = Â (s)û(s). y

Prueba. Ver Prop. A.1.51 en la página 184. �

De este último Corolario y de (2.50) se sigue que �̂ (u)(s) = ×�(A � u)(s) = Â (s)û(s), y
de esto último y (2.49) se sigue que la matriz de transferencia W para el caso discreto es

Â (s) =
1X

j =1

A j s� j =
1X

j =1

CA j � 1Bs � j = C(sI � A) � 1B = W (s): (2.51)
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Se ha llegado al mismo resultado del caso continuo. Nuevamente se observa una
estrecha relación entre ambos casos, pues las ecuaciones (2.45) y (2.51) muestran que
la matriz de transferencia es la misma tanto en el caso continuo como el discreto. Todo
lo desarrollado desde la ecuación (2.44) hasta (2.45), muestra que la transformada de
Laplace de la RI del comportamiento que realiza un sistema LIT continuo (A; B; C ) es la
transformada Z del comportamiento que realiza un sistema LIT discreto (A; B; C ).

2.4. Relación con el análisis de Fourier y el muestreo

El análisis de Fourier y la transformada de Fourier (estrechamente relacionada con la
transformada de Laplace) son imprescindibles para la teoría de sistemas LIT. Esta sección
busca exponer las relación más importantes entre lo previamente expuesto y el análisis
de Fourier. También se buscará explicar el concepto de muestreo, que es un medio para
transitar de un comportamiento LIT continuo a uno discreto. Esta sección se apoya en
[30,55,56,69,72,74–77].

2.4.1. El teorema de Fourier y la importancia de la función de transferencia

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H (sobre K = R o K = C) equipado con
un producto escalar h�; �i : H � H ! K , que además es completo con la norma inducida
(kxk :=

p
hx; x i ).

En un espacio vectorial V (sobre R o C) de dimensión in�nita, no es posible ver cada
elemento de V como la combinación lineal de elementos de un subconjunto de V de car-
dinalidad �nita, sin embargo, si V es un espacio de Hilbert, es posible de�nir una base de
Hilbert, que es un concepto análogo al de una base de un espacio vectorial de dimensión
�nita (base de Hamel).

De�nición 2.4.1. Sea H un espacio de Hilbert y U � H . Se de�ne el conjunto

lin (U ) :=

¨
mP

j =0
� j uj j � j 2 R; uj 2 U; m 2 N

«

;

que es el subespacio vectorial generado por U. Se dirá que U es una base de Hilbert de
H si U es ortonormal32 y lin (U) es denso en H (es decir, H = lin (U)) [55, Def. 15.2]. y

El siguiente teorema (cuya prueba se puede consultar en Applied Analysis [74], de
John Huner y Bruno Nachtergaele), muestra distintas caracterizaciones de una base de
Hilbert indexada por un conjunto I , cuya cardinalidad puede ser in�nito numerable o no
numerable.

Teorema 2.4.2. Sea U = f uj j j 2 I g un conjunto ortonormal de un espacio de Hilbert H ,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

32Si hu; vi = 0 para todo u; v 2 U tales que u 6= v, se dice que U es un conjunto ortogonal.
Si U es un conjunto ortogonal y además cumple que kuk = 1 para todo u 2 U, se dice que U es un conjunto

ortonormal.
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(a) huj ; xi = 0 para toda j 2 I , entonces x = 0 , (b) x =
X

j 2 I

huj ; xi uj para toda x 2 H 33,

(c) kxk2 =
X

j 2 I

jhuj ; xij 2 para toda x 2 H 34, (d) H = lin (U), (H es una base de Hilbert), y

(e) U es un conjunto ortonormal maximal, en otras palabras, si V � H es tal que U � V y
jUj < jV j, entonces V no es ortonormal [74, Teo. 6.26]. y

Por este último teorema, es posible encontrar la de�nición de base de Hilbert como un
conjunto ortonormal U (numerable) que cumple el inciso (b) del Teorema 2.4.2 (ver por
ejemplo [56, Def. 16.3.6]).

De�nición 2.4.3. Sea H un espacio vectorial con producto escalar sobre R o C. Sea
U = f uj j j 2 Ng un conjunto ortogonal de H y x 2 H .

1. La serie de Fourier de x (respecto a U) es la serie
1X

j =0

huj ; xi
kuj k

uj .

2. El k� ésimo coe�ciente de Fourier de x (relativo a U) denotado ck (x), es el término

ck (x) :=
huk ; xi
kukk

[56, Def. 16.3.3]. y

De esta forma, lo que a�rma el Teorema 2.4.2 (b) (para el caso en que I = N), es que
si H es un espacio de Hilbert y U � H es una base de Hilbert, entonces la serie de Fourier
(respecto a U) de todo elemento de x 2 H converge a x en H.

El interés está en el caso particular de las funciones periódicas y cuadrado integrables
que toman valores en los complejos:

L 2
p(0; T) :=

¨

f : R ! C j f tiene periodo T 2 R> 0 y
Z T

0
jf (t)j2 dt � 1

«

� L 2
loc(R; C):

L 2
p(0; T) es un espacio de Hilbert con el producto escalar hf; g i :=

Rt0+ T
t0

fg [74, Ejem-
plo 16.1.6]. El teorema de Fourier (cuya prueba se puede consultar en Fourier Analysis
and Applications [56] de Claude Gasquet y Patrick Witomski) se puede enunciar en los
siguientes términos.

Teorema 2.4.4. [de Fourier] El conjunto

¦ p
�e i 2��kt �

�k 2 Z
©

=
¦ p

� cos (2��kt ) + i
p

� sen (2��kt )
�
� k 2 Z

© •
� :=

1
T

‹

es una base de Hilbert del espacio L 2
p(0; T) [56, Teo. 16.3.9]. y

Del Teorema 2.4.4 y la equivalencia (b) del Teorema 2.4.2 se sigue que

f (t) =
1X

k= �1

ck (f )
p

�e i 2��kt 8f 2 L 2
p(0; T) (2.52)

33En este caso, como I no necesariamente es numerable, la convergencia de una serie con la forma x =
P

j 2 I
x j signi�ca que para todo " > 0 existe un conjunto J" � I tal que








P
j 2 J x j � x






 < " para cualquier

conjunto �nito J � I tal que J" � J [74, Def. 6.20]. Si I = N , entonces esta de�nición implica la de�nición de
convergencia de series usual.

34Este resultado se conoce como la identidad de Parseval. Si U únicamente es ortogonal, se puede asegura
(al menos) que

P
j 2 I jhuj ; xij 2 � k xk2 , resultado conocido como desigualdad de Bessel [74, Teo. 6.24].
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donde ck (f ) :=
p

�
RT

0 f (t)e� i 2��kt dt son los coe�cientes de Fourier de f . La expresión en
(2.52) es de las versiónes más conocida del teorema de Fourier.

Figura 2.4: Grá�ca de f k (t) = ei 2��kt para t 2 [0; 3] y
algún �k 2 R � 0. Figura adaptada de [75, Fig. 5].

Los elementos de la base de Hil-
bert de L 2

p(0; T) (sin normalizar) son
las funciones f k (t) = e2��kt , que to-
man valores en el círculo unitario cen-
trado en el origen del plano complejo.
La grá�ca G(f k ) := f (t; f k (t)) j t 2 Rg
es una espiral en R � C �= R3, y las
grá�cas de las partes (o proyeccio-
nes) reales e imaginarias de f k son
G(< f k ) = f (t; cos (2��kt )) j t 2 Rg
y G(= f k ) = f (t; sen (2��kt )) j t 2 Rg:
En la Figura 2.4, se muestra como la
espiral G(f k ) da lugar a las grá�cas
G(< f k ) (coseno) y G(= f k ) (seno).

El caso de interés para esta tesis,
es cuando f toma únicamente valores
en los reales, es decir cuando

f 2 < L 2
p(0; T) := f f 2 L 2

p(0; T) j = (f (t)) = 0 8t 2 Rg (2.53)

Suponiendo f 2 < L 2
p(0; T), usando la imparidad del seno y la paridad del coseno se

observa que

ck (f ) =
p

�

 TZ

0

f (t) cos(2��kt ) dt

| {z }
ak

+ i

TZ

0

f (t) sen(2��kt ) dt

| {z }
bk

!

=
p

�

TZ

0

f (t)ei 2��kt dt = c� k (f );

por tanto ck (f ) = c� k (f ) y también ck (f ) =
p

� (ak � ibk ) para toda k 2 N, luego, de (2.52)
se sigue que

f (t) =
1X

k=0

p
�

�
ck (f )ei 2��kt + c� k (f )e� i 2��kt

| {z }
= ck (f )ei 2��kt

�
=

1X

k=0

p
� 2<

€
ck (f )ei 2��kt

Š

=
1X

k=0

Ak cos(2��kt ) + Bk sen(2��kt ): (2.54)

donde Ak := 2 �a k y Bk := 2 �b k . La expresión en (2.54) es equivalente a la expresión
P 1

k=0 � k cos(2��kt + � k ), donde � k :=
È

A2
k + B 2

k y � k := � arctan2(Bk ; Ak )35, pues usan-

35Se de�ne arctan2 : R 2 n f (0; 0)g ! R donde arctan2(y; x) =

8
>>>><

>>>>:

arctan
� y

x

�
si x > 0

arctan
� y

x

�
+ � si x < 0 y y � 0

arctan
� y

x

�
� � si x < 0 y y < 0

�
2 si x = 0 y y > 0

� �
2 si x = 0 y y < 0

,

esta función es una modi�cación de la función arctan( x
y ) para que sea posible obtener el ángulo correcto del
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do las identidades cos(x + y) = cos(x) cos(y) � sen(x) sen(y), cos(arctan(x)) = 1p
1+ x2 y

sen(arctan(x)) = xp
1+ x2 (se toma el caso arctan2(y; x) = arctan( yx � 1), los demás casos

son análogos), se tiene que

� k cos(2��kt + � k ) = � k

€
cos(2��kt ) cos

€
� arctan

€
B k
A k

ŠŠ
� sen(2��kt ) sen

€
� arctan

€
B k
A k

ŠŠŠ

= � k

•
cos(2��kt )

•
A kp

A 2
k + B 2

k

‹
+ sen(2��kt )

•
B kp

A 2
k + B 2

k

‹‹
= Ak cos(2��kt ) + Bk sen(2��kt ):

Así, en efecto (2.54) es equivalente a

f (t) =
1X

k=0

� k cos(2��kt + � k ): (2.55)

Por tanto, toda función f 2 < L 2
p(0; T)36 se puede “descomponer” en funciones sinusoi-

dales, las cuales varían en amplitud � k y fase � k , pero su frecuencia siempre es múltiplo
entero positivo de � (a � también se le llama frecuencia fundamental). Se debe enfatizar
en esta posibilidad de descomponer una función (cuadrado integrable) de duración �nita y
codominio real en funciones sinusoidales (o “frecuencias”) proporcionada por el teorema
de Fourier, pues jugará un papel crucial en lo que resta de esta tesis.

El resultado en (2.55) es la pieza faltante para ilustrar la importancia de la función (o
matriz) de transferencia. Sea � un comportamiento LIT continuo UBIBO con m = 1 = p,
respuesta al impulso K y función de salida � . Sea f 2 < L 2

p(0; T) \ L 1 (R), de este modo
f es una entrada admisible para � , y para N 2 N lo su�cientemente grande se puede

asegurar que f (x) �
NX

k=0

� k cos(2��kx + � k ), y como � es lineal, se tiene que

� (f (x))[ t] �
NX

k=0

�
•

� k cos(2��kx + � k )
| {z }

:= ! k (x)

‹
[t] =

NX

k=0

� (! k (x))[ t] =: e� N (f (x))[ t]; (2.56)

de este modo e� N (f (x))[ t] es una aproximación (en la norma L 2) de � (f ) a través de una
suma de N evaluaciones de la función de salida en las funciones sinusoidales ! k (x) =
� k cos(2��kx + � k ). Luego, la Proposición 2.3.25 asegura que

l��m
t !1

�
� (! k (x))( t) � r k � k cos(2��kt + ( � k + 
 k )

�
= 0 8k 2 f 1; : : : ; N g: (2.57)

donde ! k (x) = � k cos(2��kx + � k ), y donde r k ; 
 k son tales que K̂ (i2��k ) = r kei
 k , y por
tanto, de (2.57) se sigue que

l��m
t !1

e� N (f )( t) �
NX

k=0

r k � k cos(2��kt + � k + 
 k ) = 0 : (2.58)

vector (x; y ) en función del cuadrante en el que se encuentra, pues con la función arctan ocurre, por ejemplo:
arctan( x

y ) = arctan( � x
� y ) sin embargo el ángulo correcto del vector (� x; � y) es arctan( x

y ) � � . Esta función

está de�nida de modo que arctan2(y; x) = arg(z) = ' donde z = x + iy = re i' 2 C.
36O toda función cuadrado integrable de�nida en un intervalo �nito [0; T ) � R � 0 , extendida periódicamente

a todo R.
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Observación 2.4.5. Los resultados en (2.56) y (2.58) muestran que ante una entrada de
duración �nita f 2 L 2([0; T)) \ L 1 ([0; T))37, para poder construir/inferir la función de salida
(aproximada) del comportamiento � ante f , basta conocer: (1) los coe�cientes reales de
Fourier Ak ; Bk 2 R de f y (2) los valores r k ; 
 k 2 R dados por la función de transferencia
a través de la evaluación K̂ (i2��k ) = r kei
 k , (para k 2 f 1; : : : ; N g y con N su�cientemen-
te grande), pues de esta forma, dicha salida aproximada (denotada e� N (f )( t)), se puede

reconstruir mediante e� N (f )( t) =
NX

k=0

r k � k cos(2��kt + � k + 
 k ). Por tanto, la función (o

matriz) de transferencia provee la información necesaria (a través de cambios en amplitud
y fase) para conocer en qué medida cada frecuencia de la descomposición de Fourier de
una entrada admisible es afectada por el comportamiento � . y

Además de esta última observación, vale la pena mencionar que se cumple que

� (f (x)) = �

 
1X

k=0

� k cos(2��kx + � k )

!

= 38
1X

k=0

�
�

� k cos(2��kx + � k )
�

=: l��m
N !1

e� N (f (x)) :

Y en el caso donde la convergencia de l��m
N !1

e� N (f ) y l��m
N !1

NX

k=0

r k � k cos(2��kt + � k + 
 k )
| {z }

:= uk (t )

sea uniforme, entonces se puede asegurar que

0 = l��m
N !1

l��m
t !1

e� N (f )( t) �
NX

k=0

uk (t) = 39 l��m
t !1

l��m
N !1

e� N (f )( t) �
NX

k=0

uk (t) = l��m
t !1

� (f )( t) �
1X

k=0

uk (t):

2.4.2. La transformada de Fourier

De�nición 2.4.6. Sea F 2 L 1(R; Cp� m )40, la transformada de Fourier (TF) de F deno-
tada como “Ff F g” es la función de variable real � 2 R de�nida como

F (F )( � ) :=
Z

R
F (t)e� i 2��t dt: y

La TF está muy relacionada con lo mencionado en la Observación 2.4.5, ya que pro-
vee “información” sobre el contenido espectral de una función integrable, concretamente,
muestra “como se distribuyen” las frecuencias que componen la función en cuestión.

La TF también está relacionada con los coe�cientes de Fourier mencionados en (2.52).
En la obra A Friendly Guide to Wavelets [76, Cap. 1] Gerald Kaiser da una explicación heu-
rística de la procedencia de la TF: se considera ck (f ) el k� ésimo coe�ciente de Fourier de
una función f sin ser normalizado y relativo al conjunto

�
ei 2��kt

�
�k 2 Z

	
, que corresponde

a la base de Hilbert de L 2
p(0; T) del Teorema 2.4.4 (también sin ser normalizada): ck (f ) =

RT=2
� T=2 f (t)e� i 2��kt dt; luego se considera la función F (f T )( � ) :=

RT=2
� T=2 f (t)e� i 2��t dt; que

corresponde a ck (f ), donde se hace variar el valor �k (frecuencia) considerándolo como

37Se enfatiza que teóricamente se considera f extendida periódicamente a todo R con periodo T .
38La igualdad se debe a que � es continua en L 1 (R > 0) (ver Def. 2.3.3 1).
38El poder intercambiar los límites se debe a la convergencia uniforme (ver por ejemplo, [59, Prop. 3.3.3]).
40Se requiere F 2 L 1(R; Cp� m ), pues f 2 L 1(R) () 1 >

Z

R
jf (t )j dt =

Z

R
jf (t )e� i 2��t j dt:
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una variable libre � , dando lugar a la función F (f T )( � ), que depende de T y � . El último
paso para llegar a la TF es tomar el límite T ! 1 , pues l��m

T !1
F (f T )( � ) = F (f )( � ).

Se debe enfatizar como la variable libre � se sustituye por el término �k (correspon-
diente a la sucesión de frecuencias de los coe�cientes de Fourier de f ), ya que esto
motiva la terminología “dominio frecuencia”, pues los valores � que toma la TF: F (f )( � ),
se interpretan como las frecuencias de una función sinusoidal.

El siguiente teorema encontrado en el libro de Gasquet y Witomski [56] ilustra la estre-
cha relación entre f (t) y F (f )( � ) siempre que f 2 L 2(R; C), donde

L 2(R; C) :=
§

f : R ! C j f es medible y
Z

R
jf (t)j2 dt < 1

ª
� L 2(R):

Teorema 2.4.7. Para toda f; g 2 L 2(R; C) se cumple

(a) F (F (f )) = F (F (f )) = f c.d.

(b)
Z

R
f (t)g(t) dt =

Z

R
F (f )( � )F (g)( � ) d� , es decir hf; g i L 2 (R;C) = hF(f ); F (g)i L 2 (R;C) :

(c) kf kL 2 (R;C) = kF (f )kL 2 (R;C) , es decir
• Z

R
jf j2

‹ 1
2

=
• Z

R
jF (f )j2

‹ 1
2

[56, Teo. 22.1.4].
y

Este último resultado es muy revelador en el siguiente sentido: la transformada de
Fourier es un operador (lineal) F : L 2(R; C) ! L 2(R; C), con inverso, unitario (preserva el
producto escalar), y es una isometría (preserva normas y por ende distancias). El resulta-
do en el inciso (c) se conoce como teorema de Plancherel. Esto último ayuda a justi�car
que hay dos maneras equivalentes, de ver una función en f 2 L 2(R; C) o f 2 L 2(R) :
(1) desde el dominio del tiempo correspondiente a f (t) , y (2) desde el dominio de la
frecuencia correspondiente a F (f )( � ).

La TF resulta ser un caso particular de la TL, cuando f 2 L 1(R) es tal que f (t) = 0
si t < 0, ya que en este caso F (f )( � ) =

R1
0 f (t)e� i 2��t du = L(f )( i2�� ), es decir, F (f ) =

L (f )jD , donde D := f a + ib 2 C j a = 0 ; b = 2 ��; � � 0 2 Rg: Por tanto, la TF cumple los
mismos resultados que se mostraron para la TL páginas arriba. De manera reciproca, la
TL de una función f 2 L 1(R) se puede ver como la TF de una función g que depende de
f (ver [72, Sec. 6.3]).

Observación 2.4.8. En la Prop. 2.3.25 (mencionada nuevamente en (2.57)) únicamente
se contemplan los valores K̂ (i2�� ) = W (i2�� ) = L (K )( i2�� ) = F (K )( � ) para � 2 R,
es decir, la transformada de Fourier de la RI del comportamiento es su�ciente para cono-
cer los parámetros r k ; ! k de la Obs. 2.4.5. A F (K )( � ) = L (K )( i2�� ) también se le suele
llamar función de transferencia sinusoidal , y a partir de las funciones � 7! j W (i2�� )j
(frecuencia vs. amplitud) y � 7! arg(W (i2�� )) (frecuencia vs. fase) se pueden obtener los
diagramas de Bode [23, Sec. 3.4], los cuales tienen la propiedad excepcional de proveer
(visualmente) una idea general del comportamiento de un sistema ante frecuencias arbi-
trarias. Usualmente, la unidad de magnitud de la fase es grados y la unidad de magnitud de
la amplitud es alguna unidad de intensidad física en decibelios. El diagrama de Bode aso-
ciado a la función � 7! j W (i2�� )j se conoce comúnmente como “respuesta en frecuencia”
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o “respuesta en magnitud”. También es posible considerar la grá�ca tridimensional (o colo-
reado de dominios) correspondiente a frecuencia vs. fase vs. amplitud, es decir el diagra-
ma de Bode asociado a � 7! (arg(W (i2�� )) ; jW (i2�� )j), o incluso incluir el factor tiempo,
por ejemplo tiempo vs. frecuencia vs. amplitud etc. En esta tesis no se ahondará en los
detalles para obtener el diagrama de Bode a partir de las funciones � 7! j W (i2�� )j o
� 7! arg(W (i2�� )) . y

La relación tiempo-frecuencia es muy peculiar por lo siguiente: el estudio de una fun-
ción/señal se suele realizar tomando un segmento temporal �nito de esta, dicho segmento
se denomina ventana. Grosso modo, resulta que, entre mayor sea la longitud de la ven-
tana en el dominio tiempo, habrá mayor información sobre el contenido espectral en la
ventana, pero no será posible inferir en qué momento ocurrieron tales frecuencias presen-
tes en el espectro, de manera contraria, si se toma una ventana de longitud menor en el
dominio tiempo, se podrá saber con mayor precisión cuales frecuencias surgieron en el
tiempo, pero el alcance temporal es escaso. En otras palabras, “localizaciones nítidas en
el tiempo y en la frecuencia son mutuamente excluyentes” [76, p. 52], simplemente, “no
es posible localizar arbitrariamente una señal tanto en tiempo como en frecuencia” [56, p.
197]. Este fenómeno se conoce como principio de incertidumbre . Más detalles sobre
este tema se pueden consultar en [72, Sec. 2.5.5], [56, Sec. 22.3] o [76, Sec. 2.2].

2.4.3. Comportamientos muestreados, teorema de muestreo y transforma-
das discretas de Fourier

Esta última sub-sección ya va encaminada al área de procesamiento digital de seña-
les (DSP). En la práctica, cuando se desea analizar, almacenar, transmitir etc, una se-
ñal/función (continua por ejemplo), es totalmente imposible que las máquinas registren
la in�nidad de valores que dicha función toma a lo largo del tiempo, por tanto, lo que se
hace es usar un dispositivo cuya tarea es detectar un dato cada cierto intervalo regular de
tiempo � , esto motiva las siguientes de�niciones.

De�nición 2.4.9. Sea ! : R ! Rm una función.

1. La función ! muestreada cada � unidades de tiempo (o simplemente � -muestreada ),
denotada “! [� ]” es la función ! [� ] : Z ! Rm , dada por ! [� ](k) := ! (k� ), es decir, se
restringe el dominio de ! al conjunto f k� 2 R j k 2 Z g.

2. El control digital asociado a ! [� ], denotado “�!! [� ]” es la función �! ! [� ] : R ! Rm ,
donde para cada k 2 Z , �! ! [� ](t) := ! [� ](k� ) si t 2 [k�; (k + 1) � ). y

En la Figura 2.5 se muestra el ejemplo de la función continua f (t) = sen(2�t )
2�t si t 6= 0 y

f (0) = 1 para t 2 [� 1; 1], su función � -muestreada asociada f [� ](t), y su control digital aso-

ciado
�!
f [� ](t). Tomando el segundo como unidad de tiempo, � es el número de muestras

por segundo (también llamado periodo de muestreo), y � � 1 es la frecuencia de muestreo
cuyas unidades son los ciclos por segundo (Hz). Por ejemplo, una frecuencia de muestreo
de 44:1kHz signi�ca que hay � � 1 = 44100 muestras en cada segundo, y se está tomando
un valor cada � = 1

44100 segundos.
Aunque es posible de�nir un “sistema muestreado”, concepto importante en la teoría

del control (ver Def. [30, Def. 2.10.1]), el interés para esta tesis está en lo que se observa
en la práctica, a saber, la transición de un comportamiento � LIT continuo a uno discreto,
se realiza mediante el muestreo de la respuesta al impulso de � .
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(a) (b) (c)

Figura 2.5: (a) Grá�ca de f : [� 1; 1] ! R donde f (t) = sen(2�t )
2�t si t 6= 0 y f (0) = 1 . (b) Grá�ca

de f [� ] : f� 10; � 9; � 8; : : : ; 9; 10g ! R, la función � � muestreada de f con � = 1
10 , se trata de una

sucesión �nita de 21 números reales. (c) Grá�ca del control digital
�!
f [� ] asociado a f [� ], se trata de

una función constante por partes en el intervalo [� 1; 1). (Geogebra).

De�nición 2.4.10. Sea � = ( R; Rm ; Rp; � ) un comportamiento LIT continuo con respuesta
al impulso K . El comportamiento � -muestreado asociado a � , es el comportamiento
� [� ] = ( Z ; Rm ; Rp; � � ) LIT discreto, cuya respuesta al impulso (sucesión de Markov) es
K [� ], y por tanto � � (! [� ])(k) = ( K [� ] � ! [� ])(k). Las entradas admisibles de � [� ] son funciones
� -muestreadas cuya función original es admisible para � y tiene duración �nita. y

El problema que se pretenden discutir en lo que resta del capítulo es: dado � LIT
continuo ¿es posible que � [� ] LIT “aproxime” (o “simule”) con exactitud el comportamiento
original � ?, ¿en qué sentido, y bajo qué condiciones se da esta “simulación”?

Considérese el escenario donde se conoce f [� ](k) para alguna � > 0, pero se des-
conoce la función original f , ¿se puede reconstruir por completo la función f a partir de
f [� ](k)? El siguiente resultado da las condiciones y el medio para hacerlo.

Teorema 2.4.11. [de muestreo (Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon)] Sea f 2 L 2(R; C)
tal que F (f ) 2 L 2(R; C) y sop(F (f )) � [� � m�ax ; � m�ax ] � R. Entonces, para toda � > 0 se

cumple que
1X

k= �1

jf [� ](k)j2 < 1 ; y para toda � �
1

2� m�ax
se cumple que

f (t) =
1X

k= �1

f [� ](k)senc
� �

�
(t � k� )

�
p.c.t. t 2 R; (2.59)

donde senc(x) :=
senx

x
. Si además se tiene que

1X

k= �1

jf [� ](k)j < 1 , entonces la serie

converge uniformemente en R y (2.59) se cumple para toda t 2 R [56, p. 355]. y

Este teorema es de enorme relevancia para la informática y las telecomunicaciones,
pues demuestra que para transmitir/almacenar una señal/función f 2 L 2(R) con ancho
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de banda � m�ax 2 R> 0 (es decir, sop(F (f )) � [� � m�ax ; � m�ax ]), basta con f [� ] con � � 1Hz �
2� m�ax Hz, pues a partir de f [� ] se puede recuperar f por completo mediante la fórmula en
(2.59). Más aún, se tiene la siguiente proposición.

Corolario 2.4.12. Sean ! 2 L 2(R) \ L 1(R) y � tal que cumplen las hipótesis del teorema
de muestreo (incluyendo la necesaria para la convergencia uniforme). Se tiene que

Z

R
! (t) dt = �

1X

k= �1

! [� ](k) =
Z

R

�! ! [� ](t) dt y

Prueba. Ver Prop. A.1.52 en la página 185. �

Por otra parte, también se tienen análogas de la TF en el caso discreto.

De�nición 2.4.13. Sea f [� ](k), k 2 N una sucesión de números reales (o complejos) que
proviene de una función � -muestreada f .

1. La transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT) de f [� ](k), denotada DTFT[f [� ]],
es la función de variable real � 2 R de�nida como

DTFT[f [� ]](� ) := Óf [� ]

€
ei 2���

Š
=

1X

n=0

f [� ](n)e� i 2��n� ;

donde Óf [� ] es la trasformada Z (Def. 2.3.27) para el caso p = 1 = m.

2. La transformada discreta de Fourier (DFT) de f [� ], de orden N , denotada DFTN [f [� ]],
es la función de variable discreta k 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g de�nida como

DFTN [f [� ]](k) :=
N � 1X

n=0

f [� ](n)e� i 2�kn=N [77, p. 89]: y

De�niendo g[� ](k) = f [� ](k) si k 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g y g[� ](k) = 0 si k � N , ocurre
que DTFT[g[� ]]

�
k(N� ) � 1

�
= DFTN [f [� ]](k) para toda k 2 f 0; 1; : : : ; N � 1g, por tanto la

DFT es un caso particular de la DTFT y por tanto ambas son un caso particular de la TZ.
Así, los resultados de la TZ también aplican para estas dos transformadas (en particular
el Teorema 2.3.28 de convolución). También es posible generalizar la De�nición 2.4.13 a
matrices como se hizo en la Def. 2.3.27 (y así también aplicaría el Teorema 2.3.29).

La DFT tiene inversa dada por DFTN � 1
[f [� ]](n) = 1

N

N � 1P

k=0
DFTN [f [� ]](k)ei 2�nkj=N [56, p.

67], [77, p. 145]. Las transformadas DFTN � 1
y la DFTN son relevantes en la práctica como

una medio para implementar la transformada de Fourier y realizar un análisis espectral
tanto en línea como fuera de línea41 ( [69, Sec. 4.3], [72, Cap. 5], [56, Sec. 8-10] y [77]).

Por su parte, la DTFT como análoga de la TF para el caso continuo, provee informa-
ción sobre el contenido espectral de f [� ]. Este último tema es más delicado, pues requiere

41Un trabajo que ahonda en la teoría del análisis de Fourier con énfasis en un dominio discreto y más aún,
a partir de esta teoría, realiza la implementación de la “convolución circular” (en contraste a esta tesis, la
convolución usada es la denominada “convolución lineal”) en tiempo real (o en línea), es la tesis “Análisis de
Fourier aplicado a la convolución en tiempo real” [69] de Pablo Fichtl. Este último trabajo también será de gran
ayuda en futuros capítulos, para aterrizar toda la teoría expuesta al fenómeno del sonido.
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de maquinaria matemática más pesada que la mencionada hasta ahora. La problemáti-
ca principal es la siguiente: si tiene sentido realizar el análisis espectral de una función
� � muestreada, entonces surgen preguntas legítimas: ¿cuáles son las diferencias entre el
espectro de Fourier de f y el espectro de Fourier de f [� ]?, ¿qué cambios ocurren en el do-
minio de la frecuencia al momento de muestrear una función?, ¿se mantienen, añaden, o
suprimen frecuencias? Gasquet y Witomski lidian con esta problemática en [56, Cap. 11]
y utilizan los conceptos42 matemáticos de “distribución” y “función generalizada”43. Es-
tos autores de�nen una función muestreada f [� ] como una distribución obtenida mediante
f 7! �f � � = �

P
n2 Z f (k� )Dn� [56, p. 343], donde Dn� es la delta de Dirac centrada en

el punto n� , esto último permite de�nir la “transformada de Fourier discreta” como la “TF
de la distribución” �f � � (denotada � Ôf � � ), posteriormente se utiliza un resultado conocido
como fórmula de sumación de Poisson:

� Ôf � a =
1X

n= �1

f̂
�

� �
n
�

�
= �

1X

n= �1

f (n� )e� i 2��n� [56, p. 349] (2.60)

esta igualdad (en el sentido de distribuciones) muestra que la transformada de Fourier
de una función muestreada es una función 1

� -periódica, ya que e� i 2� (� + � � 1 )n� = e� i 2��n� ,
además el término

P
n2 Z f̂

�
� � n

�

�
exhibe que “el espectro de la señal muestreada se

obtiene al sumar todas las traslaciones del espectro de la señal original f ” [56, p. 349].
En resumidas cuentas, muestrear una función en el dominio tiempo, implica “periodizar” el
espectro de la función original en el dominio de la frecuencia, la Figura 2.6 sintetiza muy
bien esta última idea.

Figura 2.6: Cambios en el es-
pectro de Fourier al muestrear
una función. La nomenclatura
usada en las grá�cas adap-
tada a la usada en esta te-
sis es: c(�) � F (�), a � � ,
� c � � m�ax . af � a es la función
a� muestreada de f en el sen-
tido de una distribución. Figura
adaptada de [56, Figs. 37.3 y
37.4].

La Figura 2.6 muestra los escenarios posibles de la TF de una función muestreada,
el teorema de muestreo está fuertemente relacionado, pues los únicos dos escenarios

42Gerald Kaiser explica grosso modo en qué conociste estos conceptos en [76, p. 26].
43Conceptos desarrollados en gran parte por el matemático Laurent Schwartz (a mitad del siglo pasado) en

su obra titulada “Théorie des distributions”. La infame delta de Dirac, de�nida inicialmente como la “función”
� : R ! R que cumple que: � (t) = 0 si t 6= 0 , � (0) = 1 y además

R"
� " � (t ) dt = 1 para " > 0, adquiere su

debido rigor y justi�cación en la teoría de distribuciones de Schawrtz [72, Sec. 3.1]. Intuitivamente, la sucesión
regularizante estándar (Figura 2.3) “converge” a la delta de Dirac, que es una función generalizada.
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son: � � 1 � 2� m�ax y � � 1 < 2� m�ax . En la izquierda de B, se muestra la señal a-muestreada
de f con una frecuencia de muestreo a > 1=(2� c), a la derecha está la TF de la señal
muestreada (que es periódica), en este caso existe un sobrelape en el dominio de la
frecuencia lo cual crea ampli�cación de frecuencias que no corresponden al espectro de
la señal original (fenómeno denominado aliasing o “sobrelape”). A la derecha de C no
existe sobrelape, pues la separación entre periodos es mayor al ancho de banda de f . La
frecuencia crítica de muestreo a = 1=(2� c) se denomina frecuencia de Nyquist.

Aunque estos últimos conceptos se han abordado muy someramente, sirven para dar
respuestas a las preguntas planteadas párrafos arriba.

Observación 2.4.14. Sea � un comportamiento LIT continuo UBIBO con función de lectu-
ra de salida � , respuesta al impulso K y � [� ] el comportamiento muestreado asociado con
función de lectura de salida � � . Supóngase que la función s 7! K (� � � s)! (s) (! entrada
admisible para � ) cumple las hipótesis del teorema de muestreo. Entonces � [� ] “simula” �
por completo, en el sentido de que a partir de � � , es posible recuperar � . Esto último se
justi�ca al observar que

(� (! )) [� ](� ) = � (! )( � � ) = ( K � !| {z }
conv. continua

)( � � ) =
Z

R
K (� � � s)! (s) ds

= 44�
1X

j = �1

(K (� � � s)) [� ](j )! [� ](j ) = � ( K [� ] � ! [� ]
| {z }
conv. discreta

)( � ) = � � � (! [� ])( � ):

Por tanto, para una � su�cientemente pequeña, se tendrá que (� (! )) [� ](k) = � � � (! [� ])(k)
para toda k 2 N. De manera más especí�ca, si � � 1 � 2� m�ax , donde K y ! tienen ancho
de banda � m�ax , entonces K y K [� ] tienen mismo espectro de Fourier al igual que ! y ! [� ]
(Fig. 2.6), luego, por los teoremas de convolución discutidos en §2.3.3, restringiendo el
dominio de la TF a � 2 [� � m�ax ; � m�ax ], se tendrá que F (� (! )) = F (K � ! ) = F (K )F (! ) =
F (K [� ])F (! [� ]) = F (K [� ] � ! [� ]) = F (� � (! [� ])) ; es decir, F (� (! ))( � ) = F (� � (! [� ]))( � ) para
toda � 2 [� � m�ax ; � m�ax ]. Así, (por el teorema de muestreo), � (! ) se recupera con (� (! )) [� ] �
�� � (! [� ]). Todo lo anterior justi�ca que � [� ] será una buena aproximación de � siempre que
las entradas y la respuesta al impulso tengan ancho de banda dos veces menor que la
frecuencia de muestreo � � 1. y

Al margen de la teoría, la realidad es que la mayoría de las señales encontradas en
la práctica, tienen ancho de banda ilimitado, por lo que siempre existe el problema del
sobrelape. Si K tiene ancho de banda ilimitado o bien ancho de banda � m�ax > 1

2� , Gasquet
y Witomski comentan lo que se debe hacer:

...es necesario �ltrar la señal antes de muestrearla. Al pasar la señal a través de un
�ltro 45de paso bajo bien diseñado, se obtienen dos ventajas: se elimina el ruido de
alta frecuencia y se tiene una mejor idea sobre la frecuencia de muestreo adecuada.
Para calcular numéricamente el espectro de una señal física, es necesario �ltrar la
señal antes de muestrearla. Esto es para evitar el problema del aliasing [56, p. 360].

De esta forma se puede asegurar que K [� ] sea �el al espectro de Fourier de K al

menos para frecuencias menores o iguales a � � 1

2 .

44Corolario 2.4.12.
45En esta tesis se debe entender el término “�ltro” como un comportamiento � implementado o materializa-
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2.5. Resumen sobre los sistemas y comportamientos LIT

Si bien las Observaciones 2.2.20, 2.2.35, 2.3.23, 2.3.26, 2.4.5 y 2.4.14, buscaron sin-
tetizar conclusiones y resultados importantes de cada apartado, es pertinente hacer un
resumen de lo expuesto en el capítulo respecto a los sistemas y comportamientos LIT.

Caso continuo

Un sistema � = ( R; X; U; � ) = ( R; Rn ; Rm ; � ) continuo LIT, es un sistema (inicializado
en x0) cuya función de transición es � (�; 0; x0; ! ) = � (� ), donde � es la solución del PVI:
_� (t) = f (� (t); ! (t)) ; � (0) = x0 y donde f (�; �) : X � U ! X es un lado derecho (Def. 2.2.21)
y lineal46, por lo que la ecuación diferencial (PVI) que describe (� ; x0) a través de sus
estados es _� (t) = f (� (t); ! (t)) = A� (t) + B! (t), � (0) = x0 donde A 2 Rn� n ; B 2 Rn� m ,
f (� (t); 0) =: A� (t) y f (0; ! (t)) =: B! (t). Este sistema se puede ver también como un
comportamiento i/s (caja negra) � � ;0, con salidas en Y = Rn = X, donde la función de
salida se de�ne como (Def. 2.2.6 1. y Obs. 2.2.7): � (! )( t) := � (t; 0; x0; ! ) = � (t), y así las
ecuaciones que describen � � ;0 (como comportamiento i/s realizado) son

_� (t) = A� (t) + B! (t); � (0) = x0; y � (! )( t) = � (t): (2.61)

Si � además tiene salidas en Y = Rp, (por de�nición) su función de lectura de salida
h : R � X ! Y es lineal, y da lugar a un comportamiento (del sistema inicializado) � � ;0

(Def. 2.2.6 2.) con función de salida

� (! )( t) := h(t; � (t; 0; x0; ! )) = h(t; � (t)) =: C� (t); C 2 Rp� n ; (2.62)

y las ecuaciones que describen este comportamiento son

(
_� (t) = A� (t) + B! (t); � (0) = x0;

� (! )( t) = C� (t):

(2.63)

(2.64)

Si p = n y C es la matriz identidad, la ecuación (2.64) es el caso particular del com-
portamiento i/s en (2.61). La solución de (2.63) está dada por la fórmula de variación de
parámetros (Corolario 2.1.24) y (2.64) se vuelve

� (! )( t) = C� (t) = CetA x0 +
Z t

0
Ce(t � s)A B| {z }

K (t � s)

! (s) ds = CetA x0 + ( K � ! )( t): (2.65)

K (t) := CetA B 2 L 1
loc(R � 0; Rp� m ) es la respuesta al impulso del comportamiento � � ;0.

Si x0 = 0 , entonces (2.65) muestra que la función de salida está determinada de manera
única por la convolución continua (Def. 2.3.6) de la respuesta al impulso K con la entrada
particular ! , es decir

� (! )( t) = ( K � ! )( t): (2.66)

do de alguna forma, por ejemplo, en un programa computacional o algún dispositivo electrónico, el cual busca
simular el comportamiento (teórico) original de � .

46De manera inversa, en la Prop. 2.2.25 se mostró que si una función f (t; x; u ) : R � R n � R m ! R n

cumple que f (�; x; u ) es localmente esencialmente acotada con x; u �jos, y f (t; �; �) es lineal para cada t �ja,
entonces f es un lado derecho.
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En todo lo anterior se usa que si (� ; 0) es LIT, entonces el comportamiento asociado � � ;0

es LIT (ver Obs. 2.2.30).
Por otra parte, un comportamiento � = ( R; U; Y; � ) = ( R; Rm ; Rp; � ) continuo LIT (com-

portamiento integral e invariante en el tiempo - Obs. 2.2.34), es un comportamiento donde
(entre otras condiciones) la función de respuesta � es lineal e invariante en el tiempo, y la
función de salida (al igual que en (2.66) para � � ;0) está caracterizada por la convolución
de la entrada con la RI (Prop. 2.2.33): � (! )( t) = ( K � ! )( t).

En cualquier comportamiento � LIT continuo (proveniente o no de un sistema con
salidas) que sea UBIBO (Def. 2.3.3) (o equivalentemente, con K 2 L 1(R � 0Rp� m ) - Prop.
2.3.4), siempre es posible obtener/aproximar la RI K , evaluando la función de salida en
los impulsos continuos � k

j 0
(Def. 2.3.10) para todo j 0 2 m, es decir

� (� k
j 0

) = ( K � � k
j 0

)( t) � K (j 0 ) (t)47; (2.67)

donde K (j 0 ) es la j 0-ésima columna de K .
La matriz (o función) de transferencia de un comportamiento � , es la transformada de

Laplace (Def. 2.3.11) de la respuesta al impulso (K̂ ). El teorema de convolución (Prop.
2.3.29) caracteriza la función de salida en el dominio de la frecuencia, mediante el pro-
ducto de la matriz de transferencia con la TL de la entrada, ya que al aplicar la TL a (2.66),
se tiene que

�̂ (! )(s) = ×�(K � ! )(s) = K̂ (s)!̂ (s): (2.68)

Si el comportamiento en cuestión es realizado por un sistema (A; B; C ), se tienen tres
equivalencias para la matriz de transferencia:

K̂ (s) =
1P

j =1
CA j � 1Bs � j = C(sI � A) � 1B = W (s); (2.69)

donde W es una función racional (Prop. 2.3.18). La importancia de la matriz (o función)
de transferencia se debe a que provee la información necesaria (a través de cambios
en amplitud y fase) para conocer en qué medida cada frecuencia de la descomposición
de Fourier de una entrada admisible es afectada por el comportamiento � . También es
importante mencionar que la función de transferencia es el cociente entre la salida y la
entrada del comportamiento en el dominio de la frecuencia.

Caso discreto

Un sistema � = ( Z ; X; U; � ) = ( R; Rn ; Rm ; � ) discreto LIT, es un sistema inicializado
en x0, de dimensión �nita, cuya función de transición al siguiente estado P : Z � X� U ! X
(de�nida en (2.19)) es lineal e invariante al tiempo, por lo que la ecuación (de diferencias)
que describe los estados de (� ; x0) es x(t + 1) = P(x(t); u(t)) = Ax (t) + Bu(t), x(0) = x0,
donde A 2 Rn� n ; B 2 Rn� m , P(x(t); 0) =: Ax (t) y P(0; u(t)) =: Bu(t). Si x0 = 0 y el
sistema tiene salidas en Y = Rp, entonces el comportamiento asociado a (� ; 0), denotado
� � ;0 es LIT discreto (Prop. 2.2.12), y la función de salida � es lineal (por un argumento
análogo a (2.62)), así, las ecuaciones que describen � � ;0 (realizado) son

¨
x(t + 1) = Ax (t) + Bu(t); x(0) = x0

� (u)( t) = Cx(t); C 2 Rp� m :

(2.70)

(2.71)

47K j 0 es la j 0-ésima columna de K .
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Si p = n y C es la matriz identidad en Rn� n , la ecuación (2.71) es el caso particular del
comportamiento i/s del sistema (análogo a (2.61)).

La RI del sistema � es A k+1 = CAkB para todo k 2 N (Corolario 2.3.1).
Un comportamiento LIT discreto � = ( Z ; U; Y; � ) = ( Z ; Rm ; Rp; � ) siempre tiene aso-

ciada una RI única A : N> 0 ! Rp� m (sucesión de matrices, también llamada sucesión de
Markov), que caracteriza al sistema a través de la convolución discreta (Def. 2.2.19), por
lo que al igual que el caso continuo se tiene que � (u) = ( A � u).

En cualquier comportamiento � LIT discreto, siempre se pueden obtener los primeros
t términos de la RI (es decir A (1); A (2); : : : ; A (t)), evaluando la función de salida en un
impulso discreto � t0

j 0
(Def. 2.3.5), para t0 2 f 0; 1; : : : ; t � 1g y para j 2 m, pues de manera

similar a (2.67), se tiene que � (� t0
j 0

) = ( A� � t0
j 0

)( t) = A (j 0 ) (t0); donde A (j 0 ) (t0) es la j � ésima
columna de la matriz A (t0).

La matriz de transferencia en el caso discreto es la transformada Z (Def. 2.3.27) de la
RI (Â ), y se tiene un resultado análogo a (2.68), debido al teorema de convolución discreta

para matrices (Corolario 2.3.29): �̂ (u)(s) = ×�(A � u)(s) = Â (s)û(s):
Si el comportamiento en cuestión es realizado por un sistema (A; B; C ) inicializado en

0, entonces A(t) = CA t � 1B , y aplicando la TZ a las ecuaciones (2.70) y (2.71) se llega al
mismo resultado en (2.69), es decir, Â (s) =

P 1
j =1 CA j � 1Bs � j = C(sI � A) � 1B = W (s):

Análisis vs. síntesis

Figura 2.7: Análisis vs. síntesis.

En el caso continuo, la transición
de una función del dominio tiempo al
dominio frecuencia es mediante la TL
o TF (caso particular de la TL), y para
el caso discreto la TZ, DFT o DTFT
(casos particulares de la TZ). La tran-
sición del dominio tiempo al dominio
frecuencia se denomina “análisis”, y el
caso inverso se denomina “síntesis”.
La síntesis se realiza con las transfor-
madas inversas: TZ� 1, TF� 1, DFT� 1

etc. La Figura 2.7 busca ilustrar estos
conceptos en un comportamiento � LIT (ya sea discreto o continuo), con RI K .

Muestreo

Todo comportamiento � LIT continuo, tiene un comportamiento LIT discreto asociado
� [� ] (obtenido a través del muestreo de la RI de � ), llamado comportamiento � -muestreado
(Def. 2.4.10). En §2.4.3 se argumentó como � [� ] será “�el” a � , al menos para frecuencias

menores a � � 1

2 . Es decir, si � y � � son las funciones de salida de � y � [� ] respectivamente,
entonces a partir de � � (! [� ]) es posible recuperar una función 
 (t) que aproxima � (! ) en

frecuencias menores a � � 1

2 , es decir F (
 ) � F (� (! )) jh
� � � 1

2 ; � � 1
2

i . También ocurrirá que el

espectro de � � (! [� ]) sea similar al de � (! )jh
� � � 1

2 ; � � 1
2

i . La Figura 2.8 busca sintetizar los

distintos casos abordados en el capítulo para un sistema o comportamiento LIT de dimen-
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sión �nita, señalando relaciones importantes entre los casos posibles, y sus funciones
asociadas en el dominio tiempo (DT) y el dominio frecuencia (DF).

Figura 2.8: Distintos casos para un sistema y comportamiento LIT. Dado un comportamiento LIT
continuo � C arbitrario, si se encuentra un sistema � LIT continuo (� ; 0) inicializado en 0 tal que
� � ;0 = � C , se dice que � es la realización de � C . Lo mismo ocurre para el caso discreto: dado
� D , encontrar (� ; 0) tal que � � ;0 = � D signi�ca realizar � D . Dado un comportamiento LIT � C

arbitrario, es posible transitar a uno discreto mediante el muestreo de la respuesta al impulso, y el
comportamiento resultante también es puede ser candidato a ser realizado por un sistema discreto.

2.6. Observaciones �nales

Representación del espacio de estados y ecuaciones escalares lineales. Velimir
Jurdjevic48 enfatiza como la ecuación diferencial matricial denominada “representación
del espacio de estados”: _� (t) = A� (t) + B! (t), está estrechamente relacionada con
la ecuación diferencial escalar lineal con coe�cientes constantes: � (n) (t) + a1� (n� 1)(t) +
a2� (n� 2)(t) + � � � + a1� (t) = u(t), que “modela un sistema mecánico o eléctrico controlado
mediante una fuerza externa u” [31, p. 101]. Es posible convertir la ecuación diferencial
escalar a una ecuación diferencial matricial en representación de estados y viceversa, más
detalles sobre este tema se pueden consultar en [31, Sec. 4.2].

Sistemas LIT con prealimentación, retroalimentación, en cascada y en paralelo. Es
útil representar un sistema mediante un diagrama de bloques. El diagrama de la Figura

48La obra Geometric Control Theory [31] (1997) de Velimir Jurdjevic ofrece un enfoque geométrico (cálculo
en variedades, grupos de Lie etc.) de la teoría del control. Su obra está dirigida a niveles de posgrado.
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2.9 (a), corresponde a las ecuaciones tratadas en esta tesis: _� (t) = A� (t) + B! (t) y
� (t) = C� (t); donde � (t) := � (! )( t):

Se pueden considerar más factores interviniendo en un sistema LIT, por ejemplo un
elemento de prealimentación D 2 Rp� m (feedforward), que considera el caso cuando una
entrada toma dos caminos posibles: a través del sistema y fuera del sistema directo a la
salida (Fig. 2.9 (b)). Las ecuaciones asociadas en este caso son: _� (t) = A� (t) + B! (t), y
� (t) = C� (t) + D! (t). El tratamiento de este caso no se aleja demasiado de lo abordado
en el capítulo (ver por ejemplo [71]).

(a) (b)

Figura 2.9: Diagramas de bloques de un sistema LIT (A; B; C ), y de un sistema LIT con
prealimentación (A; B; C; D ).

Figura 2.10: Sistemas en
paralelo.

Se pueden considerar más variedades de elementos co-
mo: retroalimentación a estados (la salida afecta de manera
directa los estados), retroalimentación a entradas (las salidas
afectan de manera directa las nuevas entradas del sistema),
sensores (dependiendo de la salida, el sensor se comuni-
ca con la entrada o los estados para modi�carlos), así como
añadir comunicaciones a otros sistemas. En este último caso,
se hace la distinción entre sistemas (o comportamientos) en
paralelo, donde una entrada se alimenta al mismo tiempo a
k sistemas, dando lugar a k salidas, y sistemas en cascada,
donde una entrada recorre k sistemas uno tras otro, dando lu-
gar a una salida �nal transformada por todos los sistemas. Si
los sistemas en cascada son LIT (con RI K j para cada siste-
ma � j ), entonces la salida � es una composición de k convo-
luciones con la entrada ! , es decir � = K k �� � �� K 3� K 2� K 1� ! .

Figura 2.11: Sistemas en
cascada.

¿Qué sigue?

Este capítulo presentó la (abstracta) teoría matemática del control enfocada en los
sistemas/comportamientos LIT de dimensión �nita. En los siguientes capítulos se discutirá
la aplicación de esta teoría a tres sistemas/comportamientos concretos: (a) el sistema del
sonido como fenómeno físico, (b) el sistema informático del procesamiento de señales
acústicas, y (c) el sistema auditivo humano.



Capítulo 3

El sonido como sistema lineal e
invariante en el tiempo y la medición
directa de HRTFs

E
N este capítulo, se busca exponer como se justi�ca aplicar los resultados de la
teoría de sistemas LIT al caso particular del fenómeno del sonido. Se argu-
mentará como este último puede verse como dos sistemas LIT estrechamente
relacionados: (1) La propagación del sonido como sistema físico: la conver-

sión de una onda sonora f (t) emitida en un punto P0, que al interactuar con el entorno
físico � , se transforma en una onda sonora � (f )( t) en un punto receptor P1. (2) El sonido
como sistema en el área de procesamiento de señales acústicas, donde a una señal de
audio se le aplica una función, algoritmo, o �ltro para obtener una nueva señal. Esta última
concepción es posible gracias a la tecnología de captura y procesamiento de audio ac-
tuales, donde el concepto de muestreo es crucial. El capitulo �nalizará explicando el caso
particular de la función de transferencia acústica referida a la cabeza.

3.1. Perspectiva general del sonido

3.1.1. Representaciones matemáticas del sonido

Llanamente, el sonido es un fenómeno físico que ocurre cuando un cuerpo vibrante
transmite su patrón de movimiento a las partículas del medio en que se encuentra, el me-
dio puede ser gaseoso líquido o sólido (principalmente). El movimiento de dicho cuerpo
provoca una reacción en cadena que comienza con las partículas inmediatas a la su-
per�cie del cuerpo y se propaga en el medio a través de ondas longitudinales y ondas
transversales (Fig. 3.1). Tanto en un medio gaseoso como en un medio líquido, las ondas
longitudinales dominan sobre las transversales, y en el caso del medio gaseoso, la ondas
transversales son prácticamente negligibles [78, Sec. 1.1.2]. Por tanto, el tipo de ondas
que se encontrarán alrededor de la fuente de sonido (el cuerpo en vibración) son ondas
longitudinales denominadas ondas acústicas o sonoras.

Dado que el sonido es producido por la vibración de un cuerpo, una primera caracteri-
zación es identi�car el sonido por la función

f m : R � 0 ! [� a; a]; t 7! f m (t) (3.1)
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Figura 3.1: Onda transversal y onda longitudinal.
En ambos caso se tiene una reacción en cadena
representada por las líneas punteadas: una par-
tícula A que afecta a una partícula adyacente B y
ésta última afecta a una adyacente C. En las on-
das transversales las oscilaciones (movimiento)
de las partículas siguen la dirección de propaga-
ción de la onda, mientras que en las ondas lon-
gitudinales la oscilación de las partículas es per-
pendicular a la dirección de propagación. Figura
basada en [78, Figs. 1.1 y 1.2].

donde f M (t) representa la posición de un punto �jo (elegido en el cuerpo) al tiempo t y
respecto su posición en reposo, en este caso f m (t0) = 0 signi�ca que el cuerpo está en la
posición de reposo en el instante t0. El codominio de f m es un intervalo [� a; a] � R, para
alguna a 2 R> 0 ya que el rango de movimiento es acotado.

Un ejemplo concreto de esta concepción es el experimento realizado por Herman von
Helmholtz a mediados del siglo XIX, y documentado en su obra1 Sobre las Sensaciones
del Tono como fundamento Fisiológico para la Teoría Musical [79]. Dicho experimento,
buscó estudiar el movimiento descrito por un diapasón vibrante A (Fig. 3.2), que consistió
en añadirle un �lamento o aguja b, luego se enrolló un papel B (cubierto con una delgada
capa de carbón) en el cilindro de un fonoautógrafo, el cilindro rotaba a velocidad constan-
te y la aguja registraba su movimiento al desprender el carbón del papel obteniendo el
resultado en la Figura 3.3.

Figura 3.2: Con�guración del experimento de
Helmholtz. El resultado esperado es la gra�ca
de alguna función sinusoidal [79, Fig. 5].

Figura 3.3: Resultado del experimento de Helmholtz con un diapasón [79, Fig. 6].

Ahora supóngase que la posición de la fuente se encuentra �ja en un punto P0 =
(x0; y0; z0) respecto a algún sistema de coordenadas. Las ondas longitudinales propaga-
das2 alrededor de la fuente, se traducen en cambios en la presión atmosférica respecto
al tiempo. Por tanto, �jando un punto P1 = ( x1; y1; z1) cercano a la fuente, se tiene una

1En el Apéndice B, se explica como esta obra propuso una teoría del proceso de audición humana que
fue de gran in�uencia para teorías posteriores. La teoría que postula Helmholtz se apoya fuertemente en el
Teorema de Fourier discutido en §2.4, (2.55).

2A menos que se señale lo contrario, se presupone que el medio de propagación es el aire o agua.
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representación más del sonido

f P1 : R � 0 ! [� pM ; pM ]; t 7! f P1 (t) (3.2)

donde f P1 (t) representa la presión atmosférica (o hidrostática en el caso del agua) al
instante t, en un punto P1 cercano a la fuente. El codominio es un intervalo [� pM ; pM ] � R,
donde pM es algún valor de presión atmosférica máximo. En este caso, f (t0) = 0 signi�ca
que en el instante t0 se tiene la presión atmosférica normal (silencio).

De�nición 3.1.1. Un tono puro es un sonido cuya función f m o f P1 asociada, es una
función sinusoidal (ver Def. 2.3.24), la frecuencia del tono puro es la frecuencia de las fun-
ciones f m . Se usarán los términos “tono puro � ”, “tono � ” o “frecuencia � ” (si no hay riesgo
de ambigüedad) como sinónimos para hacer referencia a un tono puro con frecuencia
� . y

La Figura 3.4 busca ilustrar el siguiente escenario: una fuente sonora en un punto P0

emite un tono puro. Al tiempo 0 se comenzó a medir la presión atmosférica en un punto
P1 �jo de modo que f P1 (0) = pM , posteriormente transcurrieron t1 segundos y al instante
t1 (marcado con la linea roja vertical) se tiene una presión mínima, f P1 (0) = � pM .

Figura 3.4: Ondas so-
noras. Se ilustra la me-
dición (en un punto P1)
de los cambios de pre-
sión respecto al tiempo
de un tono puro.

El eje de las abscisas de la grá�ca de f P1 va hacia la izquierda y la ilustración debajo
representa la presurización y la despresurización de las partículas (ondas longitudinales,
propagadas hacia la derecha) de aire a lo largo del tiempo transcurrido. Un tiempo mayor
que t1 se interpreta como “el futuro” que aún no es registrado en el punto P1 (naranja),
el intervalo [0; t1] es la función ya registrada (azul rey), y los valores antes de 0 son los
eventos ocurridos antes de comenzar a medir los cambios de presión (morado). Es fun-
damental señalar que esta exposición, donde se presume la forma de f P1 para valores
futuros y pasados se apoya en la suposición de que la fuente sonora es un tono puro
siempre.

La tercer representación del sonido es posible gracias a las tecnologías de captura
y procesamiento de audio actuales. Un micrófono es un dispositivo electrónico capaz de
registrar las ondas sonoras que llegan él, mediante la conversión de las variaciones de
presión atmosférica en variaciones de voltaje (tensión) [32, Sec. 1.1.1.]. Tal señal de vol-
taje se denomina señal analógica de la onda sonora. Con lo anterior, se considera la
siguiente representación del sonido:

f a : R � 0 ! [� b; b]; t 7! f a(t) (3.3)
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donde f a(t) representa el voltaje asignado por el micrófono en el instante t. El valor b 2
R> 0 es el voltaje máximo manejado por el dispositivo. La manera en que se asigna el
voltaje en función del tiempo dependen del tipo de micrófono, por ejemplo, en micrófonos
del tipo “condensador”, el voltaje está asignado por la posición de una membrana interna
en el dispositivo que vibra en respuesta a las ondas acústicas recibidas [80, Sec. 2.2].

En el capítulo anterior, cuando se discutió el teorema de muestreo (Teo. 2.4.11), se
mencionó que era imposible almacenar la cantidad in�nita de valores que toma una fun-
ción continua, por lo que se opta por muestrear la función. En la práctica, la conversión de
la señal análoga de audio a la señal digital se lleva a cabo por un circuito eléctrico “ADC”
(analog to digital converter ) [80, Sec. 2.2], el cuál realiza el muestreo de la señal original
cada � unidades de tiempo en segundos, esto corresponde a la De�nición 2.4.9 de función
� - muestreada. Por tanto, la siguiente representación del sonido es

f [� ] : N ! [� 1; 1] \ Q; k 7! f [� ](k) (3.4)

donde f [� ]
3 es una función � -muestreada proveniente de una función analógica f a.

La mínima frecuencia audible para el ser humano es 20 hercios y la máxima es 20; 000
[3, Cap. 1]. Se denominan infrasonidos a los sonidos por debajo de los 20Hz y ultrasonidos
a los sonidos por arriba de los 20 kHz. Factores como el volumen del sonido, la distancia
a la fuente, la existencia de obstáculos entre el receptor y la fuente, así como la salud
del sistema auditivo son algunos factores que afectan la capacidad de percibir sonido. Por
tanto, por el Teorema 2.4.11, un valor idóneo para � en (3.4) es 1

40;000 (la frecuencia de
muestreo convencional para grabaciones de audio es 44:1kHz [80, Sec. 2.2]). También se
debe tomar en cuenta el fenómeno aliasing discutido al �nal del capítulo anterior, causado
por los ultrasonidos, por tanto, en el proceso de muestreo realizado por el ADC también
se considera lo que Gasquet y Witomski comentan en la cita reproducida en la página 55
(�ltrar la señal analógica para eliminar frecuencias arriba de 20kHz).

Por todo lo discutido hasta ahora, se tienen al menos cuatro maneras de caracterizar
el sonido. Se supondrá que f m , f P1 y f a son funciones continuas con soporte compacto,
de manera más especí�ca, lo que se supondrá de ahora en adelante es que f m ; f P1 ; f a 2
Cc(R), donde

Cc(R) := f f : R ! R j f es continua, acotada y con soporte compactog: (3.5)

Se observa que Cc(R) � L 1(R) \ L 2(R), y el soporte compacto garantiza que toda función
f 2 Cc(R) tiene orden exponencial, así que la teoría de la transformada de Laplace y de
Fourier expuesta en el capítulo anterior, así como los resultados de teoría del control para
controles en L 1(R) \ L 2(R), aplica para el conjunto Cc(R). Por otra parte, como f [� ] es la
función � � muestreada de una función f a 2 Cc(R), se tiene que f [� ] es una sucesión donde
solo un número �nito de términos son distintos de cero, y así f [� ] 2 ` Q, donde

` Q :=
n

f : Z ! Q \ [� 1; 1]
�
� � P

k2 Z jf (k)jq
� 1

q < 1 ; q 2 f 1; 2g
o

;

con la extensión trivial de f [� ] (f [� ](k) = 0 para toda k < 0).
Los sub-índices m, a, (o ninguno, para el caso de f P1 ) serán usados para enfatizar qué

tipo de representación se está tomando en cuenta.

3El condominio es [� 1; 1]\ Q, ya que (nuevamente) las máquinas no pueden almacenar la cantidad in�nita
de dígitos de un número irracional, solo una aproximación racional.
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La siguiente tabla sintetiza todo lo mencionado hasta ahora.

Representación Descripción

f m 2 Cc(R) Modela el movimiento de un punto �jo localizado en una
fuente sonora (vibración mecánica de un cuerpo)

f P1 2 Cc(R)
Modela las �uctuaciones de la presión del medio de

propagación, medidas en un punto P1 2 R3 cercano a una
fuente sonora f m (�uctuaciones de presión, forma de onda)

f a 2 Cc(R)
Modela la señal analógica de audio generada por un

micrófono cercano a la fuente que mide la forma de onda
(�uctuaciones de voltaje - corriente alterna)

f [� ] 2 ` Q

Modela la señal digital muestreada por un circuito ADC, y
corresponde a la función � -muestreada (sucesión en

[� 1; 1] \ Q, donde solo un número �nito de términos son
distintos de 0) de alguna señal analógica f a

Tabla 3.1: Cuatro representaciones matemáticas del sonido.

Ondas sonoras en el dominio de la frecuencia: espectrograma

Figura 3.5: Ejemplo de un espectrograma.
“Análisis de audio de la �rma sonora de mu-
nición real disparada a través de una exten-
sión de «bala de goma». (Forensic Architec-
ture y Lawrence Abu Hamdan)”. Modi�cado
de forensic-architecture.org.

Las ondas sonoras son candidatas al análi-
sis de Fourier, esto da lugar a un espectrogra-
ma, donde se busca representar una onda so-
nora gra�cando tiempo vs. frecuencia vs. am-
plitud. Esta representación tiene el problema de
sufrir el principio de incertidumbre (ver lo men-
cionado inmediatamente después de la Obs.
2.4.8). Para sobrellevar este problema, en el
espectrograma se toman segmentos tempora-
les cortos de una señal digital muestreada f [� ],
para llevarlas al dominio de la frecuencia me-
diante la DFT (Def. 2.4.13), y posteriormente
presentar la sucesión de cada ventana trans-
formada, donde la amplitud se representa con
un colores, el eje x es el tiempo y el eje y la fre-
cuencia ordenada de menor a mayor (Fig. 3.5).
El espectrograma permite “visualizar el sonido”,
e identi�car aspectos del sonido que no son evi-
dentes en el dominio del tiempo. Más detalles sobre el espectrograma se pueden consultar
en [80, Sec. 10.4] y [81]. El concepto de espectrograma como una representación más del
sonido, será importante especialmente para el siguiente capítulo.

3.1.2. Breve revisión de conceptos acústicos

La cruda realidad, es que las fórmulas que modelan la propagación e interacción del
sonido en un medio y obstáculos arbitrarios, provienen de diversas ramas de la física
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clásica, y dependen de una cantidad generosa de variables físicas como presión, des-
plazamiento, velocidad, temperatura, entropía, densidad (entre otras) [78, Sec. 1.1.3]. Al
margen de esto, de manera somera, en este apartado se presentan conceptos físicos
concernientes al sonido (cuando el medio de propagación es el aire o agua).

Longitud de onda, campo cercano, campo lejano y ondas planas

La longitud de onda asociada a un tono puro � 0, es el valor � = c0=� 0 donde c0 m=ses
la velocidad de propagación del sonido en el medio. En el caso del aire, un valor estándar
es c0 = 343 m=s [33, p. 32]. La longitud de onda se puede interpretar como la distancia
(en metros) que la onda ha recorrido después de haber completado un periodo.

El campo cercano asociado a � 0 se de�ne como “la región del espacio dentro de una
fracción de una longitud de onda de una fuente sonora” [82, p. 30] y el campo lejano es
la zona mayor que una longitud de onda de la fuente sonora. Si el tono � 0 se emite desde
un punto x0 2 R3 en algún sistema de coordenadas, entonces un punto y 2 R estará en
el campo cercano de � 0 si y solo si y 2 BR3 (x0; � ) := f x 2 R3 j kx � x0k < � g (se toma la
norma euclidiana usual en R3).

Figura 3.6: Campo cer-
cano y campo lejano
de una fuente sonora.
La fuente reproduce un
tono puro con frecuencia
� 0, y longitud de onda
� = c0=� 0, donde c0 m=s
es la velocidad de pro-
pagación del sonido en
el medio.

Como la mínima frecuencia audible es 20Hz, el máximo campo cercano de una fuente
sonora audible es la esfera de radio 17:15m centrada en la fuente sonora. Para frecuencias
mayores a 343Hz (la mayoría de las frecuencias audibles), el campo lejano siempre está
a más de 1m de distancia de la fuente, por esta razón es posible encontrar autores que
de�nen el campo lejano cuando la distancia entre la fuente y el receptor es mayor a 1m o
1:5m.

Por otra parte, recordando la Figura 3.4, en esta se considera únicamente la propa-
gación de una onda en una dimensión, al considerar todo el espacio, los tonos puros se
propagan en todas las direcciones, dando lugar a ondas esféricas.

Figura 3.7: Representación de la propaga-
ción de ondas planas (planos paralelos), y on-
das esféricas (esferas cuyo radio crece a me-
dida en que se alejan de la fuente). Imagen to-
mada de [84, Fig. 1].
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El radio de tales ondas esféricas aumenta a medida en que las ondas se alejan de
su fuente, y si el receptor se encuentra a una distancia su�cientemente mayor que la
longitud de onda, entonces las ondas esféricas que llegan al receptor se asemejan a
planos paralelos (ondas planas ). La ventaja de considerar escenarios en el campo lejano,
es que en este caso las ondas esféricas se pueden tratar como ondas planas, y el manejo
de estas últimas es más amigable para explicar la interacción del sonido con obstáculos.

Intensidad (volumen)

Independientemente de las unidades de consideradas, la manera más usual de asig-
narle una magnitud a un sonido f 2 Cc(R) de duración T s, es mediante la fórmula

RMS(f ) :=
€

1
T

RT
0 f (t)2 dt

Š1
2 . Para una función muestreada f [� ] con N 2 N muestras, se

utiliza la fórmula RMS(f [� ]) =
€

1
N

P N
k=0 f [� ](k)2

Š1
2 . Ambas asignaciones se conocen co-

múnmente como media cuadrática o RMS (root mean square).
Por otra parte, dada cualquier unidad u de intensidad y un valor mínimo de referencia

I ref 2 R> 0 en u unidades, siempre se puede considerar su escala asociada en decibelios ,
donde la escala nueva está dada por

L dB (I ) = 10 log10 (I=I ref ) ; (3.6)

para cualquier intensidad I u � I ref u. De esta forma la unidad de referencia I ref dada en
u unidades, se vuelve 0 en su escala en decibelios.

En acústica, la intensidad del sonido I 4 depende de dos factores:

1. la impedancia, particularmente la impedancia característica del medio de propa-
gación5 dada por la fórmula Z0 = � 0c0 (suponiendo que las ondas acústicas son
planas) [83, Ec. 5.10.2], donde � 0 es la densidad del medio (en kg=m3) y c0 es la
velocidad de propagación del sonido en el medio6.

2. La presión, cuya unidad es el Pascal (Newton normal a super�cie de metro cuadra-
do): Pa = N=m2 = kg � m=s2 � m2 = kg=m � s2.

La relación entre intensidad acústica I , impedancia característica Z0 y presión p “efectiva”
(valor en Pa RMS), se da mediante la fórmula I = Z � 1

0 p2 [83, Ec. 5.9.5].
Recordando entonces la Figura 3.4, por lo mencionado hasta ahora, la unidad corres-

pondiente a pM son los pascales. La intensidad I (en W=m2) de una onda sonora f P1 (en
Pa RMS) de duración T s, se obtiene con la fórmula

I = Z � 1
0 RMS

€
f P1

Š2
(3.7)

Aunque esto último se cumpla, usar las unidades Pa o W=m2 resulta inviable por lo si-
guiente: William Yost [57, Cap. 3] menciona que si I ref es la mínima intensidad acústica

4Por de�nición, la intensidad acústica es la energía que viaja a través de una unidad de área por unidad
de tiempo (�ujo de energía), y sus unidades son vatios/watts sobre metro cuadrado ( W = J=s = N � m=s =
kg � m2=s3) [78, Sec. 1.4.3].

5Intuitivamente, a mayor sea la impedancia característica, mayor es la fuerza necesaria para mover las
partículas del medio.

6Las unidades resultantes de la impedancia característica (kg=m2)(m=s) = kg=m � s = Rayl se denominan
rayleighs, en reconocimiento al trabajo del físico Lord Rayleigh (John William Strutt). En el siguiente capítulo
se discutirá su llamada “teoría duplex”.
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perceptible para un oído humano sano, entonces la máxima intensidad acústica antes de
que el oído se destruya es

I m�ax = 1014I ref ; (3.8)

cien billones de veces la unidad de referencia original. Por tanto, usar las unidades Pa y
cubrir el rango dinámico humano (1014 unidades de intensidad), implicaría manejar fun-
ciones que toman doscientos billones de valores posibles. Aunado a lo anterior, el oído
humano distingue mejor los incrementos de intensidad de manera exponencial (elevando
el valor original a un número �jo) que de manera lineal (sumando algún valor �jo al va-
lor original) [3, Sec. 1.8]. Estas razones motivan el uso de la escala en decibelios SPL
(sound pressure level) como unidad estándar para expresar la intensidad (volumen) de un
sonido. De acuerdo con Schnupp y colegas [3, Sec. 1.8], la mínima intensidad acústica
perceptible ronda los 20 micro-pascales en RMS, es decir, I ref = Z � 1

0 (20 � 10� 5)2 W=m2,
por lo que la ecuación (3.8) indica que la máxima intensidad en el umbral del daño es
I max = 1014Z � 1

0 (2 � 10� 6)2 W=m2. En este caso, de las ecuaciones (3.6) y (3.7) se sigue
que la intensidad de una onda sonora f P1 2 Cc(R) en dB SPL y de duración T s, es

L dB (I ) := 10 log10 (I=I ref ) = 10 log10

 
Z � 1

0 RMS
�
f P1

� 2

Z � 1
0 (2 � 10� 7)2

!

= 20 log10

‚
RMS

�
f P1

�

p0

Œ

;

donde p0 Pa := 2 � 10� 6 Pa = 20 � Pa (en RMS). El volumen mínimo es 0dB SPL =
L dB (I ref ) y el volumen máximo (antes del daño inmediato) es L dB (I m�ax ) = 140 dB SPL.

Existen otros criterios para asignarle un valor de intensidad a una onda sonora, sin
embargo la escala dB SPL (equipada con el criterio RMS) es de las más usadas en la
literatura.

Como ya se mencionó, la escala dB admite unidades de intensidad arbitrarias, por lo
que esto abre el camino para extrapolar todo lo mencionado en este apartado al caso del
voltaje para la función analógica f a, y la señal digital f [� ] (en el contexto del procesamiento
digital de señales, donde se usa el RMS discreto). En general, existe una estrecha rela-
ción entre variables físicas mecánicas (usadas en acústica), y variables físicas eléctricas
usadas en los “circuitos RLC” [85, Tabla 3.1].

Por último, se debe enfatizar la fuerte dependencia entre intensidad y contenido es-
pectral de la onda sonora así como una fuerte dependencia de la posición del receptor
con respecto a la fuente sonora. La intensidad es menor a medida en que el punto de
medición se aleja de la fuente. Una aproximación para este último fenómeno es la ley del

cuadrado inverso, donde se asume que
I 2

I 1
=

•
r1

r2

‹ 2

, donde I 2 es la intensidad medida

a una distancia r2 (en metros) de la fuente, e I 1 la intensidad medida a una distancia r1

de la fuente, donde r2 > r 1. De esta forma se puede calcular el cambio de intensidad en
dB SPL respecto a ambas fuentes, ya que

I 2

I 1
=

•
r1

r2

‹ 2

) L dB (I 2) = L dB (I 1) + 20 log10

•
r1

r2

‹
: (3.9)

Por ejemplo, si r2 = 2 r1, entonces L dB (I 2) = L dB (I 1) + 20 log10
� 1

2

�
� L dB (I 1) � 6dB SPL,

por esto último, la ley del cuadrado inverso también se puede expresa como la propiedad:
“el nivel sonoro disminuye 6dB por cada duplicación de la distancia” [3, p. 188].
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Interacción del sonido con obstáculos

En la Figura 3.8 se considera un escenario donde el receptor se encuentra en el campo
lejano de un tono puro, por lo que las ondas son representadas por lineas paralelas (que
representan las ondas planas).

Figura 3.8: Algunos fe-
nómenos acústicos que
ocurren cuando un tono
puro interactúa con un
obstáculo. Figura modi-
�cada de [86, Fig. 7.3
(B)].

La separación entre las líneas paralelas representa la longitud de onda del tono puro.
La fuente incide en el obstáculo, dependiendo del material y dimensiones de éste, habrá
una absorción de la onda sonora, esto causa una reducción en su amplitud (atenuación)
al momento de ser re�ejada . La re�exión es el “rebote” de la onda en el obstáculo, es
útil hacer una analogía con el caso de la luz, donde el ángulo de incidencia de un rayo
de luz (en una super�cie plana y re�ejante) es el mismo que el ángulo de salida del
rayo. Por otra parte, la difracción es la capacidad del sonido (tono puro) de rodear el
obstáculo con poca o nula alteración en su amplitud. La difracción ocurre si la longitud de
onda del tono es mayor o similar a las dimensiones del obstáculo [86, Cap. 7]. A medida
en que la longitud de onda aumenta (frecuencia disminuye), la difracción es mayor. En
contraste, a medida en que la longitud de onda disminuye (frecuencia aumenta) existe una
menor difracción y la sombra acústica se hace más presente. La sombra se re�ere a la
zona donde existe una atenuación de la intensidad causada por el obstáculo, al impedir el
paso de la onda incidente y al haber poca presencia del fenómeno de difracción. También
hay una porción del tono original que no es afectado por el obstáculo, correspondiente al
sonido directo. Existen otros fenómenos que afectan el comportamiento del sonido que no
se toman en cuenta en la Figura 3.8, uno de ellos es la refracción, que corresponde a la
“desviación” de la dirección de una onda sonora en el medio, factores como cambios en
la temperatura y la presión atmosférica in�uyen en este fenómeno [86, Cap. 8]. Por otra
parte, el conjunto de ondas sonoras que viajan en un mismo espacio crean interferencias,
las cuales pueden ser constructivas (incrementan la amplitud de ciertas frecuencias) y
destructivas (disminuyen la amplitud de ciertas frecuencias). Por último, si la onda sonora
tiene su�ciente intensidad, el obstáculo mismo (u objeto en el que incide la onda) puede
vibrar a causa de la onda incidente, dando lugar a la transmisión y en algunos casos
resonancia. La transmisión se re�ere a que el obstáculo se vuelve una fuente sonora
más, al oscilar en respuesta a la onda incidente y es capaz de re-transmitir el sonido. La
resonancia es un concepto más general, que se re�ere a la cualidad natural de objetos
o escenarios físicos a “responder mejor” a una (o varios) tonos puros/frecuencias. Las
frecuencias donde el objeto “responde mejor”, se denominan frecuencias de resonancia
del objeto en cuestión. Este fenómeno se puede explicar e ilustrar con más facilidad al
considerar el caso particular de los resonadores de Helmholtz.
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Resonadores de Helmholtz y resonancia

Un resonador de Helmholtz, es una esfera de vidrio o metal con una abertura o cuello.
Sean R0 un resonador de Helmholtz, � 0 2 R> 0 su frecuencia de resonancia y � 1 2 R> 0

cualquier otra frecuencia, luego considérense dos escenarios.

Figura 3.9: Resonador de Helmholtz
hecho de vidrio [79, Fig. 16 a], y
diagrama de un resonador ideal con
los elementos que determinan su fre-
cuencia de resonancia � 0.

Escenario 1. Una fuente de sonido en un punto P0 cercano a R0, emite el tono � 0 con
una intensidad I 0. Sea f w : [0; T] ! R � 0 la función que modela la intensidad acústica
medida por T segundos, en algún punto P1 cercano a la salida del cuello L .

Escenario 2. Una fuente de sonido en P0, emite el tono � 1 con intensidad I 0. Sea
gw : [0; T] ! R � 0 la función que modela la intensidad medida en el mismo punto P1.

En ambos casos, las ondas que inciden en R0 harán que las partículas de aire en el
resonador vibren de forma simpática a las ondas incidentes, “el �uido compresible en el
resonador actúa como un resorte” [33, p. 94], por lo que en el cuello del resonador se
generan ondas acústicas. Entonces, el fenómeno de resonancia se re�ere a que siempre
ocurrirá que m�ax

t2 [0;T ]
f w(t) � m�ax

t2 [0;T ]
gw(t), es decir, la intensidad en el cuello L siempre es

mayor cuando el tono puro incidente en R0 es � 0.
En un resonador ideal, la frecuencia de resonancia � 0 se determina con la fórmula

� 0 = c0

È
A

LV [33, Ec. 3.601], donde c0 es la velocidad del sonido en el aire, A es el área
de la sección transversal del cuello, L es la longitud del cuello y V es el volumen total del
resonador.

El resonador de Helmholtz ayuda como modelo o prototipo para comprender el fe-
nómeno de resonancia acústica y extrapolarlo a casos más generales. Cualquier objeto
con cavidades, así como cualquier lugar encerrado (habitación, cueva, túnel, etc.), ten-
drán una o varias frecuencias de resonancia acústica asociadas (así como frecuencias
de anti-resonancia), es decir frecuencias que el objeto o escenario: ampli�ca de manera
natural en respuesta a una onda sonora (resonancia), o bien atenúa de manera natural
(anti-resonanicas)7. Los fenómenos de resonancia y anti-resonancia aplican también a
circuitos eléctricos, y especialmente a escenarios en mecánica donde se involucran resor-
tes [83, Sec. 9]8.

El último fenómeno acústico que se menciona, es el de difusión, que corresponde a

7Un ejemplo muy ilustrativo de este fenómeno es la obra de Alvin Lucier: I Am Sitting in a Room (1969). La
obra es una grabación de una serie de grabaciones construidas de manera iterada en vivo. Todo comienza
con Lucier grabando su propia voz en un cuarto, sea esta la grabación 1, denotada G1 , después reprodujo G1

en el mismo cuarto y grabó (nuevamente) la respuesta del cuarto ante G1 obteniendo así una nueva grabación
G2 . De esta forma, la n� esima grabación Gn , se obtiene grabando la respuesta al cuarto ante la reproducción
de Gn � 1 . Cada iteración �ltra la voz a través de la respuesta del cuarto. Después de 31 iteraciones lo único
que se escucha son los tonos puros que corresponden a las frecuencias de resonancia del cuarto.

8En algunos casos, estos fenómenos son modelados con ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales,
por lo que la teoría de sistemas LIT aplica, y la función de transferencia asociada tiene toda la información de
las atenuaciones y ampli�caciones de frecuencias. No se entrará en estos detalles.
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“la distribución en el ángulo solido de �ujo de energía sonora” [87, p. 1358], y es de par-
ticular interés en el diseño de salas de concierto, teatros, cines, parlamentos, auditorios,
salones de conferencia etc, donde se busca que el sonido llegue a todos las personas de
manera clara y efectiva. Si bien muchos de estos problemas se pueden subsanar con la
ayuda de tecnologías de audio actuales, el problema del diseño de un correcto escenario
acústico sigue sin ser trivial. En el artículo “Architectural acoustics” [87] de 1966, Manfred
Schroeder explica las di�cultades y factores importantes a tener en cuenta en el diseño de
una sala de concierto. Un trabajo más reciente respecto a este tema se puede consultar
en [88].

Campo libre y campo difuso

Al combinarse los fenómenos mencionados hasta ahora en un lugar cerrado, se crean
una reberveración, que corresponde a todas las interacciones que ocurren entre la on-
da sonora (fuente) y los obstáculos del escenario particular. Por lo anterior, se pueden
distinguir entre dos escenarios posibles.

El campo libre (o abierto) se re�ere a un ambiente carente de super�cies u obstácu-
los que puedan re�ejar una onda sonora. Las cámaras anecóicas buscan simular este
escenario. Las paredes de estos cuartos están diseñadas para absorber lo mejor posible
cualquier onda sonora incidente. De este modo, todo cuerpo opaco dentro del campo libre,
únicamente recibirá el sonido directo (Fig. 3.8) de una fuente. Un ambiente como este, es
útil para estudiar la interacción del sonido con algún objeto particular, ya que se tiene la
ventaja de poder prescindir de cualquier re�exión que pueda crear alguna interferencia no
deseada.

En contraste, el campo difuso es cualquier ambiente con obstáculos capaces de re-
�ejar las ondas sonoras. Este ambiente es el más común para el ser humano (es raro que
encontrarse en un entorno anecoico).

3.2. ¿La propagación del sonido es un sistema LIT?

Al buscar aplicar las de�niciones y conceptos de la teoría del control al fenómeno físico
de la propagación del sonido, una propuesta preliminar o punto de partida, es considerar
el sistema � A = ( R; X; U; � � ) (asociado a un conjunto A � R3) donde:

1. A � R3, es no vacío y compacto, que se interpreta como la forma del lugar donde
se propaga el sonido (ambiente)9.

2. El espacio de estados X es el conjunto de los valores de la presión posibles en cada
uno de los puntos del medio de propagación A, es decir X = RA (el sistema es de
dimensión in�nita).

3. El espacio de entradas es U = R, ya que las entradas admisibles del sistema son
funciones f x̂ 2 Cc(R), que corresponden a onda sonoras emitidas desde un punto
x̂ 2 A. El sistema � A es completo respecto al conjunto Cc(R).

9Es necesario tomar en cuenta (al menos) la forma del lugar, pues en la sección anterior se mostró como
los fenómenos de re�exión, difracción, sombra etc., dependen fuertemente de los obstáculos, dimensiones y
en general las características físicas del lugar donde se emite la onda.
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4. La evaluación � � (�; �; x 0; f x̂ ) de la función de transición indica todos los valores de
la presión en cada punto de A al tiempo � , en respuesta a un sonido f x̂ : [�; � ] ! R.

Además de lo anterior, es razonable considerar el sistema como invariante en el tiempo, ya
que un sonido emitido en un tiempo t0, no creará distintos efectos que un sonido emitido
en un tiempo t1 > t 0 (desde el mismo estado x0) en el ambiente A.

Para cada par de puntos en el ambiente, P0; P1 2 A, donde el punto P0 correspondiente
a la posición de una fuente sonora, y el punto P1 corresponde a la posición de recepción
de la fuente, se de�ne el “sub-sistema” � A

P0 ;P1
= ( R; X; U; � ) del sistema � A , donde:

1. El espacio de estados X corresponde a los valores de presión en el punto P1, es
decir X = R.

2. U = R corresponde al espacio de entradas, que en este caso son únicamente fuen-
tes sonoras emitidas desde el punto P0.

3. La evaluación � (�; 0; x0; f P0 ) de la función de transición indica el valor de la presión
en el punto P1, en respuesta a una fuente f P0 2 Cc(R) de duración � segundos.

El sistema � A
P0 ;P1

= ( T ; X; U; � ) = ( R; R; R; � ) ya es de dimensión �nita y por tanto
candidato a la teoría expuesta en el capítulo anterior. � A

P0 ;P1
también es un comporta-

miento i/s � � A
P0 ;P 1

;0 = ( R; X; U; � ) (Def. 2.2.6), donde la función de respuesta � es

� 0;� (f P0 ) = � (�; 0; 0; f P0 ):

La función � representa el valor de la presión en el punto P1 2 A ante cualquier fuente
sonora f P0 , y en el tiempo �nal � . Para relajar la notación, sea

� P0
P1

:= � � A
P0 ;P 1

;0: (3.10)

El comportamiento � P0
P1

es el indicado para explicar la captura de HRTFs, pues cuando P1

es un punto cercano al canal auditivo humano, el comportamiento � P0
P1

(o sistema10) es el
que Watanabe y colegas mencionan en su artículo sobre captura de HRTFs: “la ruta de
propagación del sonido desde la fuente de sonido en una dirección determinada hasta la
entrada del canal auditivo del sujeto” [19, p. 160].

Lo que se pretende discutir en lo que resta de esta sección, es la siguiente a�rmación:

el comportamiento � P0
P1

es LIT continuo, es decir, es lineal, integral e
invariante en el tiempo, y además es UBIBO.

(3.11)

La a�rmación (3.11) justi�ca el poder aplicar toda la teoría de obtención de respuestas
al impulso, convolución, función de transferencia etc, al fenómeno de la propagación del
sonido (de un punto emisor P0, a un punto receptor P1). Sin embargo, se debe advertir, en
esta tesis no se justi�cará rigurosamente (3.11), solamente se mencionarán argumentos
para respaldarla.

Para justi�car la a�rmación (3.11), se tienen al menos dos alternativas:

10En la literatura sobre captura de HRTFs, no se usa la terminología de Eduardo Sontag, por lo que se usa
el término sistema como sinónimo comportamiento (caja negra).
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1. veri�car que el sistema � A
P0 ;P1

es lineal, ya que de esta forma su comportamiento

asociado � P0
P1

es LIT (Obs. 2.2.30 y Prop. 2.2.32), o bien

2. veri�car (3.11) directamente.

En ambos casos la invarianza al tiempo ya se cumple. La linealidad también es una
propiedad bien reconocida y usada en acústica cuando las intensidades no rebasan un
umbral.

Los fenómenos de pequeña amplitud se pueden describir con una buena apro-
ximación en términos de ecuaciones lineales diferenciales y algebraicas. Dado
que los fenómenos acústicos son típicamente de pequeña amplitud, el análi-
sis que acompaña a la mayoría de las aplicaciones de la acústica, en conse-
cuencia, se basa en una teoría linealizada, brevemente denominada acústica
lineal [33, p. 27].

Por tanto, no está en tela de juicio considerar la función � 0;� (�) = � (�; 0; 0; �) como
lineal, es decir

� 0;� (af P0 + bgP0 ) = a� 0;� (f P0 ) + b� 0;� (gP0 )11; (3.12)

El problema, o la di�cultad yace en veri�car los demás requerimientos que exige el sis-
tema axiomático de Eduardo Sontag. Tomar la primer alternativa (veri�car que el sistema
� A

P0 ;P1
es lineal) implica veri�car que � A

P0 ;P1
cumple la De�nición 2.2.26, es decir (entro

otras cosas), se debe veri�car que se trata de un sistema continuo de clase C1, con lado
derecho g, tal que � (�; 0; 0; f P0 ) = � (� ), donde � es solución (única) de un PVI con la
forma _� (t) = g(t; � (t); f P0 (t)) ; � (0) = 0 . Esta alternativa exige ahondar en las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el sonido. Una candidata inmediata a tomar en cuenta es la
ecuación de onda (en una dimensión), sin embargo esta última es una ecuación parcial
de segundo orden, y (en principio) no es posible verla como una EDO lineal, además de
que hace falta tomar en cuenta los efectos de re�exión, refracción etc, del ambiente A.

La segunda alternativa es mostrar que � P0
P1

cumple la De�nición 2.2.29, que (entre
otras cosas), implica veri�car que

(a) � 0;� es un operador lineal (acotado),

(b) � �;� (0 � f P0 ) = � �;� (f P0 ); donde 0 es la enterada idénticamente igual a 0 en [�; � ),

(c) por la Proposición 2.27, se debe mostrar que existe un kernel

K 2 L 1
loc(R � 0; R2); tal que ÜK (t; � ) = K (t � � ) p.c.t. � � t

donde � 0;� (f P0 ) =
R�

0 K (� � s)f P0 (s) ds, para todo � 2 R � 0.

El inciso (a) se justi�ca debido a lo mencionado en (3.12), además de que el operador
en efecto es acotado, pues un sonido siempre decae en intensidad (esto justi�ca también
que el comportamiento es UBIBO). El inciso (b) también se cumple, pues el sistema no
responde hasta que se emite un sonido en el punto P0. Respecto al inciso (c), Pablo
Fichtl [69, Cap. 1] menciona en su tesis como es posible justi�car de manera heurística
la existencia de un kernel para el comportamiento � P0

P1
: tomando en cuenta el fenómeno

10Se presupone que esto se cumple siempre que f P0 ; gP0 2 Cc(R) y a; b 2 R � 0 sean tales que af P0 + bgP0

no exceda una intensidad determinada, donde el sonido pierde la cualidad de ser lineal.
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