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Resumen

Esta tesis consta de cuatro partes, en la primera se presenta un trabajo monogréfi-
co (en el contexto de la teoria matematica del control) sobre fundamentos y resultados de
teoria de sistemas lineales e invariantes en el tiempo (de tiempo discreto, tiempo continuo,
y dimension finita), con los cuales se pueden explicar relaciones matematicas importan-
tes entre los términos: sistema, caja negra, convolucién, impulso, respuesta al impulso y
funcién (o matriz) de transferencia. También se discute el papel del analisis de Fourier en
la teoria de sistemas LIT, y se discute el concepto de muestreo como un recurso para
transitar de un sistema continuo a uno discreto.

En la segunda parte, se expone como la teoria de sistemas LIT se aplica al fenémeno
fisico del sonido y el procesamiento digital de sefales acusticas para dar una explicacion
y fundamento tedrico al escenario de la obtencién del filtro acustico HRTF (head related
transfer function).

Posteriormente, se da una breve introduccion a los conceptos de “machine hearing”
e “imagen auditiva” de Richard Lyon, donde se aplica la teoria del control y la teoria de
sistemas LIT al proceso fisiolégico de la audicién humana y la audicién robética.

Finalmente, se presenta un trabajo monografico sobre la habilidad humana de locali-
zacion (en el contexto de la audicion espacial), y se concluye con la presentacién de una
aplicacion hecha en MaxMSP, que busca simular el comportamiento de filtros HRTF en el
plano horizontal.

Palabras clave: teoria del control, sistemas lineales e invariantes en el tiempo, convolucién, im-
pulso, respuesta al impulso, funcién de transferencia, HRTF, audicion espacial, localizacién, aura-
lizacion, realidad virtual auditiva, audicién, imagen auditiva.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes que motivan esta tesis

1.1.1. Audicion espacial, localizacion y el sistema de coordenadas referido
a la cabeza

RESCINDIENDO de la vista y utilizando Unicamente el oido, el ser humano es
capaz de juzgar la posicion del origen de un sonido emitido a su alrededor, asi
como juzgar las caracteristicas del espacio en el que esta. Esta habilidad es
parte de una habilidad mas general denominada audicién espacial: “la capaci-

dad del sistema auditivo para interpretar o explotar diferentes caminos espaciales por los
cuales los sonidos pueden llegar a la cabeza” [1, p. 1]. La audicién espacial engloba (al
menos) tres tareas efectuadas por el sistema auditivo: (1) inferir la direccion al punto de
origen de un sonido (localizacién direccional), (2) inferir la distancia al punto de origen de
un sonido (estimacion de distancia), y (3) inferir caracteristicas fisicas del entorno donde
se percibi6 el sonido (p.ej. tamafio y material de la habitacién en la que se estd). En par-
ticular, la localizacion direccional®* ha tenido una importancia capital para la supervivencia
del ser humano, ya sea miles de afios atras cuando el reconocimiento y la localizacion
de un sonido emitido por un depredador (fuera del campo visual) signi caba la vida o la
muerte, 0 mas recientemente, antes del desarrollo de las radiocomunicaciones, cuando el
método de comunicacion a larga distancia era a través del sonido (sefalizacién sonora o
megafonia). Los instrumentos sonoros que se utilizaban entonces, requerian de grandes
cantidades de energia para producir sonidos intensos, capaces de escucharse a gran-
des distancias®. Tim Hecker [2], relata como a nales del siglo XIX los marineros tenian
técnicas de escucha so sticadas y enfocadas en la localizacién de sonidos producidos

1De ahora en adelante se usara Unicamente el término “localizacion” para hacer referencia a la habilidad
de localizacion direccional.

2Tim Hecker [2] dedica su tesis doctoral en losofia al analisis de la ambicién (y en algunos casos necesi-
dad) de occidente, por producir sonidos colosales. Su trabajo abarca el periodo que comienza en 1880 con:
1. el uso de la megafonia para la orientacion de la navegacién maritima (y el obscuro fenémeno de las “zonas
del silencio”) y 2. el interés por los 6rganos gigantes (monster pipe organs); y termina, paralelamente, en
1930 con: a) los efectos psicoldgicos y letales de las ondas de shock causadas por la tecnologia bélica, y b)
la construccion del érgano més grande del mundo: el Boardwalk Hall Auditorium con al menos 33,113 tubos,
donde el mas grave produce una frecuencia de 8Hz, pesa mas de 1.5 toneladas y mide aproximadamente
19:5 metros de alto. Cuando el érgano se tocé por primera vez, la construccion se sacudio, ladrillos cayeron
del techo y partes de la estructura resultaron dafiadas, el sonido producido por tal tubo era descrito como “un
helicéptero rondando en el edi cio” [2, p. 99].
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por instrumentos sonicos, como cafiones artilleros, bocinas de niebla (fog horns) o cam-
panas maritimas. Cuando la vision era reducida o nula (noche, niebla, tormentas etc.),
se accionaban tales instrumentos, ya sea desde las costas o por los mismos barcos. La
localizacién era crucial para que el marinero pudiera orientarse, saber la direccién a la
costa, los barcos cercanos o la presencia de obstaculos rocosos. Se trataba de una técni-
ca que “...requeria de un oido sintonizado a los sonidos vagos o ahogados en medio de la
cornucopia de los ruidos marinos. Era una situacion en la que el fracaso signi caba una
muerte segura” [2, p. 115]. La localizacién aln sigue siendo crucial para la supervivencia
humana, actualmente la utilizamos para localizar alarmas, como el claxon de un vehiculo,
las sirenas de una ambulancia, bomberos o policia, un llamado de auxilio, o localizar el
lugar de procedencia de detonaciones de armas de fuego o explosiones. La localizacién
también juega un papel importante en habilidades humanas mas re nadas como focalizar
la atencion a una unica fuente de sonido a voluntad, mientras se discriminan otras fuentes
presentes® o la habilidad de volver inteligible una voz en escenarios con reverberaciéon o
eco [3, Cap. 5]. Esta habilidad esta en un constante re-aprendizaje pues puede adaptarse
(con entrenamiento) a cambios subitos y radicales como modi caciones en la forma de la
oreja [4], ademas, la pérdida visual severa conduce a una mejora en esta habilidad [5].

El ser humano puede realizar la localizacion debido a que el sistema nervioso central
auditivo es capaz de relacionar una serie de indicios o pistas* acusticas, con la direccion
al origen de la fuente. Por ejemplo, un sonido emitido a la izquierda de una persona llegara
primero al oido izquierdo que al derecho, creando asi una diferencia de tiempo interaural®
(DTI), en este mismo escenario la cabeza crea una “sombra acustica”, de modo que el
sonido del oido izquierdo también tendra mas intensidad que el sonido que llega al oido
derecho, creando una diferencia de intensidad interaural (DII), aunado a lo anterior, la
interaccién de las ondas sonoras con la forma exterior del cuerpo (principalmente la forma
particular de la oreja, la cabeza y el torso) alteran el espectro de Fourier de un sonido
en funcién de su punto de emisién y las caracteristicas del entorno, creando asi pistas
espectrales o monaurales [1]. De este modo el sistema nervioso central auditivo es capas
de asociar determinadas DTIs, Dlls y patrones espectrales con una direccién determinada
en el espacio.

Una herramienta matematica esencial para el estudio de la audicién en espacial, es el
sistema de coordenadas referido a la cabeza (0 SCRC) [6, Cap. 1], donde se considera
la cabeza humana en el origen de R3, mirando en la direccién {* = (0;1;0), donde el
eje x (Ilamado eje interaural) atraviesa ambas cavidades auditivas y el eje y atraviesa la
punta de la nariz. Un punto P se identi ca con las coordenadas cartesianas usuales, P =
(X0;Yo; 20) 2 R3 o bien coordenadas esféricas: P =( o; 0; 0)2R o [0:2 ] 515 °,
donde

1. o esladistancia del origen al punto P (usualmente las unidades son metros),

2. o (angulo horizontal o acimut) es el angulo en el plano XY que parte del eje y

SEste fenémeno se conoce como el “problema de la esta de coctel” y se puede resumir en la siguiente
pregunta: ¢cOmo es que en una conversacion en una esta (o en cualquier lugar publico lleno de voces
distintas en todas direcciones), dos interlocutores pueden focalizar su atencién mutuamente a sus respectivas
voces cuando hay muchas otras similares “inter riendo” a su alrededor?

4Se utiliza el término “pista” para la palabra inglesa “cue”, que también puede traducirse como “sefial”, sin
embargo se reserva este Ultimo término para usarlo en el contexto de la teoria de procesamiento de sefiales.

®Interaural: “situado entre o conectando las orejas” o “perteneciente o relativo a la recepcion y percepcion
del sonido por cada oido considerado por separado” (Merriam-Webster en linea).

®Para cualquiera2 R,sedene R ,:= fx2Rjx ag.



1.1. ANTECEDENTES QUE MOTIVAN ESTA TESIS 3

positivo, yestalque =0, = 5, =

5 y 37 corresponden a las direcciones {'
(frente), T = (1;0;0) (derecha), [ (atras)y

1 (izquierda) respectivamente,
3. o (4ngulo de elevacion) es el angulo en el plano Y Z que también parte del eje y
positvoyestalque =0, =,y = 5 correspondenalas direcciones 1 (frente),

R=(0;0;1) (arriba) y K (abajo) respectivamente’.

Figura 1.1: Sistema de coordenadas
referido a la cabeza (SCRC) encontra-
do en [6, Fig. 1.4]. Edicién sobre mo-
delo de Vista Prime.

Respecto a la localizacién direccional, experimentos psicoacusticos® realizados en ca-
maras anecoicas, donde se restringe por completo la vision de los participantes, muestran
gue la localizaciéon de un sonido emitido dentro del campo visual puede tener un error
maximo de 3 para y9 para , mientras que los sonidos emitidos fuera del campo visual
pueden llegar a tener un error maximo de 12 para y 105 para [7, Cap. 1]. En general,
los errores de localizacion son maximos cuando la altitud es extrema y para la mayoria
de las direcciones el error no es mayor a 10 [8]. Aunado a lo anterior, el ser humano es
capaz de detectar cambios en la posicion de una fuente sonora tan pequefios como 1 y
cambios en la posicion tan pequefios como 2 [9]. La habilidad de estimacion de distan-
cia a una fuente sonora ha tenido menor atencion por parte de la comunidad cienti ca (en
comparacién con la localizacion direccional) [5], ademas de que el ser humano la realiza
con mucho menor desempefio en comparacion con la localizaciéon direccional [5, 8]. Aln
se sigue investigando esta habilidad, y los conocimientos sobre la localizacion direccional
pueden llegar a ser de gran utilidad para su estudio [10]. La habilidad de estimacion de
las caracteristicas fisicas del entorno nuevamente ha tenido menor atencién, aunque es-
to ha cambiado en las Ultimas décadas debido al surgimiento de tecnologias de realidad
virtual [11], concretamente se ha buscado estudiar la capacidad humana de estimar las
dimensiones de un cuarto [11-13].

La audicién espacial es una de las numerosas actividades siolégicas que pasan des-
apercibidas de manera consciente, y se practican involuntariamente dia a a dia, no en
vano gran parte del procesamiento de las pistas de la localizacion ocurren en el tronco en-
cefalico [14] (que forma parte del sistema nervioso autbnomo). Toda audicién es espacial,

"Existen otras convenciones para el SCRC, en este caso se toma en cuenta la usada por Jens Blauert [6].
8Se entiende por psicoacustica a la disciplina que estudia las relaciones entre las caracteristicas fisicas de
un estimulo sonoro y la respuesta de caracter subjetivo del sujeto que recibe el estimulo.
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toda fuente sonora tiene una posicion determinada en el espacio (dejando de lado casos
com el acoasma o el tinnitus), en otras palabras, como sostiene Jens Blauert: “no hay una
«audicion no espacial»” [6, p. 3].

El estudio de la audicién espacial requiere del trabajo y cooperacion de diversas disci-
plinas como biologia, siologia, fisica, ingenieria, matematica y neurociencia (por mencio-
nar algunas).

1.1.2. Auralizacion en la muasica y Itros acusticos HRTF

Las habilidades descritas en §1.1.1, suponen una fuente sonora y receptor estaticos,
sin embargo, en el contexto de la audicidon espacial también es valido preguntarse por
las habilidades humanas de identi car la trayectoria una fuente sonora en movimiento
rectilineo uniforme (MRU), o una fuente sonora estéatica mientras el sujeto se encuentra
en MRU, o ambos en MRU. La cuestion se puede complicar alin mas, si se piensa en la
habilidad humana de identi car movimientos arbitrarios de una fuente y el reconocimiento
de las trayectorias que esta describe, ademas de la posibilidad de reconocer cambios
en la propia fuente en movimiento, para nalmente pensar en combinaciones de todo lo
anterior con multiples fuentes de sonido (audicion espacial dindmica, es decir, con capas
de sonido multiples, en movimiento y cambiantes).

Si fuese posible simular con precisién y de manera e ciente los estimulos asociados
a la audicion espacial® se le podria proporcionar al artista sonoro la posibilidad de enri-
guecer sus obras afiadiendo una dimension estética mas, asociada al espacio, distancia,
movimiento y direccion del sonido; en otras palabras, se le podria dar al artista la posi-
bilidad de hacer una coreografia de sonidos'® en el llamado “espacio virtual auditivo” (o
acustico) [7, Cap. 1] (VAS por sus siglas en inglés). Actualmente existen programas que
buscan simular aspectos concretos de la audicion espacial'?, sin embargo estos son es-
casos, caros (tanto en el sentido computacional como econémico) o poco efectivos. Aun
se siguen buscando métodos e cientes para emular la audicion espacial.

El recurso de aprovechar la posicion fisica de cada elemento musical data (al menos)
de 1566 con la obra Missa sopra Ecco si beato giorno de Alessandro Striggio, donde se
usa una disposicion circular o semicircular de 40 a 60 coristas (divididos en 5 grupos) con
el conjunto de instrumentos musicales al centro. La pieza explota la posicion particular
de cada grupo en el espacio [15, Sec. 5]. Un ejemplo mas familiar y actual de este re-
curso es la propia disposicién de los instrumentos de una orgquesta sinfénica en una sala
de conciertos. Respecto a la busqueda de simular los estimulos de la audicion espacial,
John Chowning ya buscé simular especi camente un espacio virtual auditivo en su obra
Turenas, que usa la disposicién de cuatro altavoces en cada esquina de un cuadrado que
encierra al receptor de la pieza. Chowning expone sus métodos en el articulo de 1977 The
simulation of moving sound sources [16].

El problema de simular los estimulos de la audicion espacial es parte de un campo de
estudio mas amplio denominado auralizacion: “la técnica para crear archivos de sonido

%Se piensa concretamente a través de audifonos, sin embargo es posible extrapolar la teorfa a un arreglo
de altavoces o cualquier otra tecnologia de reproduccion de audio disponible.

1%Es necesario aclarar que esta “coreografia de sonidos” se plantea dentro de los limites permitidos y deter-
minados por la audicidn espacial misma, ya que los resultados de los experimentos que estudian la habilidad
humana de la estimacion de distancia sugieren que “el espacio auditivo percibido es una representacion
distorsionada o sesgada del espacio auditivo fisico” [8, p. 410].

La musica procesada por estos programas se conoce popularmente como musica 8D.
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audibles a partir de datos numéricos (simulados, medidos, sintetizados)” [17, p. X], y don-
de se toman cuenta factores como: “tipo de generacion de sonido, direccion del evento,
movimiento de la fuente, movimiento del oyente y ambiente exterior o interior (tipo, forma
y tamafio)” [17, p. X]. Dentro de este campo se encuentran los Itros acusticos HRTF.

Filtros acusticos HRTF

Con el surgimiento de tecnologias de audio, se ha buscado simular los estimulos de
la localizacion directamente en los oidos a través del uso de audifonos, similarmente se
ha buscado disefiar dispositivos que simulen esta facultad humana, es decir, dispositivos
capaces de identi car la direccion a la fuente de un sonido registrado. El recurso principal
gue se utiliza en la actualidad para simular los estimulos de la localizacion es la funcion
de transferencia acustica referida a la cabeza o HRTF del inglés head related transfer
function. En términos préacticos, un HRTF es un “Itro acustico que modi ca al sonido, y
Cuyos rasgos espectrales permiten al cerebro interpretar la direccion de procedencia del
sonido” [18, p. 9]. Concretamente, las HRTFs son funciones de transferencia asociadas a
la respuesta al impulso (RI) del siguiente escenario.

Proceso de obtencion de HRTFs (medicion directa (o empirica) de HRTFs). El hilo
conductor, y gran parte de la motivacién general de esta tesis, es una curiosidad por la ma-
tematica subyacente al escenario de la captura de HRTFs, el cual se describe llanamente
a continuacion: en una cdmara anecdica, una persona se encuentra en una posicion -
ja con un micréfono colocado en cada entrada de su canal auditivo. Un altavoz cercano
emite un impulso, de modo que ambos micréfonos capturan la respuesta al impulso, del
sistema que consiste en “la ruta de propagacion del sonido desde la fuente de sonido en
una direccion determinada hasta la entrada del canal auditivo del sujeto” [19, p. 160]. Esta
con guracion se basa en el SCRC. Se asume tener una posicién particular del altavoz,
por ejemplo, Pop = 2:5m; ;0 , asi como las respuestas al impulso (RIs) del micréfono
izquierdo Kfo :N ! Qyderecho KRPo : N ! Q asociadas a la posicion Py. Se puede
tomar una sefial arbitraria de audiof : N ! Qy hacer el producto convolucién con las Rls
(se debe advertir que estas RIs requieren un tratamiento previo de “ecualizacion” [20]),
para construir la sefal estéreo

PPN Q% FPm = (KD F)(Di(KE f)(): (1.1)

De esta manera, la audicién con auriculares de la sefial f Po(t) (es decir, Kl_PO f se
escucha en el oido izquierdo y KSO f en el derecho) por la misma persona, resulta en
la percepcion de escuchar f (t) como si ésta fuese emitida a la altura de la cabeza, 45
a la derecha y a 2:5 metros de distancia, es decir, la audicion de f Po(t) crea la ilusion
(auditiva) de escuchar f (t) emitida desde el punto Pg [21]. El estimulo generado por una
HRTF puede ser tan realista, que puede llegar a ser indistinguible del escenario real [22]
y [23, Sec. 22.3].

Observaciones importantes respecto a la medicién directa de HRTFs

1. Las HRTFs son personalizadas, pues las Rls dependen de la interaccién de las
ondas sonoras con la anatomia (particular para cada persona) de las orejas, cabeza y
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torso, por ende, la efectividad de una HRTF en una persona aleatoria puede ser de ciente
Si ésta presenta pocas similitudes anatémicas con el sujeto de prueba original (al que le
fue capturada la RI) [24].

2. Para cada distancia y direccién, existe una HRTF compuesta de dos RIs (o dos
funciones de transferencia). En la practica se toma un valor jo para una esfera concre-
ta ( = o)y se hace una particion de ella tomando valores regulares para y del
SCRC. Por ejemplo, en 1986 Pdsselt y colegas [21] reportan la medicion utilizando la es-
fera o =2:5my la particion que resulta de saltos regulares de 5 para angulo horizontal,
10 para la elevacion, donde en esta Ultima solamente se toma un rango de 10 a 80.
Esta con guracion da lugar a 1442Rls por persona.

3. La medicién directa de HRTFs es tedio-
sa y requiere de una gran cantidad de tiempo
y recursos: camara anecoica, equipo especiali-
zado para la captura, cooperacion del sujeto de
pruebas para permanecer inmovil durante todo
el proceso de captura (que puede llegar a du-
rar hasta hora y media por persona [19]). Por lo
anterior, en las Ultimas décadas se han busca-
do formas para construir, derivar o personalizar
HRTFs de una manera mas e ciente. Respecto
a este ultimo tema, Torres [18, Sec. 2.5] provee
de una clasi cacion sistematica de los distin-  Figura 1.2: SCRC y particién de la esfera
tos métodos de personalizacion y generacion = 2:5m con puntos desde donde se emi-
de HRTFs, a grandes razagos, tales métodos tieron impulsos para capturar las RlIs asocia-
se pueden clasi can en cuatro familias: das al HRTF. Imagen de [21, Fig. 2].

(a) Métodos de post-procesamiento y adecuacion. En estos métodos se tiene de ante-
mano alguna base de datos'? de HRTFs, y se realiza algun post-procesamiento de
esta para poder adecuar un conjunto de una HRTFs a una persona particular, o bien
se recurre a criterios o tests para elegir los HRTFs idéneos.

(b) Modelos fisicos 0 matematicos. Se recurren a modelos que buscan emular el efec-
to de las HRTF “desde cero” (sin la ayuda de la medicién empirica de HRTFs en
camaras anecoicas).

(c) Antropometria. Consiste en personalizar las HRTFs utilizando datos antropométricos
del sujeto. El ya citado trabajo de Torres cae en esta categoria y consiste en medir
HRTFs a partir de fotografias del oido (fotoantropometria automatizada) [18].

(d) Redes neuronales. En los Ultimos afios también se ha recurrido al uso de redes neu-
ronales (entrenadas a partir de una base de datos de HRTFs) para generar nuevas
HRTFs personalizadas [25-27].

12Existen bases de datos (bibliotecas) que contienen HRTFs de varios sujetos de prueba, en [18, p.10] se
mencionan bibliotecas relevantes de HRTFs hasta el afio 2014. Fuentes donde se mencionan bibliotecas mas
recientes son [26, 28, 29].
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1.1.3. Teoria del control y sistemas lineales e invariantes en el tiempo (sis-
temas LIT)

La teoria del control es una rama de las matematicas aplicadas que trata “los principios
basicos que subyacen al analisis y disefio de sistemas de control. Controlar un objeto
signi ca in uir en su comportamiento para lograr un objetivo deseado” [30, p. 1]. A su vez,
un sistema de control se puede ver como el caso particular de un sistema dinamico

...cuyas leyes dinamicas no estan del todo jas ya que son problema de la fisica
clasica, pero dependen de parametros, llamados controles, que pueden variar
y con los cuales uno puede controlar el comportamiento del sistema; el desafio
principal es entender los efectos de los controles en el sistema dinamico. [31,
pp. 20-21].

Dentro de esta teoria, se encuentra la teoria de los sistemas LIT. Tomando (por ahora)
la de nicién de sistema (como caja negra) dada por Oppenheim: “un sistema puede ser
visto como un proceso en el que sefiales de entrada son transformadas por el sistema o
hacen que el sistema responda de alguna forma, resultando en otras sefiales de salida”
[32,p. 38]. Si :UT I YT13 eslafuncion que caracteriza el sistema, donde U es el
conjunto de entradas Y el de salidas (con U = R™yY = RPparaalgunosp;m2 N)y T
es el conjunto de tiempo (subgrupo de (R;+) con la suma usual). El sistema  es lineal si

(u+v)= (W+ (v 8; 2R;8uv2UT4 (1.2)
por otra parte,  es invariante al tiempo si
C(ut )= (u(b) 8 2T;8u2U': (1.3)

En la literatura referente a este tema, se menciona que un sistema  es LIT, cuando
cumple precisamente (1.2) y (1.3), y posteriormente se menciona que estos sistemas
tienen la propiedad especial de que

...pueden describirse con respecto a su reaccion [funcion ] a sefiales en el dominio
del tiempo y en el dominio de la frecuencia. Esta reaccion esta representada de
manera Unica por la respuesta al impulso (en el dominio del tiempo) o la funcion de
transferencia estacionaria (en el dominio de la frecuencia) [17, p. 103].

Si K es la RI del sistema , entonces K caracteriza  por completo a través del
producto de convolucion de la Rl con cualquier entrada u 2 AT, es decir

“(w=K u 8u2UT: (1.4)

El resultado en (1.4) es la teoria en la que se apoya el método de medicion directa de
HRTFs, y explica la razén de ser de la funcién f Po en (1.1).

Alan Pierce [33], explica como los sistemas lineales ayudan a simpli car muchos pro-
blemas en las ciencias, pues una entrada u 2 uT, se puede interpretar como una “causa”,
y la evaluacién (u) 2 YT (la funcion de salida) se interpreta como el “efecto” asociado a

13En general, para dos conjuntos X y Y, se conviene la notacion Y* := ff X Y jf es funciéng, esta
notacion se usara frecuentemente durante toda esta tesis.
14Esta propiedad también se conoce como “principio de superposicion”.
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tal causa, de este modo, el hecho de que  sea lineal signi ca que “al duplicar una causa
se duplica el efecto, y el efecto de una suma de dos causas es la suma de los efectos de
cada una de las causas separadas” [33, p. 27]. Para el caso en que es invariante en
el tiempo, esto signi ca que no importa en qué momento se aplique la causa, el efecto
siempre sera el mismo.

En todas las ramas de la matematica, nunca se comienza con un sistema axioma-
tico “ideal”, del cual se siguen todos las proposiciones y teoremas de manera natural y
uida. Por el contrario, antes de llegar a una madurez axiomatica, con de niciones pre-
cisas y efectivas, primero interviene: “la imaginacion, la intuicion, la experimentacion, las
conjeturas sensatas, el tanteo, las analogias, incluso las mas vagas, los tropiezos y los
titubeos” [34, p. 58]. Se menciona esto Uultimo, debido a que en sus origenes, la teoria del
control no tuvo una unidad conceptual ni de niciones precisas, lo cual derivo en confu-
sion y el surgimiento de dos teorias aparentemente distintas. Rudolf Kalman sefial6 este
problema en el articulo Mathematical description of linear dynamical systems [35], vale la
pena reproducir lo que comenta al respecto.

Los desarrollos recientes en la teoria de sistemas de control 6ptimo se basan en
ecuaciones diferenciales vectoriales como modelos de sistemas fisicos. Sin em-
bargo, en la literatura mas antigua sobre teoria del control, los mismos sistemas
se modelan mediante funciones de transferencia (es decir, mediante las transfor-
madas de Laplace de las ecuaciones diferenciales que relacionan las entradas
con las salidas). Han surgido dos lenguajes diferentes que pretenden hablar del
mismo problema. En el nuevo enfoque, hablamos de variables de estado, ecua-
ciones de transicion, etc., y hacemos uso constante del algebra lineal abstracta.
En el antiguo enfoque, las palabras clave son respuesta de frecuencia, patro-
nes de polos y ceros, etc., y la principal herramienta matemética es la teoria de
funciones complejas. ¢ Existe realmente una diferencia entre lo nuevo y lo viejo?
¢ Cuales son exactamente las relaciones entre las ecuaciones diferenciales vec-
toriales (lineales) y las funciones de transferencia? En la literatura, esta cuestion
estd rodeada de confusion. Esto es malo. Se impide la comunicacion entre in-
vestigadores e ingenieros. Los resultados importantes de la 'vieja teoria’ aliin no
estan plenamente integrados en la nueva teoria [35, p. 152].

En el articulo de 1963, Kalman propone un sistema axiomatico para la teoria del
control, buscando consolidar ambos enfoques. Dando un salto mas cercano al presen-
te, Eduardo Sontag (estudiante doctoral de Kalman) publica en 1990 la obra Mathematical
Control Theory [30], que tiene entre sus objetivos “...lograr unidad conceptual en el cam-
po, asi como desarrollar una mejor capacitacién para los estudiantes y profesores de los
departamentos de matematicas interesados en estar expuestos al area” [30, p. xi].

1.2. Planteamiento del problema

Desde el punto de vista que le compete a esta tesis, el interés principal esta en la teoria
matematica sobre la que se apoyan el estudio de la audicion espacial y la auralizacion.
Precisando, (como se mencion6 en 81.1.2), el interés esta en la matematica subyacente al
escenario de la captura de HRTFs, donde se mencionan términos como: sistema, funcion
de transferencia, impulso, respuesta al impulso y convolucién, por lo que una pregunta
inmediata es:
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(i) ¢ cuales son las de niciones matematicas de estos términos?
Por su parte, en referencia a todo lo mencionado en §1.1.3
(ii) ¢ por qué todo sistema LTI tiene asociada una RI Gnica?
y en cuanto a la igualdad en (1.4)

(iii) ¢por qué en un sistema LIT, la convolucion de su respuesta al impulso con cualquier
entrada caracteriza por completo el comportamiento del sistema?,

(iv) ¢.cdmo es que partiendo de (1.2) y (1.3) se deduce (1.4)?, ¢en verdad basta con
estas dos hipétesis, o0 se necesitan hipotesis adicionales?,

(v) ¢cual es la importancia y el papel de la funcién de transferencia en todo esto?

Ahora bien, para el caso particular de los ltros HRTF, se esta aplicando la teoria de
sistemas LIT al fendmeno fisico del sonido y el procesamiento digital de sefiales acusticas,
por lo que la siguiente pregunta es:

(vi) ¢como se justi ca el poder aplicar la teoria de sistemas LIT al fendmeno fisico del
sonido, y en especial al caso particular de la captura de HRTFs?

Por otra parte, llama la atencién la singularidad de los Itros HRTF frente a otros Itros
acusticos, pues se trata de un Itro que relaciona estrechamente tres grandes “sistemas”:

8

< 1. el sistema (fisico) de la propagacion del sonido,
2. el sistema (informatico) del procesamiento digital de sefales acusticas vy, (1.5)
3. el sistema ( siolégico) auditivo humano y la habilidad de audicion espacial,

ante este hecho, surge la inquietud:

(vii) ¢coOmo representar matematicamente las relaciones entre los tres “sistemas” que el
Itro HRTF ofrece?

Finalmente, en relacion a la pregunta (vii), se subraya como las HRTFs medidas de
forma directa, cumplen exitosamente con simular los estimulos de la localizacion, prescin-
diendo totalmente del conocimiento del funcionamiento del oido y las pistas de la locali-
zacion. En contraste a este ultimo hecho, es natural preguntarse: ¢qué ocurre dentro de
esta caja negra?, es decir, las Ultimas preguntas que se plantean son:

(viii) ¢,cémo es que el sistema auditivo reconoce las pistas de la localizacion (Dlls, DTls y
pistas monaurales)?,

(ix) ¢ gqué aspectos se deben tener en cuenta si se desea modelar un HRTF “desde cero™?

1.3. Justi cacion

Desde el punto de vista matematico, la teoria de sistemas LIT en el contexto de la teo-
ria del control, requiere (principalmente) de teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias,
analisis matematico real y complejo, y algebra lineal. Esta tesis puede ser un acercamiento
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a los conceptos basicos de esta rama, especialmente se buscan esclarecer las relaciones
matematicas entre los conceptos: sistema, caja negra, respuesta al impulso, impulso, con-
volucién y funcién de transferencia.

Desde el punto de vista préactico, la teoria del control es aplicable a campos tan di-
Versos como: economia, administracién, automéviles, biologia, recuperacién de petréleo,
siologia, control de procesos quimicos, biomedicina, psicologia, robdtica y procesamien-
to de sefiales [30, p. 494].

Por otra parte, el interés por el estudio de HRTFs ha incrementado en las Ultimas déca-
das debido a su relevancia y aplicacién en areas como: ensayos clinicos auditivos de bajo
costo [21], dispositivos de localizacion sonora [36—39], videojuegos [40], sistemas de so-
nido envolvente [41], composicion musical electrénica y electroacustica [42—-44], sistemas
de alerta en medios de transporte [46—48], sistemas de orientacién y mejoramiento de de-
sempefio para pilotos de aeronaves militares [49], y mejoramiento de la calidad acuUstica
en sistemas de comunicacién movil [50, 51].

En un sentido mas general, la simulacién exitosa de los estimulos asociados a la audi-
cion espacial, se traduce en un e ciente espacio virtual auditivo, con aplicaciones fructife-
ras como: estudios psicofisicos o psicolégicos, entrenamiento y educacion, terapia, disefio
arquitectonico acustico y teleconferencias [7, Cap. 6].

La audicién espacial también es de interés para la medicina y la neurociencia, en el
desarrollo de dispositivos de ayuda auditiva e implantes cocleares [52], en el entendimien-
to del proceso de audicion a nivel de la corteza cerebral y de “cémo el mundo externo es
internamente representado en la gente ciega” [5, p. 374].

Finalmente, la audicién espacial también es de interés para la audicion robdética: en
robots de exploracion remota [7, Cap. 6], vehiculos aéreos no tripulados (UAVs) [53], y en
el area de procesamiento de sefiales llamada “analisis de escenas auditivas” [52] y [23,
Cap. 22].

1.4. Objetivos, alcances y contenido

Teniendo en cuenta lo mencionado en 81.2, en el Capitulo 2 se busca responder a las
preguntas (i-v). Este capitulo tendra el mayor peso tedrico en comparacion con los otros.
En el Capitulo 3, se busca responder a la pregunta (vi) y parte de la pregunta (vii). La
pregunta (vii) exige un conocimiento de los tres sistemas mencionados en (1.5), si bien
es muy ingenuo abordar a fondo estos tres campos en esta tesis, 10 que se pretende
realizar en los Capitulos 4y 5 , es una exposicion sobre el proceso de audicibn humana,
lo su cientemente profunda como para proponer respuestas a las preguntas (vii - ix). De
manera mas especi ca, en el Capitulo 4 se expondré el proceso de audicibn humana
(para los primeros tres sectores auditivos), con dos objetivos:

1. dar una introduccion a los conceptos de machine hearing e “imagen auditiva” de
Richard Lyon'®, con el objetivo de exhibir como es posible aplicar conceptos de
teoria de sistemas LIT al proceso de audicién, y

2. allanar el camino para (en el Capitulo 5), dar respuesta a las preguntas (viii) y (ix).
Y nalmente (para no dejar todo en la teoria), justi car la construccién de una apli-

B Conceptos pertenecientes a la obra Human and Machine Hearing: Extracting Meaning From Sound (2017)
[23], donde Lyon busca dar aportes tedricos y practicos al campo de la audicion robética y el analisis de
escenas auditivas.
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cacion hecha en MAXMSP, que busca simular el comportamiento de HRTFs para el
plano horizontal.

Este trabajo tendra 2 apéndices, el Apéndice A es de importancia capital y no debe
verse como un material extra del que se puede prescindir, pues a €l se traslada la mayoria
de las demostraciones de esta tesis, la razon de esto es hacer mas agil la lectura de cada
capitulo y no alargarlo (especialmente el Cap. 2). La navegacidén entre proposiciones y
demostraciones se agiliza mediante hiperenlaces. Por otra parte, en el Apéndice B (con
base en la obra de Lyon [23, Cap. 2] y Cheveigné [54, Cap. 6]) se da una breve exposicidon
de las dos posturas mas in uyentes respecto a las teorias de audicion que surgieron
durante la segunda mitad del siglo XIX.

Figura 1.3: Cuadro conceptual de temas que se pretenden abordar en esta tesis, sus
respectivos capitulos y relaciones inmediatas sefialadas con echas.

Sobre la bibliografia utilizada y observaciones importantes

Se remarca la importancia de la obra Andlisis Matematico [55] de Ménica Clapp, pues
se mencionan muchos de los resultados y de niciones encontrados en dicha obra. Tam-
bién, el trabajo citado: Mathematical Theory of Control - Deterministic Finite Dimensional
Systems [30] de Eduardo Sontag sera el apoyo principal para exponer la teoria del control
y los sistemas LIT. Por ultimo, la obra Fourier Analysis and Applications: Filtering, Nume-
rical Computation, Wavelets [56] de Claude Gasquet y Patrick Witomski, serd el principal
apoyo para relacionar la teoria de los sistemas LIT con el analisis de Fourier y el concepto
de muestreo.

Para abordar el proceso siologico de la audicion, el apoyo principal esta en las obras
Fundamentals of Hearing [57], de William Yost, Auditory Neuroscience: Making Sense of
Sound [3] de Schnupp, Nelken y King, y la obra citada de Lyon [23].

Al terminar un Lema, Proposicién o Teorema, se cita la fuente donde se puede encon-
trar el enunciado y su respectiva prueba. También se procura citar de niciones de esta
forma para mostrar su procedencia. En caso de que se citen ejercicios o resultados sin
demostrar en la bibliografia, estos se demuestran en el Apéndice A.






Capitulo 2

Teoria del control y sistemas
lineales e invariantes en el tiempo
(de dimension nita)

2.1. Preliminares

A primera seccion de este capitulo presenta resultados sobre teoria de integra-
cion y teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) lineales, los cuales
son imprescindibles para la teoria del control y los sistemas LIT. Esta seccién
se apoya en [30,55,58-66].

2.1.1. Teoria de integracion

Dado (Y; ) espacio topologico, By denota la menor  algebra que contiene la topo-
logia , denominada  algebra de Borel. En el caso en que Y = R, a partir de Br se
construye m, la medida de Lebesgue en R cuyo dominio es la  algebra de Lebesgue
en R (cuyos elementos son los conjuntos Lebesgue medibles), y a partir de esta Ultima
se generaliza a R", con la  &lgebra generada por productos cartesianos de conjuntos
medibles en R [58, Prop. 1.5].

Un conjunto O  R" tiene medida cero, o es nulo (m(O) = 0) si paracada" > 0
gxlste una familia nugnerable de bolas f BRn (xi;"i) R"ji 2 Ngde volumen"; tales que

i1"i<"yoO i~ Bgrn (xi:"i)* [30, p.467]. Estos conjuntos juegan un papel crucial
en la teoria por lo S|gmente si P(x) es una propiedad que depende de x 2 X R",
se dice que P (x) se cumple casi dondequiera (c.d.) en X, o P(x) se cumple para casi
todo (p.ct) x 2 X,sim(fx 2 X j: P(x)g) = 0: Esto permite relajar el cumplimiento
de propiedades en todo elemento de un subconjunto (medible) de R", a propiedades
cumplidas en todo elemento salvo un conjunto nulo.

Un espacio métrico (U; d) es un espacio medible (U; By) donde By esta generada por
la topologia inducida por la métrica d. En este caso se dice que una funciéonf : X! U con
X R" es medible si existe una sucesion de funciones (f;j) conf; : X ! U, constantes
por partes, tales que fi(x) ! f(x) p.c.t. x 2 X [30, p. 468]. Un caso de interés sera el
siguiente.

1Brn(xo;"):= fx 2 R" jkx xok <" g[55, Def. 3.9].

13
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Proposicién 2.1.1. Sean S un espacio métrico separable e | R un intervalo. Una
funcionf : 1! S, es medible siy solo si paratodo U S abierto se tiene que f 1(U) es
medible en | [30, Obs. C.1.1]. y

Por su parte, se tienen distintas caracterizaciones para una funcién medible con domi-
nio y codominio real, en esta tesis se parte de la siguiente.

De nici6n 2.1.2. Sea R" medible. f : ! R™ es medible siparatodoU R™
abierto se tiene que f %(U) es medible en  [59, Def. 7.5.1]. y
Lema 2.1.3. Sea R" medible,yf : ! RM™conf (x)=(fi(x);:::;fm(x)), entonces
f esmediblesiysolosifi: ! R esmedible paratodoi 2 m:= f1;::::mg? [59, Ej.
7.5.2]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.2 en la pagina 149.

Esta Ultima propiedad es (til, pues para saber si una funcion (con codominio en R™)
es medible, basta ver que lo sea en todas sus variables/entradas y viceversa.

Lema2.1.4. Seanf;g :R"! Ryh;k:R"! R[flg medibles, ; 2Ryp2(0;1),
entonces

1. f + g,jhj,h" :=max fh;0g, h :=mn fh;0g, max f h;kg; y mn f h; kg son medibles
[55, Prop. 14.11].

2. jf jPy fg son medibles [55, Prop. 14.13]. y
De nici6n 2.1.5. Sean R" y U un espacio métrico.
1. Una funcion f : ! U es esencialmente acotada en si existe un compacto

Ky Utalquef(x) 2 Kypct.x2 .SiU= R™ entoncesf es esencialmente
acotada en si existe ¢ 2 R tal que kf (x)k® <c p.c.t. x 2

2. Unafuncionf : ! U es localmente esencialmente acotada en si para todo
compacto K ,fjk 1K ! U es esencialmente acotadaenK .SiU= R™,

f es localmente esencialmente acotada en si para todo compacto K existe

c2 R tal que kf (x)k<c p.ct.x2 K . y

La construccién de los espacios LP() (como se presenta en [55, Sec. 14.2]), es la
siguiente: sea R" abierto, al conjunto M() := ff : | R jf esmedibleg; se
le asigna la relacion f g f(x) = g(x) p.c.t. x 2 R", que es una relaciéon de

equivalencia, donde se considera la extension trivial de f en R", es decir f (x) =0 para
todo x 2 R" n . A partir del conjunto de clases de equivalencia o particion M () :=
M () = sede ne lo siguiente.

De nicion 2.1.6. Sea R" abierto. Sip2 [1;1 ), se de ne

LP() ff 2M() jjfjPesintegrableen g

Lt () ff 2M() jf esesencialmente acotadaen g [55, Def. 14.18, 14.19]. vy
2En toda la tesis se consideram:= f1;2;:::;ng N,m:= f1;2;:::;mg Nyp:=f1,2:::;pg N.
3La norma que se toma para R" es la euclidiana usual: k(x1;X2;:::;Xn)K:= (x5 + x5+ 11+ xn)%.
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LP() esun espacio de Banach (espacio vectarial normado y completo) para todo p 2

[1;1 ][55, Teo. 14.27], con las normas kf kp := if P b ykfky :=nf fc2 R jjf (x)j
cp.ct.x2 R"g.
Los siguientes conjuntos seran de interés, y son un caso particular de la Def. 2.1.6.
Denicion 2.1.7. Seal R unintervalo, se de ne
L. (1) =ff 2M(l)]jfjeslocalmente integrable enlg ; y

Lﬁ)c(l ) =ff 2M(l)]jf eslocalmente esencialmente acotada en | :g y

Observacion 2.1.8. Se tiene que LI (R) Lﬁ,c(R) para todo q 2 [1;1 ]. Este resultado

loc

usaelhechodequesim(l) <1 y1l p g 1 ,entoncesL9l) LP(lI) [55, Prop.
14.31]. Pues sif 2 LY (R), q2 [1:1 ], entonces para todo conjunto compacto [a; R

loc

se tiene que fjjay 2 L9(a;H)  LY([a;H); y portanto f 2 L (R). y
Para funciones f : 1! U, donde U es un espacio métrico, de manera analoga se
dene M(I;U):= ff : 1! Ujf es medibleg; conjunto al cual se le asigna la relacion de

equivalenciaf g ( f(t) = g(t) p.c.t. t 2 R considerando la extension trivial. Asi se
tiene el conjunto de clases de equivalencia M (I ;U) := M (Il ;U)=

Denicion 2.1.9. Seal R unintervaloy U un espacio métrico, se de ne
Li.(1;U):=ff 2M(1;U)jf eslocalmente esencialmente acotadag: (2.1)

Observacion 2.1.10. En (2.1) para el caso enque U = R™,sif : 1! R™ conf(t) =
(fa(t);:::;fm(t)), setiene que f 2 L (1;R™) siysolosif; 2 Li (1) paracadai 2 m.
Esto se veri ca rapidamente, pues si f es esencialmente acotada en K | compacto,
entonces jfi(t)] k f(t)k cp.ctt 2 K,y esto ocurre para todai 2 m. Por otro lado si
ifi(t) < cipctt2 K ytodai 2 m, entonces kf ()k = (™, jfi()j")P  m? mexXizn G,
por tanto, f también es esencialmente acotada en K. La equivalencia entre ser funcién
medible y tener entradas/variables medibles la garantiza el Lema 2.1.3. y

También se trabajara con el espacio normado kAK := f maof( ) kAxkgrn para toda
x2R™ jkxk=1g

A 2 M, m(R) (conjunto de las matrices de n renglones y m columnas con entradas en
R). El espacio (M, m(R);k k) se puede identi car con el espacio (R";k kgm ), mas
aun, se tiene el siguiente resultado.

Lema2.1.11. SeanV y W espacios vectoriales normados sobre R. Sidim (V) = dim (W) <
1 , entonces existe una equivalencia® ' : V | W que es ademas un isomor smo li-
neal [55, Ej. 4.42 (a)]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.5 en la pagina 151.

Por lo tanto M,, m(R) es un espacio de Banach®, (pues R"™ es de Banach) [55, Prop.
5.7], también se tiene que M, m(R) es un espacio métrico separable, ya que ' (Q"™) es
denso y numerable en M, (R). Se convendra usar la notaciéon R™ ™ := M, (R).

4Funcién biyectiva que es Lipschitz continua y cuya inversa también es Lipschitz continua [55, Def. 3.6].

®De forma mas inmediata, se puede asegurar que todo espacio vectorial normado de dimensién nita es
de Banach [55, Teo. 5.8], sin embargo es de especial interés sefialar que M, m (R) se puede identi car con
R™ | mas aln, se puede identicar con L(R™;R"):= fT:R™ ! R" j T eslinealg, esto Gltimo se usara
mas adelante.
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Observacion 2.1.12. Asi como el caso de particular L&)C(I ;R™) de (2.1), otro caso de

interés serd el conjunto L (I ;R" ™), que por lo mencionado hasta ahora, se puede
identi car con el conjunto L&,C(I ;R"M), por lo que la Obs. 2.1.10 también aplica para

LL.(1;RP M), es decir, f = (fjj) 2 LL.(1;RP ™) siysolosif;; 2 L (1) para cada

loc

(hj)y2p m=f1:::;p9 f 100, mg. y

Se trabajara con los espacios Lt (1 ;R™), LT (1;R™ ™), LY (1), LY(1) y L?(1) (con
sus variantes loc) a lo largo de este capitulo.

2.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales

De nicion 2.1.13. SeanJ | R intervalosy X R" abierto en R". Dada una funcién
f: 1 X ! R" (tEx) 7! f(tx)

el problema del valor inicial (PVI) (o problema de Cauchy), consiste en encontrar una
funcion diferenciable: :J ! X; t7! (t)=( 1(t);:::; a(t)), que cumpla

=1 ) y (o0)=x0 8217 (2.2)

para oYy Xo jos. El valor xo 2 X se denomina valor inicial, y el par ( o;Xp) 2 J X

condicién inicial. y

En principio se pideque =( 1;:::; n) seadiferenciable en J, sin embargo, es posible

gue alguna ; cumpla con las condiciones del PVI excepto en algun conjunto nulo O J,
por tanto, se puede relajar la condicion de que sea diferenciable en J, a la condicién de
que sea diferenciable c.d. en J, esto equivale a pedir que:

1. sea una funcién absolutamente continua en J°. Para el caso en que J sea de

longitud in nita, se pide que sea localmente absolutamente continua (LAC) en

J, es decir, para todo compacto K J, la funcién es absolutamente continua. A
su vez, esta Ultima condicion es equivalente a pedir que,
y4 t

2. paracada jexisteg : 1! Xtalque (t)= (a)+ g( )d paratodot 2 K =
[asH 3 )

La demostracion de estas equivalencias se puede consultar en [60, Teo. 20.8] 0 en [61,
Teo. 7.18]. Por tanto, en la De nicién 2.1.13, es posible sustituir la palabra subrayada
“diferenciable” por “LAC” o por “diferenciable c.d.”, siempre y cuando tomando en cuenta
gue la condicion en (2.2) se cumplira p.c.t. t 2 J. Todo lo anterior justi ca la siguiente
de nicion.

De nicion 2.1.14. Una solucién para el PVl (2.2) en un intervalo J (posiblemente de
longitud in nita) tal que J | R,con 92 J,esunafuncion :J! X LAC que cumple
Z t
()= Xo + f(s; (s))ds 8t 2 J [30, Def. C.2.1]: y
0

Esto es, si J = (a;b), entonces para cualquier " > 0 existe > 0 tal que para cualquier secuencia
ge puntos (intervalos disjunps) a<ai <b;g <a;<hy<::i<ag <hbgconk 2 N, siocurre que
K, jb aj< entonces K, k (h) (a)k<" [30,p.471].
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La equivalencia de ser diferenciable c.d. a ser LAC permite usar propiedades de la
derivada en problemas de valor inicial (PVIs) como la regla de la cadena o la linealidad, o
resultados mas fuertes como el teorema fundamental del calculo [61, Teo. 7.20] (teniendo
en cuenta su cumplimiento salvo en un conjunto nulo).

Resultados de existencia y unicidad

Existen distintos resultados respecto a la existencia y/o unicidad de una solucién para
el PVI, en esta tesis se tomaran en cuenta los dos siguientes.

Teorema 2.1.15. Seaf :I X! R".Sif estal que
.f(;x):1! R" esmedible paracadax 2 X; (2.3)
I.f(t; ): X! R"escontinua paracadat 2] ; (2.4)

y ademas se cumple que

1. f es localmente Lipschitz continua en la segunda variable , esto es, para cada
Xp2 Xexisten > 0y :I! R gfuncion localmente integrable, tales que

kf (t;x) f(t;y)k (Hkx yk
paracadat 2| ycadax;y 2 Brn(Xo; )= fXxX2 R"jkx xok< g X

2. f es localmente integrable en t, es decir, para cada Xg existe una funcion local-
mente integrable : 1! R g tal que kf (t;xo)k (typctt2l.

Entonces, para cada par (;x o) 21 X, existeJ 6 ? conJ | y abierto relativo
al,y existe una solucion al PVI (2.2), con la siguiente propiedad: si :J°! X es
cualquier otra solucion del PVI, donde J° | , entonces necesariamente J° Jy

= enJC Lasolucion se llama solucion maximal del problema del valor inicial
en el intervalo | [30, Teo. 54]. y

Proposicién 2.1.16. Considérense las mismas hip6tesis del Teorema 2.1.15, salvo que
[ ;1) 1 ,y esindependiente de xo, con = 1 (Lipschitz continua globalen 1),
en otras palabras, existe : 1! R g localmente integrable tal que kf (t;x) f (t;y)k
()kx yk,paracadat 2! yx;y 2 R". EntoncesJ =[ ¢;1 ) (intervalo donde existe la
solucién unica) [30, Prop. C.3.8]. y

Las demostracion de estos dos resultados se puede consultar en [30, Apénd. C]. El
Teorema 2.1.15 es basicamente una combinacion del teorema de existencia de Carathéo-
dory [62, Cap. 1, Teo. 5.1], y el teorema de Picard Lindelof [55, Teo. 6.19]. Las condiciones
I., 1.y 1. del Teorema 2.1.15, también se denominan “condiciones de Carathéodory” [62, p.
28], y la condicion 2 es una hipotesis fundamental del teorema de Picard-Lindel6f.

Es importante mencionar que la prueba del Teorema 2.1.15 utiliza el teorema de punto
jo de Banach.

Teorema 2.1.17. [de punto jo de Banach] Sea (X;d) un espacio métrico completo, no
vacio,y sea : X! X unacontraccion ‘. Entonces se cumple:

"Es decir, existe 2 (0;1) R (llamada constante de contraccién) tal que d( (x); (y)) d (x;y) para
cualesquiera x;y 2 X.
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(@) tiene un Gnico punto jo X , es decir, existex 2 Xtalque (x )= x .
(b) Para cualquier xo 2 X la sucesion ( ¥(xo)) converge a x en X, y se cumple que
k

d( ¥(xo0);x ) 1—d( (X0):Xo); donde es la constante de la contraccion ,y X

denota la k-ésima iteracion de parak 2 N, con 9 := idy [55, Teo. 6.3]. y

La prueba del Teorema de Picard-Lindeléf (como se muestra en [55, Teo. 6.19]), con-

sideraY:= C% o : o+ ];R™&, que es un espacio métrico completo con la métrica
inducida por la norma uniforme (kf k; := 2 max ]kf (k) [55, Teo. 5.2], y se trabaja
o ; ot
con la funcion: Z,
Yl Y, 70 ( (1) = Xo+t f(s; (s)) ds; (2.5)

0
buscando Y algin subespacio métrico completo de Y tal que sea unacontraccibneny .
De este modo se puede asegurar que el PVI tiene solucion Unica (correspondiente al punto
jo del teorema) y también se puede hacer una aproximacién de la solucién mediante las
iteraciones mencionadas en el inciso (b). El método de iteraciones en (2.5) se conoce
comunmente como el método de aproximaciones sucesivas de Picard , o iteraciones
de Picard .

Existencia de la solucion del PVI lineal no homogéneo

Sea | R un intervalo. Se considera una funcion A = (a;j) 2 LE (1;R™ ™), (i;j) 2
N n, que por la Observacion 2.1.12 equivale a tomar A 2 M, n(L|1OC(| )), matriz cuyas
entradas son funciones g; : 1! R medibles y localmente esencialmente acotadas. Por
otrapartesea :1! R", =( g;:::; p)talque ;2 L} (1) paratodoi 2 m: Sin pérdida

de generalidad (s.p.g.), se pueden suponer que A 2 My, n(L,loc(R)) y i) 2 L,loc(R) con
la extension trivial. Con lo anterior de nido, se considera el PVI:

W= pWO+ 0 5 (0= x 26)

parte parte no
homogénea homogénea

Cuando (t) =0 paratodot 2 R, el PVI se denomina lineal homogéneo , y en caso
contrario lineal no homogéneo . Para que la multiplicaciéon de matrices “A(t) (t)” tenga
sentido, (t) debe ser elemento de M, 1(R) para cadat 2 R, esto se justica por el
Lema 2.1.11. Con ayuda del Teorema 2.1.15 y la Proposicion 2.1.16 se puede probar lo
siguiente.

Proposicién 2.1.18. EIl PVI en (2.6) tiene solucion Gnicaen el intervalo[; 1) R. y

Prueba. Ver Prop. A.1.6 en la pagina 151.

La matriz de la solucion principal y la formula de variacion de parametros
Se dirige la atencién al caso homogéneo de (2.6):

L) = A() (1); (o) = Xo: (2.7)

8CO([a;b;R") := ff :[a;b]! R" jf escontinuacon lanormaig .
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La Proposicién 2.1.18 asegura que la siguiente funcién * (asociada a la matriz A) esta

bien de nida:
~ R R" I f :R!
Gx) 70 T o)) =1Tt:x):=

donde es la solucién de (t) = A(t) (1);

%”j es LACg
() si t2[;1) (2.8)
( t) si t2(1 ;);
()=xy de ()= A( t) (t); (0)= x.

De este modo { t; o;Xo) es la solucién de (2.7) extendida (a través de ) a todo R.
Por otro parte, el siguiente PVI esta estrechamente vinculado al problema en (2.7):

X(t)= AOX(1); X()=1

donde | es la matriz identidad en R" " y X es una matriz de n

(2.9)

n funciones de R en R.

Corolario 2.1.19. EI PVI en (2.9) tiene solucion unicaen el intervalo[; 1) R. y

Prueba. Ver Prop. A.1.7 en la pagina 153.

El Corolario 2.1.19 asegura que la siguiente funcién esté bien de nida:

R I'f :R! R""™j esLACg;

donde acada 2 R se le asocia lafuncion ( t;

o)M= 0n);

) correspondiente a la solucién Gnica del

(2.10)

PVI (2.9), de nida en todo R por el mismo argumento que en (2.8).

Ahora considérense los siguientes n PVIs:

A(t) 1(1);

=(t)

A(t) n(1);

(1)

donde cada g es el vector canénico en R". La solucién de cada problema en (2.11) es

Tt :ei)parai2n.

todo i 2 n, se usa la siguiente convencién de notacion:

. v
[Vi i vp] = :

va
Ahora se de ne la funcién

R ! f R

V(=6 )=[Ttse) i Ttsen)

) es la matriz cuyas columnas son las soluciones de cada PVI en (2.11). Se

es decir, ( t;
observa que

() = e
(2.11)
n() = én;
Vag VM convi = (Vi;vhiiiivih) para
Vi
2 Mp n(V): (2.12)
Vi
N
R"j esLACg (2.13)

(t)=[%te) i tten)l=[AMT e (i ADT L e
=AWt e : Tt en)l= AW (L ):
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Asi, se cumple que (t; )= A(f)(t; )yademascomo ( ;;e ;)= g paratodo
i2n,setieneque ( ; )=[ei1e :::e]=1,porlotanto ( t; ) satisface el mismo PVI
gue en (2.9), y por la unicidad de su solucién se concluyeque (t; )= ( t; ), esdecir,la
funcién de nida en (2.10) y correspondiente a la solucion de (2.9) es igual a la funcion

de nida en (2.13) . Lo anterior dirige al siguiente resultado que relaciona (2.7) con (2.9).

Corolario 2.1.20. ( t; )Xo es la solucion del PVI homogéneo en (2.7). y

Prueba. Como ( t; () es la solucién del PVI en (2.9), se tiene que
£ 0=AMCL 0 ( ov 0)=1) ((t o)xo)=AM)(t o)Xo; ( 05 0)Xo= Xo:

Este Gltimo PVI es de la forma (t) = A(t) (t) con ( o) = Xg, por lo que es el mismo PVI
gue en (2.7), y por la unicidad, se concluye que ( t; )Xo es la solucién (2.7).

A raiz de este ultimo resultado, a en (2.13) se le denomina soluciéon (o matriz)
fundamental asociadaa A [30, Apénd. C], matriz de la solucién principal  [63, Cap. 3],
0 matriz especial fundamental [64, Cap. 3].

Proposicion 2.1.21. La solucion del PVI lineal no homogéneo: (t) = A(t) (t)+ (t) es
Z t
M=(1t oxo+t  (ts) (s)ds (2.14)

0

y se denomina formula de la variacion de parametros . y

Prueba. Ver Prop. A.1.11

La serie de Peano-Baker y la matriz exponencial del caso invariante en el tiempo

Arriba se argumenté que es posible aproximar la solucién (t) de un PVI que cumpla
las hipétesis del Teorema 2.1.15 con el método de iteraciones de Picard, aplicando este
método al PVI lineal homogéneo descrito en (2.9), se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.22.  Si X K(t) es la k-ésima iterq;gi()n de Picard del PVI en (2.9), dada por

la sucesion recursiva: X 0(t) = 1, XK1 (t)= I + 'A(s)Xk (s)ds, entonces
Li(t) = XX(t) 8k2N; (2.15)
i=0
2.2, Zg
donde I o(t) := | y I (t) := D A(s1)A(S2) :i:A(sk) dsg :::dspdsy, k2 Nso:

y
Prueba. Ver Prop. A.1.12 en la pagina 157.

De esta Ultima proposicién se sigue que la solucion principal ( t; ) (en una vecindad
alrededor de ), se puede expresar mediante la serie que resulta de tomar los limites al
in nito en (2.15):

ps
()= Im X*)= (& ): (2.16)
k=0 '
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La serie en (2.16) se denomina serie de Peano-Baker, y es una manera un poco mas
explicita de expresar . Mas sobre esta serie se puede consultar en [66] o [30, Apénd. C],
el interés para esta tesis esta en el caso invariante en el tiempo, cuando A 2 R" ",

Proposicion 2.1.23. SiA 2 R" " entonces, ( ; )= e )Aparatodo ; 2 R, donde
t3
3!

tk Rk
A3+:::+EA"+:::= —AK; 8t2R: (2.17)
) k=0

tZ
f = +tA + EA2+

En particular, la matriz e®” = €A se denomina matriz exponencial [30, Ej. C.4.1.€)]. vy

Prueba. Ver Prop. A.1.13 en la pagina 157.

Corolario 2.1.24. Si A 2 R"™ ", entonces la solucién del PVI no homogéneo en (2.6), es
decir,de (t)= A ()+ (1); ( o) = Xo, €S
VA t
()= et Axg+ et 94 (5)ds: y

0

Prueba. Este resultado se sigue de forma inmediata de la formula de variacién de para-
metros en (2.14) y la Prop. 2.1.23.

2.2. Teoriadel control: de sistemas generales a sistemas linea-
les e invariantes en el tiempo de dimensién nita

Esta seccidn sera la base para poder explicar las relaciones entre sistema, caja negra
(comportamiento), respuesta al impulso, producto convolucion y funcién de transferencia.
Casitodas las de niciones propias de la teoria del control que se enuncian en esta seccion
(y en secciones posteriores) provienen de [30], ademas, varias de las proposiciones mas
importantes para esta tesis respecto a los sistemas LIT son ejercicios del libro de Eduardo
Sontag (las pruebas se trasladaran al Apéndice A).

2.2.1. De niciones béasicas

De nici6n 2.2.1. Unsistema o maquina =( T;X;U; ) consta de:
1. (T;+) subgrupo de (R;+) conla sumausual. T se denomina conjunto de tiempo
2. un conjunto X 6 ?, llamado conjunto o espacio de estados de

3. un conjunto U & ?, llamado conjunto o espacio de valores de entrada (o de con-
trol) de ,y

4. unafuncion :D ! X llamada funcién de transicién , donde
! ©
26D °% (;ix!)j; 2T; cx 2x;12ub)
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gue cumple las siguientes cuatro propiedades:

I. No trivialidad. Paracadax 2 X existe almenosunpar ; 2T, < ,yexiste
I 2 UL ), tal que ! es admisible para x, es decir, (; ;x;w )2 D :Si! es
admisible para x también se dice que el par (x;! ) es un par admisible .

Il. Restriccién. Si! 2 Ul' ) es admisible para x, entonces paracada 2 [; ),

la restriccion ! = ! j;. y es admisible para x y la restriccion ! , := !j;. ) es
admisible para (; ;x;! 1).
n. Semigrupo. Si ;; 2T, < < ,1;2Ub) 1,2U6 ) yx2 Xson

talesque (;;x;! 1)=x1y (;;x 1;!2) = Xp, entonces la concatenacion
1, 1,2 Ul ) de nida como

Sl siot2 )

cUB ) Ul Ul ) () THE L T (t) = Lo(t) si t2[; )

es admisible paraxy (;;Xx;! 1 !2)= X». Portanto

Goxtor )= (Gs Goxt it = (Gx nl2)= xe
Se conviene que ! = I := 1, paracualquier! 2 Ul: ) donde es el
conjunto cuyo Unico elemento es el vacio, es decir = f?g.
Iv. Identidad. Paracada 2 T ycadax 2 X, el conjunto := f?2g= Ul ) es
admisible paraxy (;;%x; )= x[30, Def. 2.1.2]. y

De nicibn 2.2.2. Sea =( T;X;U; ) un sistema.
! ©
(@) escompleto siD = (::x;! )j: 2T: x 2 Xt 2ub ),
(b)  esun sistema con salidas , si existe

I. un conjunto Y denominado espacio de valores de salida vy
Il. unafuncionh: T X! Y denominada funcion de lectura de salida
(c) es invariante en el tiempo si para cualesquiera! 2 Ul ), x 2 X'y 2T,

tales que ! es admisible para x, entonces la traslacion T ! 2 ul +: * ) con
T I():="(t ), es admisible paraxy (;;:;x;! )= ( +; + ;x5 T!):
Un sistema con salidas invariante en el tiempo  constade sistema invariante en
el tiempo, donde ademas la funcién de lectura de salida h( ;x ) no depende de

(d) El sistema inicializado es el par ( ;Xg), con Xg 2 X elemento jo, denominado
estado inicial (la misma de nicién aplica para un sistema con salidas).

(e) Cuando T = Z, se dice que el sistema o comportamiento (ver Def. 2.2.3 mas ade-
lante) es de tiempo discreto o0 simplemente discreto . y

9Sif es una funcién, “D+ " denota el dominio de la funcién f como subconjunto de algan conjunto conocido.
Por otra parte, se recuerda que si A; B son conjuntos, se de ne B = ff A B jf esfunciéng, por lo
que Ul ) es el conjunto de todas las funciones cuyo dominioes[; ):= f 2T j < gy codominio
es U.



2.2. TEORIA DEL CONTROL: DE SISTEMAS GENERALES A SISTEMAS LIT 23

Estas de niciones '° buscan caracterizar un sistema a través de “estados” que cam-
bian en el tiempo, en respuesta a una entrada o control ! 2 Ul: ) y mediante la funcién
de transicion . La Figura 2.1 busca ilustrar como opera , y como un sistema cambia
mediante entradas o controles ! .

Figura 2.1: Modo de operar de la funcion de transicion de un sistema =( T;X;U; ),
se busca ilustrar el axioma de identidad (verde) y el axioma de semigrupo (rojo). Abajo a
la derecha se sefiala como el primer argumento de es el tiempo nal |, el segundo el
tiempo inicial , el tercero es el estado x 2 X al tiempo inicial ,y el cuarto es el control
gue se aplica al tiempo inicial , con duracién . De esta forma el estado nal x» al
tiempo es (;;x;! 1 12).

Por otra parte se tiene la caracterizacion de sistema como “caja negra”, es decir, un sis-
tema (como el de la Def. 2.2.1) con salidas, en el que (en principio) no es posible conocer
sus estados, pero si es posible registrar su comportamiento entrada/salida (input/output).
La caja negra en cuestion, se denominara comportamiento.

De nicion 2.2.3. Un comportamiento =( T;U;Y; ) consta de:

1. un conjunto de tiempo T,

2. un conjunto U & ?, llamado conjunto o espacio de valores de entrada (o de con-
trol) de

3. un conjunto Y & ?, llamado conjunto o espacio de valores de salida de ,y

4. unafuncion :D ! Y, llamada funcion de respuesta , donde

! -~ .©
D (;;!)j; 2T; 20l
y donde se cumple la propiedad de restriccion :si(; ;! )2 D , entonces
(! p2D 8 20 I
Para cualquier ; 2 T jas, se tiene la siguiente convencion - (') := (;;! )
[30, Def. 2.2.4]. y

De nicion 2.2.4. Sea =( T;U;Y; ) un comportamiento.

0sontag menciona que en el contexto de la ciencia de la computacion, donde el sistema es discreto y X, U
tienen cardinalidad nita, el sistema se denomina autémata, y si existe un espacio de salidas Y se denomina
magquina secuencial. Estos conceptos nacidos de la CC “proporcionaron gran parte de la motivacién original
para el desarrollo de los conceptos basicos de la teoria de sistemas” [30, p. 33].
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! ©

(@) escompleto siD =|(;;! Yis 2T, o2ub )
(b) esinvariante en eltiempo siparacada(;;! )2D ycada 2T, setieneque
(+; +;T7TH2Dy "7 (T H= (). y

Dado un comportamiento con funcién de respuesta , es natural considerar no solo el
valor de salida nal ante unaentrada ! 2 Ul: 1 (proporcionado por la evaluacion (; ;! ))
sino toda la funcién de salida, la siguiente de nicién considera este caso de interés.

De nicion 2.2.5. Dado un comportamiento , se de ne la funcioni/o o funcién de sali-
dade como

_ [

D ! YOIty T Gt = M (i) [30, Obs. 2.2.2]:
La relacion entre la funcion de respuesta vy la funciéni/oes: ' (!) = (; ;1 )( )i De
manera similar a la funcion de respuesta, se conviene la notacion ' (1) := (;;! ).
Cuando el contexto sea claro, se denotara simplemente (! )(t) := 7O’t(! (). y

Figura 2.2: Modo de operar de un comportamiento = ( T;U;Y; ). Una entrada o control
I 2 Ul ) es transformada por y da lugar a la funcién de salida * (!).

Las ultimas dos de niciones basicas que se mencionan, relacionan un sistema inicia-
lizado con un comportamiento

De nicibn 2.2.6. Sea ( ;Xg) un sistema inicializado con =( T;X;U; ).

(a) El comportamiento i/s (input to state) del sistema ( ;Xg) es el comportamiento
=( T;U;X; ) (eneste caso Y = X), cuya funcion de respuesta esta de nida en
la proyeccion f(; ;! )j(;:X 0;!)2D g, donde * (1):= (;:x o;!).

(b) Si  es un sistema con salidas en Y, conh : T X ! Y funcién de lectura de
salida. El comportamiento del sistema inicializado ( ;Xo) (denotado  ,), es el
comportamiento ., = (T;U;Y; ); cuya funcion de respuesta se de ne como

D ! Y. (st) 7t ()=h (x ool (2.18)
dondeD f (;;! )j(;:;x0!')2 D g Asi, eslafuncion de respuesta del
sistema inicializado ( ;xg)*? [30, Def. 2.2.4]. y

1Méas adelante se vera que en un sistema/comportamiento LIT (ya sea discreto o continuo) = (1) =
" (Yji. y)= 7 () =0, porlo que en este caso se convendra (; ]como el dominio de .

12 a propiedad de restriccion de la funcién  del sistema  garantiza la propiedad de restriccién de la
funcién de respuesta  del comportamiento .



2.2. TEORIA DEL CONTROL: DE SISTEMAS GENERALES A SISTEMAS LIT 25

Observacion 2.2.7. Todo sistema = ( T;X;U; ), es un sistema con salidas en Y = X,
con funcion de lectura de salidah : T X! X denidacomo h(;x):= (;;x; )=
X (por el axioma de identidad). Al considerar el comportamiento ., del sistema ini-
cializado ( ;Xp) con salidas en Y = X, la Denicién 2.2.6 2, muestra que * (!) =
h(; (;xo!)= (55 (ixoll); )= (;;x 0;!): Portanto, todo comportamien-
to i/s, es el caso particular de un comportamiento .4, de un sistema inicializado ( ; Xo).
Se subraya como todo sistema inicializado se puede ver como un comportamiento me-

diante (2.18). y
Funcién Caracteristicas
D I X Asociada a un sistema . Ayuda a describir al sistema
(de transicion) a través de cambios de estado en el tiempo.

Asociada a un sistema con salidas . A partir de ella
se puede de nir la funcion de respuesta  del com-
h'T X1 y portamiento  .x, (del sistema inicializado con sali-

' o das ( ;X)) mediante - (') = h(; (;;x o0;!)):
(de lectura de salida) Todo sistema es un sistema con salidas en Y = X con
h( ;x) = X,y en este caso el comportamiento asocia-
do ., se denomina comportamiento i/s.

D 1Y Asociada a un comportamiento . = (!) 2 Yes el
(de respuesta) valor de salida al tiempo , ante la entrada ! 2 Ul: ).
_ [ | Asociada a un comportamiento . ¢ (1) 2 YI: les

:D ! Yi 1 toda la funcién de salida en respuesta a la entrada
12 ubi ),

(de salida o funcion i/o)

Tabla 2.1: Aspectos importantes sobre las funciones ;h; vy

2.2.2. Sistemas lineales de tiempo discreto e invariantes en el tiempo

A menos que se sefiale lo contrario, en lo que resta de la seccion los espacios vecto-
riales mencionados se suponen sobre R.
Sea =( Z;X;U; ), sedenelafuncion P (asociada a la funcion ) como

P: E ! Y, (txu) 71 P(xu):= (t+1;tx!4); (2.19)

donde E= f(tx;u)2Z X Uj(t+1:tx;! ) 2D g ydonde!, 2 U9y es tal que
I u(t) = u'®. La funcién P se denomina funcion de transicion al siguiente estado

De nici6n 2.2.8. es un sistema lineal de tiempo discreto  (sobre R) si:

3Mas adelante se abusara de la notacién u(t) = ! (t).
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1.escompleto, 2. Xy U son espacios vectoriales,y 3.paracadat 2 Z, lafuncion
P(t; ;):= (t+1;t ;) eslineal.

El sistema con salidas es lineal si ademas: 1. Y es un espacio vectorial, y 2. h(t; ) es
lineal para cadat 2 Z.

El sistema es de dimensién nita si los espacios U y X lo son, asi como Y para un
sistema con salidas. La dimension del sistema es la dimensién de X. [30, Def. 2.4.1] vy

Observacion 2.2.9. Sea lineal de tiempo discreto, como el sistema es completo y
P(; ;): X U! Xeslneal, se puede de nir

P(t;x;u) = |3(t'z;0?+ |3(t'20; ? = A(D)[x]+ B(t)[u] 12 A(t)x+ B(t)u 8t2 Z: (2.20)

= A(1)[x] =: B (t)[u] Notacién

Para con salidas enY, como h(t; ) eslineal paracadat 2 Z, ademas se de ne

h(t;x) := C(t)[x] 12} C(t)x: (2.21)

Notacion

Se usard la expresion “el sistema (A(t); B(t); C(t))”, para denominar al sistema lineal
(con salidas) discreto cuya funcion P es (2.20) y h es (2.21). Si el sistema es invariante en
el tiempo, entonces P (t;x;u) no depende de t (P (t;x;u) = P(x;u)), por lo que A(t); B(t)
y C(t) son constantes y se trata de un sistema (A;B; C).

Si X, U y Y tienen dimensién nita, se conviene usar n;m;p 2 N tales que n =
dim(X), m = dim(U) y p = dim(Y). Dado que en cualesquiera dos espacios V, W con
dim(V) = my dim(W) = p se cumple que L(V;W)* = RP ™ (isomor smo lineal) [67,
Teo. 3.3], entonces A(t), B(t) y C(t) se pueden identi car como matrices paracada t 2 Z.
Si el sistema es invariante al tiempo y X, Uy Y tienen dimensién nita, entonces A 2 R" ",

B2R" MyC2RP M y
Notacion 2.2.10. Si! 2 Ul' ) se convieneque!j :=!j, yparatodo 2[; ) Z. vy
De nicion 2.2.11. es un comportamiento lineal discreto  (sobre R) si:

1. es completo, 2.Uy Y son espacios vectoriales, 3.paracada ; 2 Z tales que

,setieneque ' ()=0ylafuncibn ' eslineal,y 4.paracada ;; 2 Z,
< < y cada entrada! 2 Ul" ), ocurreque * (0 !)= = (!);donde O es la
entrada idénticamente igualaOen [; ) [30, Def. 2.4.3]. y

Proposicién 2.2.12. Si es un sistema lineal de tiempo discreto, entonces el comporta-
miento del sistema inicializado .o es lineal [30, Ej. 2.4.4]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.15 en la pagina 159.

Observacion 2.2.13. Sean ; 2Z, < ,U,Y espacios vectorialesy! 2 Ul ).
Supéngase que paracadaj 2 [; ) existe * :UI )1 Y funcién lineal.
La imagen directa de [j; ) bajo! eselconjunto! ([j; )= fl()2Uj 21]; )a,
entonces, paracadaj 2 [; ) se de ne la funcion

By t@ o) Y Y t() 7 &= F It 0j.g)

BL(V;W):= fT:V! W T eslinealg:
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donde! (j):=!( )paratodo! () 2! ([j; )). Se debe tener en cuentaque !j =
y! = | := | paracualquier 2 [; ).Lalinealidad de ! garantiza que A |
también es lineal y se usa la notacion & ! ( ):= & [! ( )] y

Proposicion 2.2.14. Si es lineal, entonces existe una familia Unica dg funciones lineales
ANj;ij 22, i>] talesqueparacada ; 22, < , ¢ (1)= _*Mji(j)para
todo! 2 Ul' ) [30, Ej. 2.4.5]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.16 en la pagina 159.

Lema 2.2.15. Sea =( Z;X;U; ) un sistema lineal. Entonces paratodo ; 2 Z, <
ytodo! 2 UL ) y02 UL ) funcién ceroen[; ), se cumple que

20t 0 = AC DA( 2):nA( +DB()( )

donde se usa la notacion A( 1)A( 2):= A( 1) A( 2), 1, 22 [; )ylasfuncionesA;B
son las mencionadas en la Obs. 2.2.9. y

Prueba. Ver Prop. A.1.17 en la pagina 160.

Proposicién 2.2.16. Si y son lineales, entonces

o= 0 A :§ CB() sii=j+1;
0 ' CiHA(G DA 2):::A( +1)B(j) enotrocaso

en términos de las funciones lineales de la Prop. 2.2.14 [30, Ej. 2.4.6]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.18 en la pagina 161.

Proposicion 2.2.17. Sea un comportamiento lineal de tiempo discreto. Considérese la
familia de funciones lineales fAJij :U! Yji>j gpresentada en la Proposicion 2.2.14.
Entonces, es invariante en el tiempo si y solo si existe un conjunto de funciones lineales
fA:U! Yjk2 Nsopgtal que

A=A 8i>j; [30, Ej. 2.4.7]: (2.22)
Prueba. Ver Prop. A.1.19 en la pagina 162.

De nicién 2.2.18. La sucesion de funciones lineales en (2.22):
A=fAg:U! Yjk2 Nsqg;

se denomina respuesta al impulso (RI) del comportamiento o del comportamiento .o
de un sistema inicializado ( ;0) segln sea el caso.

Dado un comportamiento , si existe un sistema inicializado ( ;0) tal que .=
se dice que realiza el comportamiento o equivalentemente esrealizado por . vy

Al estudiar un comportamiento o sistema discreto invariante en el tiempo, la invariancia
permite s.p.g. considerar Unicamente controles de la forma! :[0; )! U,con 2 Nsg,
yaque * ()= % (T )paratodo; 2T, ytodo :[; )! U.
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De nicion 2.2.19. Sean U, Y espacios vectoriales, H = (H(k)) = (Hk), k 2 Nsg una
sucesion de funciones lineales H, : U! Y,y! :[0; )! Uunafuncién con 2 Nsg. Se

de ne el producto convolucion (lineal) de H y ! , denotado “H ! ”, como
L(U;Y)N=0 yl%) 1 vt )
K1

(H:1) mo(H D)= HE H)HG):

i=0

Cuando U = RMy Y = RP, H es una sucesién de matrices, ya que L(R™;RP) = RP M
(ver Obs. 2.2.9), este Ultimo caso es el mas relevante para esta tesis. y

Observacion 2.2.20. De las proposiciones 2.2.14 y 2.2.17 se sigue que en un comporta-
miento LIT discreto con RI A = (A(k)), k 2 N>o, unaentrada! :[0; ) ! U produce un
valor de salida

X1. X1
"= Rith= AC DHG=(A D)

i=0 i=0

por tanto, teniendo en cuenta la De nicién 2.2.5 de funcién i/o (o funcién de salida), se
concluye que para toda entrada ! 2 UN, la funcion de salida es

7(') . N>0 | Y

t 7! 7(' )(t) = O;t(! j[O;t)) =(A 1)(1): (2.23)

2.2.3. Sistemas lineales de tiempo continuo e invariantes en el tiempo

Sontag [30, Sec. 2.6] menciona que se busca de nir sistemas gobernados por la ecua-
cion diferencial: x = f (t;x;u)*°, donde u 2 U espacio métricoy x 2 X R" abierto. La
primer di cultad que surge es que no se puede tomar cualquier f, pues se necesita que
exista la solucion para condiciones iniciales arbitrarias, asi como la posibilidad de admitir
controles localmente esencialmente acotados y medibles (en el caso lineal, de manera
mas general, se podran admitir controles localmente integrables). Todo lo anterior motiva
la de nicion de “lado derecho” ( right-hand side) que cobrara mayor sentido en las propo-
siciones 2.2.22, 2.2.23 y se apoya en todo lo expuesto sobre EDO en §2.1.2.

De nicién 2.2.21. Sea X R" abierto y U un espacio métrico. Un lado derecho (LD)

conrespectoa X yUesunafuncionf :R X U! R" que se puede obtener de la si-
guiente forma: debe existir otro espacio métrico S, asi como funcionesf€:S X U! R"
y RS talesquef (t;x;u) = & (t);x;u),y las siguientes propiedades se cumplen:

1. s; ;u) es de clase C! para cada s;u, 2.y laderivada parcial de f€respecto a su
segunda variable (denotada f§) son continuasenS X U, 3. 2Lt (R;S) [30, Def.

loc

2.6.1]. y

Proposicion 2.2.22. Cualquier LD cumple la siguiente propiedad: para cualquier ; 2 R,
<, cualquier! 2 UL ) medible y esencialmente acotada, y cualquier xo 2 X, existe

5|ntuitivamente, esta ecuacion se puede interpretar como la a rmacién: “los cambios de estado del sistema
en el tiempo dependen Unicamente del tiempo t, los estados x del sistema y los controles u del sistema”.
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J | =]; Jtalque 2 J,J es abierto relativo a | , y existe una solucién Unica y
maximal del PVI (t) = f(t; (t);! (t)); ( )= Xo[30, Lema 2.6.2]. y
Bajo las condiciones de la Proposicion 2.2.22, para el caso en que J = |, se dir4 que

I es admisible para Xxg. A continuaciéon se mostrara como esta de nicién de “control (o
entrada) admisible” coincide con la dada en la De nicién 2.2.1.

Proposicién 2.2.23. Seaf un LD, y sea

| ©
D= (::x! )] x 2 X;1 2 UL ) es admisible para x
En este conjunto sedene (;;x;! ):= ( );donde (t) es la solucion (Gnica) del PVI
{t) = f(t; (t);!(t)); ()= x evaluada en ,y que estd denida en [; ] Entonces
i ==( R;X;U; ) esunsistema [30, Ej. 2.6.3]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.20 en la pagina 162.
De nicion 2.2.24. La Proposicidon 2.2.22 justi ca las siguientes de niciones.

(a) Un sistema de tiempo continuo o simplemente sistema continuo (sobre R), es un
sistema del tipo : dondef esunLD.  se puede llamar “el sistema x = f (t;x;u)”,
y a f se le puede llamar “el lado derecho de . También se dice que f es una
descripcion local en el tiempo  de  [30, Def. 2.6.4].

(b) Un sistema continuo con salidas es un sistema con salidas cuyo sistema subya-
cente es un sistema continuo, Y es un espacio métrico, y donde la funcién de lectura
desalidah:R X! Yescontinua [30, Def. 2.6.5].

(c) Seak 2 Nsg[flg . Un sistema continuo de clase CX es un sistema continuo
donde U es un abierto de R™, para algdn m 2 N, y en el cual S y f pueden
elegirse de modo que S es un abierto de un espacio Euclidiano y f€ es de clase
CKk.Si  es un sistema con salidas, se requiere en adicién que Y sea un abierto de
un espacio Euclidiano RP, con p 2 N>, y que h(t; ) sea de clase C* para cada
t [30, Def. 2.6.6]. y

Se busca de nir un sistema lineal continuo como un sistema deltipo ¢ = (R;X;U; )
con X = R"yU = R™, donde f (t; ;) es lineal paracadat 2 R y ademas f (;x;u) 2
LL.(R;RM) para cada (x;u) 2 X U. Entonces, de manera analoga al caso discre-
to (Obs. 2.2.9), f(t; ;) = f(t; ;0)+ f(;0; ), y asi f(t;x;u) = A(t)x + B(t)u, donde
f(t; ;0)= A()2 My n(LE(R) YF(0;) = B() 2 My m(Li(R)). Sin embargo, para
gue esta de nicion “esté bien de nida”, es necesario veri car el converso, es decir, dada
una funcionf : R R"™ RM™! R" conf(t;x;u) = A(t)x + B(t)u, A 2 M n(LL.(R))
yB 2 My m(Lﬁ)C(R)), ¢ées cierto que f es un lado derecho? La siguiente proposicion

muestra que la respuesta a esta pregunta es a rmativa.

Proposicién 2.2.25. Sean m;n 2 N, X := R", U := R™, Asimase que f (t;x;u) =
A(t)x + B(t)u; donde A 2 M, n(LE(R)) Yy B 2 My m(Li(R)). Equivalentemente, f :
R X U! Xeslinealen (x;u) paracadat ja,y es localmente esencialmente acotada

ent para cada (x;u) ja. Entonces f es un LD con f€de clase C! [30, Ej. 2.7.1]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.23 en la pagina 164.
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De nicién 2.2.26. Un sistema continuo ¢ eslineal (y de dimension nita, sobre R) si
es de clase Cl y:

1.X=R"yU=R™, y2.sudescripcion local en el tiempo satisface que f (t; ; ) es
lineal para cadat 2 R.

Un sistema lineal continuo con salidas  cumple ademas que: 1. Y = RP, y 2. h(t; )
es lineal para cadat 2 R.

La dimensién de es la dimensién de X [30, Def. 2.7.2]. y

Observacion 2.2.27. Al igual que el caso discreto (Obs, 2.2.9), se utiliza la expresion “el
sistema (A(t); B (t); C(t))”, para denominar al sistema lineal (con salidas) ¢ continuo con
lado derecho f (t;x;u) = A(t)x + B(t)u y funcion de lectura de salida h(t;x) = C(t)x.
Si el sistema es invariante en el tiempo, se tiene un sistema (A; B; C) con lado derecho
f (x;u) = Ax + Bu y funcién de lectura de salida h(x) = Cx,paraA2 R" "B 2 R" My
C2RP M y

Proposicion 2.2.28. ¢ Todo sistema lineal continuo es completo respecto al conjunto

Ademas, para cualquier ; 2 R, < secumpleque (;; ;):X LY[; LR™M! X
es lineal'®. y

Prueba. Ver Prop. A.1.25 en la pagina 168.
De nicion 2.2.29. Sea =( T;U;Y; ) un comportamiento.
(&) esun comportamiento de tiempo continuo 0 simplemente continuo  si:
1.T = R, 2.U;Ysonespacio métricosy 3.paracada < el dominio de
esunabiertode L ((; );U),y ° es continua [30, Def. 2.6.9].

(b)  es un comportamiento lineal continuo  (sobre R), si:

1. es completo (con respecto a los controles esencialmente acotados), 2. U= R™

yY=RP, 3. paracada; 2R, , * ()=0ylafuncibn : esun ope-
rador lineal (acotado), y 4. para cada ; ; 2 R,ycada! 2 LY (; );R™
ocurreque - (0 !)= - (!);donde O es la enterada idénticamente igual a 0 en

[; ) I[30, Def. 2.7.7].

(c) Sea un comportamiento lineal continuo, se dice que es un comportamiento
integral si existe una funcién medible (llamado kernel) y localmente esencialmente
acotada )

K:f(; )2 R?j g! RP ™: tal que (2.24)

18Esta Proposicién engloba dos ejercicios del libro de Eduardo Sontag [30, Ej. 2.7.3, 2.7.5 a)], y un Lema
demostrado en el mismo libro [30, Lema 2.7.4]. R

" También se puede de nir Li. (R;R™) = ff :R! R™ | (ap) Kf (Dkrm dt < 1 paratodo[a;b]  Rg,
y esta de nicion es equivalente a la dada en la Proposicion, esto quedara justi cado por el Lema 2.3.12 (b)
paginas mas abajo.

BAvecessetoma! 2 Ul Jobien! 2 UU ), esto se justi ca ya que se trabaja con espacios LP y existen
isometrias biyectivas entre los espacios normados LP([; ), LP((; D1, LP((; ) yLP([; D.
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Z
C ()= K(:s) (s)ds 8; 2R; ;8 2L (; );RM [30, Def. 2.7.8]:

(2.25)

Observacion 2.2.30. Sea ; = (R;X;U; ) =(R;R";R™; ) un sistema lineal continuo
conLD f (t;x;u) = A(t)x + B(t)u.

Considérese el caso donde el sistema : es un sistema con salidas en Y = RP, enton-
ces se tiene que C(t)( ) := h(t; ) : R™ ! RP, donde h es la funcién de lectura de salida.
En este escenario, se considera ., = (T;U;Y; ), el comportamiento del sistema ini-
cializado ( ;Xp) para algin xo 2 R", donde la funcién de respuesta es

CM=hGGaxt )= C0) Gaxt )=c() ()
=C()( ; Mo+t C()( ;s)B(s)! (s)ds: (2.26)

Donde (2.26) se cumple por la formyta de variacion de parametros (Prop. 2.14).

Sixg = 0, entonces * () = ( )({i
K(is)
la condicion (2.25) de ser comportamiento integral (donde ademas se admiten controles

localmente integrables), sin embargo, no es tan inmediato (en comparacion con la Prop.

S)B(S?! (s)ds. por lo que .o cumple

2.2.12) asegurar que si  es un sistema lineal continuo, entonces .o €s un compor-
tamiento lineal continuo, la justi cacién de esta Ultima a rmacién se encuentra en [30, p.
46], por lo que se asume este resultado. y

Proposicion 2.2.31. El kernel K de una comportamiento integral esta determinado de
manera Unica salvo un conjunto de medida cero [30, Ej. 2.7.9]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.31 en la pagina 171.
Proposicién 2.2.32. Si ; eslineal continuoy es integral, entonces
0= 0 K=cm(t )B() pet(t )2R4t

Por lo tanto, el comportamiento integral  es realizable, si y solo si existen matrices
A(t); B(t) y C(t) tales que las condiciones de arriba se cumplen'® [30, Ej. 2.7.10]. y

Prueba. Ver Prop. A.1.32 en la pagina 171

Proposicién 2.2.33.  Un comportamiento integral es invariante en el tiempo si y solo si
existe una matriz de funciones localmente esencialmente acotadas

K2LL(R o;RP ™); talque K(t; )= K(t )pct  t [30,Ej 2.7.11]. (2.27)
Prueba. Ver Prop. A.1.33 en la pagina 172.

Observacion 2.2.34. En adelante se trabaja con sistemas inicializados en 0. En esta tesis
siempre se usara el término “comportamiento LIT continuo” como sinénimo de “comporta-
miento integral e invariante en el tiempo”. Cuando se hable de un “comportamiento LIT” se

1%S0lo se considera el caso para t , aungue también se puede considerar el caso generalt 2 R dado
que ( t;s) estade nida p.c.t. (t;s) 2 R2.
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habla de un comportamiento LIT continuo o discreto. También en adelante solo se consi-
deran sistemas o comportamientos LIT de dimension nita, siempre con X = R", U= R™
yY=RP, y

Observacion 2.2.35. De forma analoga al caso discreto, la funcion K 2 LL (R o;RP ™)
en (2.27) se denomina respuesta al impulso del comportamiento LIT contlnuo , 0 del
comportamiento .o asociado a un sistema continuo ( ;0) LIT segln sea el caso.

De las Proposiciones 2.2.28, 2.2.33, y la De nicién 2.2.5 de funcién de salida, se sigue
que para un comportamiento LIT continuo, una entrada ! 2 L([0; ];R™) produce la
funcién de salida

“(1): [0; ]! szt

t 7)) = (o) = oK(t 5! () ds: (2.28)

Aligual que en el caso discreto, se trata de una convoluciéon (continua), de la respuesta al

impulso K con! , denotada “K ! " donde K se exitende trivialmente a R (en la siguiente
seccidn se abordara con detalle esta operacion). Por tanto, la funcion de salida : Rsg!
RP es la convolucién de la entrada con la respuesta al impulso, es decir (! )= K . vy

2.3. Convolucion, impulso, respuesta al impulso y la matriz de
transferencia

Lo mencionado en esta seccidn se apoya en [30,55,68-72].

2.3.1. Lasucesion de Markov A, = CA KB y comportamientos UBIBO

Las Observaciones 2.2.20 y 2.2.35 muestran que hay una relacion estrecha entre los
comportamientos discretos y continuos LIT, pues en ambos casos su funcién de salida
se caracteriza por un producto de convolucién de la Rl y la entrada. La relacion es aun
mas estrecha si se consideran comportamientos realizados de dimension nita.

Corolario 2.3.1. Sea .o el comportamiento de un sistema LIT discreto (A;B;C), y sea
un comportamiento LIT discreto con RI (Ax), k 2 N-g. Entonces realiza (es decir
0= )siysolosiAx; = CAKB paratodok 2 N. y

Prueba. Usando la Proposicion 2.2.16, y tomando en cuenta que las matrices A, B y C
son constantes, si k = jeconj 2[; ) Z entonces

Ac=Nj=COAC DA 2::AG+1B()= C AA;:A B = CAk IB:
j  1productos

) (Aks1)=(CAKB); 8k 2 N: (2.29)
Para el caso continuo se tiene un resultado analogo.

Corolario 2.3.2. Sea . el comportamiento de un sistema LIT continuo (A;B;C), y sea
un comportamlgento LIT continuo conRIK 2 LE (R o;RP ™). Setieneque o= si

ysolosiK(t)= " ; OCAJBtJ pct.t2R o y
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Prueba. De la Propr’)osmlon 2.2. 32 y el Corolario 2.1.24, se sigue que .o = Siy solo si
K(t)= Ce”B = 0CAB p.ct.t2 R o. Por lo tanto,
xR i R tl
K (t) = CA! B = Ajs15 PCLE2 R o (2.30)

es la Rl del comportamiento asociado al sistema (A;B;C) LIT continuo, donde Ay+1 =
CAkB

Nétese la similitud entre (2.29) y (2.30), en ambos casos aparece la sucesion de Mar-
kov A1 = CAKB, k 2 N. Una sucesiéon de Markov es una sucesion en el espacio de
Banach RP ™ (sucesién de matrices), con la norma mencionada en §2.1.1:

kk:RPM™I R o A7! max KAX k20: (2.31)
fx2RM jkxk=1g

Los Corolarios 2.3.1 y 2.3.2 muestran que la teoria para la realizacion de sistemas
LIT de dimension nita “se reduce al mismo problema algebraico” [30, p. 50], es decir, en
el caso en que se tenga una sucesion de Markov Ag.1, K 2 N, y se desee realizar este
comportamiento, para encontrar el sistema que lo realiza, se deben encontrar matrices
A2RY99B2RIMyC 2 RP Y9 que cumplan que CAKB = Ay, para todo k 2 N
y para algin q 2 Nsg?!. En este Ultimo caso, la terna de matrices (A;B;C) se puede
interpretar, o bien como un sistema LIT discreto con funcion de transicion al siguiente
estado P(x;u) = Ax + Bu, o bien LIT continuo con lado derecho f (x;u) = Ax + Bu. Todo
lo anterior motiva a investigar bajo que condiciones una sucesioén de Markov arbitraria es
realizable®?.

De nicion 2.3.3. Sea 1 LIT continuo con funcion de lecturade salida 1y > LIT discreto
con funciéon de lectura de salida 5.

1. Silafuncién de salida 1 esunoperador 1:LY (R o;R™)! L' (R ¢;R™)acotado
(es decir existe 2 Rsgtal que k 1(! )kg k! ky 2 paratodo! 2 L* (R o;R™)),
entonces se dice que el comportamiento 1 es UBIBO?*. Como todo operador lineal
en un espacio normado es (uniformemente) continuo si y solo si es acotado, ser
UBIBO es equivalente a que ; sea un operador continuo en L1 (R o;R™).

2. Sila funcion de salida » es unoperador ,: ("1 )™ ! (*1)P?5 acotado, se dice que
el comportamiento (esta vez discreto) es UBIBO, y nuevamente esto es equivalente
a pedir que 5 sea continua en ("1 )™M.

3. Se dirad que una flﬁmon K2M(R o;RP M) :=ff :R o! RP Mjf esmedibleg
es integrable si kK (t)kdt < 1, donde la norma dentro de la integral es la
mencionada en (2. 31) esto Ultimo permite de nir

2035e recuerda que para kAxk, se considera la norma euclidiana usual k k2 en R™, kxka, = kxk =
k(X1 X250 xm)K o= (X2 + X3+ 110+ x3) 2.

ZLAl minimo g 2 N que cumpla estos requerimientos se le denomina grado de Mc-Millan [71, Def. 1.7.7].

22Eduardo Sontag [30] dedica buena parte de su obra a este tema.

Bgif 2 LY (R;R™),sedene kfky :=nf fc 2 R jkf(t)k ¢ p.ctt 2 Rgcon kf(x)k la norma
euclidiana usual paraR™.

Z4Uniformely bounded imput bounded output.

31 )M es el conjunto de todas las sucesiones (xx) de vectores en R™ tales que k(xx)ki :=
sup,  kxkk< 1.
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LYR o;RP M) = fK 2 M(R o;RP M) jf esintegrableg:

. L . P

4. Se dira que una sucesion de Markov (A;) es integrable si KAj+1k < 1, nueva-
j=0

mente la norma en cuestion es la mencionada en (2.31). y

Se concluye esta sub-seccion con un resultado que caracteriza un sistema UBIBO
mediante la posibilidad de integrar las respuestas al impulso.

Proposicion 2.3.4. Un comportamiento LIT (ya sea discreto o continuo) es UBIBO siy
solo si su RI es integrable [30, Lema 7.3.1]. y

2.3.2. Convolucion, impulso, y obtencion de la respuesta al impulso

Si se pudiera obtener la Rl de un comportamiento LIT, se podria conocer la respuesta
del comportamiento ante cualquier entrada admisible (mediante la convolucion). Primero
se aborda el caso discreto.

De nicion 2.3.5. Un impulso (discreto) en un tiempo to 2 N, paralajg ésima columna
con jo 2 m, es la funcion th :N! R™; con jtg(to) = g, (vector canodnico jo-ésimo en
R™)y [°(t)=0 sit6 to. y

Seant;tp2 Z,t>1 g, por la Observacion 2.2.20 se tiene que

B X 1
(DM=(A 9m=" Al |)5G)= Al to) °(t)= Al to)e, = Agy(t to):
i=0

Donde A, (t to) es lajo-€sima columna de la matriz A(t  to). Por lo que la sucesion
nita de matrices A(t);A(t 1);A(t 2);:::;A(2);A(1), que corresponden a los primeros t
términos de la RI, se puede obtener evaluando los impulsos J-OO; J-lo; J-ZO; SEHES
jo 2 m.

Se busca un resultado analogo para el caso continuo. En la Observacion 2.2.35 quedo
pendiente de nir la convolucion continua.

De nicién 2.3.6. SeaK 2 LYR;RP M)y! 2 L1(R;R™). Se de ne el producto convo-

lucion (continuo) de K y! denotada “K ! " como
LYR;RP M) LYR;RM) ! LlﬁR;Rp)
(K;1) 7 (KO )(t) = K({t s)!(s)ds:
R

Se asegura que la (K ! )(t) esta bien de nida p.c.t. t 2 R, para justi car esta a rma-
cion se usan las siguientes proposiciones, cuyo enunciado y prueba se pueden consultar
en la tesis Existencia y regularidad de soluciones del problema de Poisson [68] de Felipe
Garcia.

Proposicion 2.3.7. Seanf 2 L}(RN),yg2 L9RN),conq2 [L1 ].
El producto de convolucion de f y g es la funcion de nida por
VA
(f 9x):= f(x y)g(y)dy;x 2 RN [68, Def. 1.12]:
RN
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Se tienen los siguientes dos resultados. (1) Para casitodo x 2 RN, lafunciény 7! f (x y)g(y)
esintegrable en RN . Ademasf g2 LYRN)ykf gkq k fkikgkq [68, Prop. 1.13]. (2) El
producto convolucién es conmutativo, es decirf g= g f [68, Prop. 1.14]. y

Buscando aplicar esta ultima proposicion para N =1, g =1, sean K(t) = (kj; (t)) 2

LIR;RP ™)yl =(!q;::::0m) 2 LYR;R™), entonces
” 0 Z NG Z z
(K 1)) = ky (b ) )dsi kpj(t )'j()d
j=1 R j=1 R,
” Z
xn xn
= (kaj ' (ke 1Y)
i=1 j=1

Conmutando cada convolucion de esta uUltima expresion, usando la Prop. 2.3.7 1, y to-
mando gf cuenta que la suma de funciones integrables es integrable, se puede asegu-
rar que szl(!j ki;j )(t) 2 L1(R) paratodo (I;j) 2 p myp.ctt 2 R,y por tanto
K ! 2 LYR;RP), con esto queda justi cada la De nicion 2.3.6.

Al buscar de nir el impulso para el caso continuo, la pregunta que hay que responder
es: ¢existe una funcion ; 2 Ll(l ;R™), tal que K i = Kj, donde K; eslai ésima
columna de la matriz RI?, la respuesta es que no (la justi cacién se puede consultar
en [69, Corolario 3.1.6.1]), sin embargo, es posible aproximar un intervalo [0; T] de la
columna K a través de sucesiones regularizantes (o unidades aproximadas [69, Cap. 3]).

De nicion 2.3.8. Sedene C°(R"):= ff :R" ! R jf es continuag: El soporte de una
funcion f 2 CO(R") es la cerradura del conjunto fx 2 R" j f (x) 6 0g. Se denota sop(f ) :=
fx 2 R"jf(x) 6 0g: También se denota Q(R") := ff 2 C°(R") j sop(f) es compactog
[55, Def. 11.4].

Sea R" abiertoy k 2 N [flg ,sedene CX():= C&() \ CK() ; (conjunto de
funcionesf : | R de clase C con soporte compacto en ).

Una sucesion de funciones ( k) se llama sucesioén regularizante (o unidad aproxima-
da) si, paratodo k 2 N, se cumple que

z

k2CY(R"; « 0 sop k) B Oi; vy « =1 [55, Def. 14.41]: vy
Rn

El resultado fundamental para poder de nir un impulso para el caso continuo, se toma
del libro de Andlisis Matematico de Ménica Clapp [55].

Teorema 2.3.9. Siq2 [1;1 ) entonces, para todaf 2 L9R") y toda sucesion regulari-

zante ( ) secumpleque ¢ f ! f enL9R") [55, Teo. 14.45]. y
De nicion 2.3.10. Unimpulso (continuo), paralajo ésima columnaconjg 2 m, es cual-
quier término de lasucesion ( [ ),k 2 N,donde K :R! R™; K(t)=(0;0;:::; K;:::;0);
con ( jko) sucesion regularizante. y

La RI del caso continuo es una funcion K 2 Llloc(R 0;RP M). Paracada T 2 Rsg, se

de ne §

KT: R 1 RPM™ ¢ 71 kT(y= KO s t2[0T]

0 e.o.C.
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Por las Observaciones 2.1.8'y 2.1.12, se tiene que KT 2 L*(R;RP ™). Sea ( {,) un im-
pulsoconjo2 m ja,y KT =(K{}),(I;j)2p T entonces

Zt A Zt z

(= KT s) f(s)ds?® = Ki,(t s) [ (s)dsi; Kl (t s) K(s)ds ;
1 1 1

conmutando cada convolucion en cada entrada de este ultimo vector, y usando el Teorema
2.3.9, se llega a que
€ S € S

k T ... k T T ..., T .
o K s Koo gy KieitniKgy, s (2.32)
Lt

es decir Im T(£)= K,y por tanto,
la Rl se puede aproximar (en un inter-
valo [0; T]) evaluando los impulsos J-k
paratodaj 2 my para unak su cien-
temente grande. Si la RI es integrable
(equivalente a pedir que el comporta-
miento es UBIBO por la Proposicion
2.3.4), entonces la Rl se puede apro-
ximar por completo en R ¢, es decir,
Im £) = K, enLY(R).
Para el caso p= m =1 el impulso
es cualquier sucesion regularizante en
R. Intuitivamente, cada término de es-
tas sucesiones toman la forma de un
“tope” cerca del origen, y a medida en
gue aumenta k, la inclinacién del tope
es mas pronunciada, y el apice del to-
pe es cada vez més alto. En la Figura
2.3 se muestran gracas de algunos
términos de la sucesion regularizante
estandar en R [55, Ejemplo 14.42], la
cual se de ne de la siguiente forma:
sea (t) = exp sli?jtj <1yo0
en otro caso, sea c :=  (t)dt t
la sucesion regularizante estandar es
la sucesion (t) := ck (kt).
Figura 2.3: Gracas de  para algunos valores
de k (Python).

. 0
%0curre que (KT K)(t) = RR KT(t s)f(s)ds= Rtl KT(t s) K (s)ds+ Rll KTt "s) [ (s)ds,
puess2 (1)) t s<0) KT(t s)=0.Deformaméas general, para K, la Rl de un comportamiento
extendida trivialmente a R (K (t) = 0 8t 2 R<y), y para cualquier entrada admisible! : R o ! R™ tal que
!'(t) =0 paratodgd> para algin (ekcontrol tiene duracién y se extiende trivialmente a R o), se tendra
que (K !)t)= gK(t s)l(s)ds= Ot K(t s)!(s)dsparatodot 2 [0; ], acorde con lo mencionado en
(2.28).
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2.3.3. La matriz (o funcién) de transferencia
La transformada de Laplace y la matriz de transferencia del caso continuo

La matriz de transferencia (que para el caso p= m =1 es la funcion de transferencia)
de un comportamiento LIT continuo es la transformada de Laplace de la Rl asociada al
comportamiento.

De nici6n 2.3.11. [Transformada de Laplace] SeaF 2 LY(R ¢;RP ™), la transformada
de Laplace (TL) de F denotada como “Lf Fg’ o F, es la funcién de variable compleja
s 2 C de nida como zZ,

F(s) = F(t)e Stdt: y
0

La TL es un operador que convierte una funcion de variable real F : R'! RP ™ en
una funcién de variable compleja F : C! CP ™. En este punto se requiere del analisis
complejo, asi como del manejo del espacio vectorial C> ™ := M, ,(C) sobre C.

La funcion exponencial compleja e : C ! C; (en muchos casos) se comporta de la
misma forma que el caso real: es in nitamente diferenciable en todo el plano complejo
con OI%(ez) = €y cumple que eV = ¢e*€" para todo z;w 2 C. La norma compleja en C,
kzk = jzj = ja+ bij := (a2 + P?)? tiene la propiedad de que je®j = 1, je** Pj = 2 para todo
a;b2 R. La formula de Leonhard Euler también juega un papel crucial en la teoria:

eX =cos(x)+ isenk) 8x2R [70, Sec.2.2.3]. (2.33)

CP ™ es un espacio de Banach?’ con la norma operador (analoga a la mencionada en
2.31):

k k:CPM™I' R o AT max kAwK; (2.34)
fw2CM jkwk=1g
€p S1 €p Sy
donde, kwk := jmzlejj 2 = J-mzlaj2+q2 2 siw=(ai+b;:::;am+iby) 2 CM. Para

z= a+ bi 2 C, se conviene que <(z) := ay =(z) = b, y se denominan parte real y parte
imaginaria del nimero z respectivamente.

Muchos resultados para el caso real se pueden generalizar al caso complejo debido
a que C = R? (isomor smo lineal, y también existe una isometria entre ambos). Una
funcionf : R! C™, conf(t) = <f(t)+ i=f(t), se puede identi car con una funcion
f :R! R™ RM™dondef (t) = (<f(t);=f(t)). De esta forma se justi ca decir que
“f :R! C™ es medible” (o integrable, o continua, o diferenciable) siempre que, tanto su
partereal<f :R! R™ como su parte imaginaria=f : R! R™ lo sean.

Lema 2.3.12. SeaK = (k)2 M(R;CP ™M)con(l;r)2 p m. Se cumple lo siguiente:

(@) Siexiste una funciong: R ! R tal que kKK (t)k g(t) p.c.t. t 2 R, entonces existe
c 2 Rsptal que jki(t)] co(t) pct.t2 R, (I;r) 2 p m. De manera inversa, Si
existe una funcion g : R ! R tal que jki((t)] g(t) p.ct. t 2 R, entonces existe
c2 Rsptalque kK (t)k cg(t) p.ct.t 2 R.

R
(b) R kKk < 1 (es decir, K es integrable) si y solo si k;; es integrable para toda
(hry2p m.

27CP ™ es un espacio vectorial (sobre C) de dimensién nita (igual a pm), por lo que es equivalente e
isomorfo a CP™ (Lema 2.1.11), y como CP™ es un espacio de Banach, C° ™ también es un espacio de
Banach [55, Prop. 5.7].



38 CAPITULO 2. TEORIA DEL CONTROL Y SISTEMAS LIT

R R
(c) SiK esintegrable, entonces existe c2 R>ptalque K c  kKk.

(d) Si Ax es una sucesion en CP ™ con Ax = (af) tal que A ! A con A = (a),
entonces a}‘r I a, paratoda(l;r)2p m. y

Prueba. Ver Prop. A.1.34 en la pagina 173.

De nicion 2.3.13. SeaF 2 M (R o;RP ™). Se dice que F tiene orden exponencial (OE)
si existen M; 2 Rsotales que kF(t)k Me! p.ct.t2 R o. y

Del Lema 2.3.12 (a), se sigue que siF = (f|;) 2 M(R o;RP ™), tiene OE siy solo
sif|; tene OE paracada(l;j)2p m.

El conjunto de funciones medibles con OE forman un subespacio vectorial de las fun-
ciones medibles en R, y estas dan un criterio para saber en cuando esta de nida la TL de
una funcién integrable.

Lema 2.3.14. Sea F 2 LY(R ¢;RP ™), entonces F esta de nida (denotado F(s) < 1)
para cualquiers2fz 2 Cj<(z) =0g. Si ademas F tiene orden exponencial > 0, enton-
ces F también esta bien de nida (al menos) en cualquier punto del semiplano complejo
Cs =1z2Cj<(2)> 0. y

Prueba. Ver Prop. A.1.35 en la pagina 174.
Un resultado inmediato es de la TL, es que se trata de una funcién lineal, es decir
Lf BlFl(t) + Bze(t)g(S) = BlLf Fl(t)g(S) + Bsz Fz(t)g(S) 8s2 C. max f 1 2g;

para cualquier B1;B> 2 RP My Fq;F2 2 LYR o;RP ™) con OE 1; » 2 Rsq respectiva-
mente.

Un resultado mas fuerte, muestra la existencia y el comportamiento de la derivada de
la TL. Los siguientes dos teoremas se pueden encontrar en las notas de curso Fourier
Analysis [72] de Gustaf Gripenberg.

Teorema 2.3.15. Seaf 2 L1(Rsg) con orden exponencial 2 Rsg, entonces se cumple:
d 21
1. f* es analitica en el semiplano complejo C<> y d—sf'\(s) = tf (t)e S'dt para
0
todos2 C.> [72, Teo. 6.7].

2. Sif es diferenciable c.d., o equivalentemente, es localmente absolutamente conti-
nua, entonces c;jsfl\(s) = sf° f(0) paratodos2 Ccs ,[72, Teo. 6.11]. y

Una consecuencia de la Proposicion 2.3.15, es que la TL vuelve el PVI LIT no homo-
géneo discutido en 82.1.2 en una ecuacion algebraica de variable compleja (cuando la
parte no homogénea tiene OE). De forma mas particular, el interés esta en las ecuacio-
nes que gobiernan un comportamiento LIT continuo realizado por un sistema LIT continuo
(A; B; C) (inicializado en 0), las cuales (por lo discutido en §2.2) son

{t)y= A (t)+ B! (t); (0)=0 (2.35)
() =C (1): (2.36)
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La ecuacion (2.35), frecuentemente se denomina “representacion del espacio de es-
tados ” del sistema (A;B; C) (inicializado en 0). Por otra parte, de lo mencionado en la
Observacion 2.2.35 y el Corolario 2.3.2 se puede asegurar que

(MM =(K 1)) (2.37)

donde K (t) = P j1=0 Aj+1%, con Aj+y = CAIB,j 2 NeslaRl(denidapct t2 R o)
del comportamiento asociado.

Se pospone trabajar con (2.37), primero se trabaja con las ecuaciones (2.35) y (2.36),
concretamente se busca la TL de ambas bajo la suposicién de que la entrada ! tiene OE.
Se debe vericar que y —_tengan OE en este caso, pues de esta forma sus TL estaran
bien de nidas.

Lema 2.3.16. Elespacio normado de matrices CP ™ (con la norma en (2.34)), cumple que
kABk k AkkBk paratodo A;B 2 CP ™. En particular se cumple kA'k k Ak' para toda
A2 C" "yparatodai 2 N. y

Prueba. Ver Prop. A.1.36 en la pagina 175.
Lema 2.3.17. Sea! 2 L'(Rs() con OE Zentonces la solucion de (2.35) dada por la
t

férmula de variacién de parametros: (t)= et JBI ( )d tiene OE kAk. y
0

Prueba. Ver Prop. A.1.38 en la pagina 176.

Del Lema 2.3.17 se sigue que (t) = A (1) + B! (t) tiene OE nmax fk Ak; g cuando
I tiene OE . Todo esto justi ca aplicar la TL a (2.35) y (2.36), ademas, por el Teorema
2.3.15 2 y el hecho de que la TL es lineal, se sigue que

Bsy= R +BI)s)) ss)= A(s)+ BN(s) y (2.38)

")) = o) (2.39)

despejando " de la ecuacion (2.38) (se asume que la matriz sl A es invertible), se llega
aque "(s)=(sl A) !BN(s)y sustituyendo este valor en (2.39) se llega a que

2(1)(s)= C(sl  A) BP(S)= W(S)M(S): (2.40)

para cualquier s 2 C.s max fk Ak; g dOnde W(s) := C(sl A) B y donde esun OE de
I,

La ecuacion (2.40) muestra que W caracteriza la TL de la funcion de salida mediante
la multiplicacién punto a punto. Un primer resultado sobre W es el siguiente.

Proposicion 2.3.18. Lafuncion W descrita en (2.40), es racional, es decir W(s) = q (s)P(s)
para algin P 2 RP M[s]?® de gradon 1,y para algin p 2 R[s] ménico de grado n. y

Prueba. Ver Prop. A.1.40 en la pagina 177.

El hecho de que W sea una funcion racional es consecuencia de aplicar la TL a las
ecuaciones (2.35) y (2.36).

ZRP MIs] es el conjunto de polinomios en s con coe cientes en RP ™,y R[s] el conjunto de polinomios en
s con coe cientes en R.
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Observacion 2.3.19. En particular, el caso p = 1 = m de la funcién de transferencia es
un cociente de polinomios en s 2 C con coe cientes reales, es decir
18" T+ st 2+ + st

W(s) = e P ;i i2R8i2f1::;ng (2.41)

Como C es un campo algebraicamente cerrado (teorema fundamental del algebra), es
posible factorizar los polinomios de (2.41) y asi

(s Ri)(s R2)::i(s Rp2)(s Ry 1),
(s ri)(s r2):iii(s rn 1)(s rn)

W(s) =

A las raices r; en el denominador se les llama polos y a las raices R; en el numerador
ceros . Estos valores juegan un papel importante en la teoria para inferir caracteristicas del
sistema como su “estabilidad” ?° (ver [73, Cap. 5] o [30, Cap. 5]). Para esta tesis, solo es
necesario remarcar como los ceros y polos sirven para obtener el “diagrama de Bode” de
la funcién de transferencia. Mas adelante se discutirh mas sobre estos diagramas, aunque
se debe advertir que en esta tesis no se ahondara en su obtencién a partir de la funcion
de transferencia. y

Ahora se dirige la atencion a (2.37):  (t) = (K ! )(t), primero es necesario mencionar
un resultado conocido como el teorema de convolucion.

Teorema 2.3.20. [de convolucién] Sean f;g 2 ngR>o). Si f y g tienen orden expo-
nencial 1; 2 2 Rso respectivamente, entonces (@ 0)(s) = f'\(s)g(s) para cualquier
S2 Cosmaxt 4; p00° y

Prueba. Ver Prop. A.1.45 en la pagina 178.

Corolario 2.3.21. [Teorema de convolucion con matrices] Sean K 2 L(R>g;RP M)y
I 2 LY(Rso;R™M). Si K y ! tienen orden exponencial®® i; » 2 Rsq respectivamente,

entonces (K ! )(s) = K(s)I'(s) para cualquiers2fz 2 Cj<(z) > maxf 1; »09g y
Prueba. Ver Prop. A.1.46 en la pagina 180.

Del Corolario 2.3.21 y la ecuacién (2.37) se sigue que

Z

A tj
(1)(s) = R(s)M(s) = Ajn i ()M (s); (2.42)

=0

XC>

conAjsy = CAIB: 8j 2 N: De las ecuaciones (2.37) y (2.40) se tiene que

" Q _Z
K (s) = Aj+1}[1' (s)= W(s)= C(sl A) !B; (2.43)
j=0 '

29Chi-Tsong Chen explica que (en el contexto de la ingenieria eléctrica) “si un sistema no es estable, el
sistema puede quemarse, desintegrarse o saturarse cuando una sefial, sin importar qué tan pequefia, es
aplicada” [73, p. 121]. En esta tesis no se ahondara en el concepto de estabilidad de un sistema.

%K 2 L*(R;RP ™) tiene orden exponencial 1 2 Rs ¢ si cada entrada de K tiene OE ;.
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y esto ocurre cuando s 2 C. max fk Ak: 1; 299 dONde 15 2 2 Rso son los OEs de K y!
respectivamente.

Ahora se dirige la atencién a la serie en (2.43), esto ayudara a conectar el caso conti-
nuo con el caso discreto. Se busca la TL de la Rl en (2.42), es decir

Z, Z1 % N
K (s):= K (t)e Stdt = Ajw e Sdt; (2.44)
0 0 =0 )

para ello se requiere el siguiente teorema.

Teorema 2.3.22. [de convergencia dominada en L9 Sean g2 [1;1 ) y (fx) una sucesion
en M () (ver Def. 2.1.6), tal que f(x) ! f(x) p.c.t. x 2 . Siexisteg2 LY9) tal que
ifk(X)j o(x) p.ct.x2 yparatodok 2 N; entonces fy;f 2 L) vy kIlrln kf  fkqg=0

[55, Teo. 13.26]. y

Se busca aplicar el Teorema 2.3.22 tanto a la parte real como a la parte imaginaria de
K en (2.44). Lo mencionado a continuacién se apoya en [30, Sec. 7.4].
Seas=a+ ib2 C.Paracadak 2 N, sea

XK tl
Fe:Rso! CP™: Fe():= Ajua—e st.
=0 1
Sean Fy(t) = (5 (1) y K(t)e ' = (K ()e¥); (ir)2p m. |
La funcion e St es medible en C paratodat 2 R al igual que la funciont 7! t! para

o _ ) = S
cualquierj 2 N, por lo que su producto es medible y asi la suma a‘,r+l }i,e st = flkr (t) es
j=0 '

medible (Lema 2.1.4), donde los términos a{ r+1, son las respectivas entradas de la matriz
Aj+1. Asi, fl"r es medible paratodak 2 N ytoda(l;r)2p m.

Por otra parte, usando propiedades de la norma, el hecho de que je?*Pj = e? y el
Lema 2.3.16 se tiene que
Xk tl XK _ tl Xk tl
Ajsi e % = CAIB —e ® k CkkBk  kAK —e &
j:O J ) J:O J ) J:O J .
Xk i
) Jm Ajn }Ie Stk CkkBkelkAk @t < 1
LR !

Por tanto, P Aj+1 }i!e st converge en R, paratodat 2 Rsg, y como CP ™ es un
j=0
espacio de Banach, por el criterio de Weierstrass [55, Teo. 5.25], Fi(t) ! K (t)e St en
CP M paratodat 2 Rso, y por el Lema 2.3.12 (c) se sigue que fK(t) ! K (t)e para
todat2 R.g,toda(l;r)2p mytodas2 C.

Usandoquee ' 2 LY(Rsg) si 2 Rso, a partir de ahora, de manera mas particular
se consideraa k Ak, asi se puede asegurar que g(t) := kCkkBkekAk at 2 | 1(R ), por
tanto kFg(t)k  g(t) paratodat 2 Rsq, y por el Lema 2.3.12 (a), existe ¢ 2 R tal que
jf k£ (t)j < cg(t) paratodat 2 Rsoytoda (l;r)2p .

Como tanto la parte real como la parte imaginaria de f,"r (t) cumplen las hipétesis
del Teorema 2.3.22, se tiene que <(fK); <(K, (1)e);=(F£);=(Kir (1)e™) 2 LY(R>0), ¥
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tambien Im k< (Ki) < (f{} k1 = 0; Jm k=(K{) = (ff)ke =0;paratodo(l;r)2p m;
siempre qUe s 2 Coskak- Asi, para toda (hry2p m

Im < fE() dt= < K (e St dty Im = fX () di= = K (e St dt
' 2 7,0 0 0
) Im F(t) dt = K (t)e Stdt:= K(s);
kil o 0
24 . il
luego, usando que @(s) = te Stdt= si+.1 paratodoj 2 N, se puede ver que
0
Z1 21 % ' Xk R
t/ Aj Aj
R(s)= Im Fe(t) dt = Im Ajs1—e Stdt= Im 1 0(s) = A
KL K1 o g 0 ! o 91
Finalmente se ha llegado a que K (s) = Ajs I paratoda s 2 Ccsya: La serie a la

j=1
derecha es la transformada Z de la sucesion A, mas adelante se discutira esta funcion,
por ahora, las igualdades en (2.43) se vuelven

R R _ .
R(s)= Ajsi= CA Bs/=cC(sl A) B=w(s): (2.45)
i=1 j=1

Si K y ! tienen orden exponencial 1; » 2 Rsg respectivamente, entonces (2.45) se
cumplira para cada s 2 Cos pax fik Ak: 1; 20-

Observacion 2.3.23. Hasta ahora se ha mostrado que que para entradas ! con OE, la
transformada de Laplace de la funcién de salida de un comportamiento  cumple que

IA—!{%(_S; - K{&a} r@ (2.46)

TL de la Matrizde TL de'!
funcién i/o transferencia

donde K esta bien de nida si la RI tiene algin OE. Si ademés se trata de un comporta-
miento realizado por un sistema (A; B; C), el resultado en (2.45) muestra que hay al menos
tres maneras de expresar W en funciéon de las matrices A; B y C: como una transformada
Z, como la funcién s 7! C(sl  A) !B,y como una funcién racional. y

De nicion 2.3.24. Una funcién sinusoidal f, es una funcion f : R ! R, dada por
f(t)= ~cos(2t + ), donde ;; 2 R. También se conviene la siguiente terminologia
para los pardmetros: f (t) = iz} cos(2 iz} t+ iz} ): La funcién cost) tiene periodo
amplitud frecuencia . fase
inicial
2 y frecuencia (niumero de ciclos por unidad) Zi la funcion cos(2t ) mismo periodo y

. . . 1 :
frecuencia 1, por lo que f (t) = cos(2t ) tiene periodo T = — y frecuencia . Al valor
2 también se le llama frecuencia angular. y

La relevancia de la matriz de transferencia en la teoria de sistemas LIT se podra es-
clarecer con ayuda del siguiente resultado.
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Proposicién 2.3.25. Sea =( T;U;Y; )= (R;R™;RP; ) un comportamiento LIT con-
tinuo UBIBO con respuesta al impulso K = (kj;), matriz de transferencia W = (Q”) y

Seanlp2 pyjo2 m josy considérese la entrada ! 2 Lﬁ,c(R o) donde

!(t)=(0;:::;0;| cos(%zt + ?;O;:::;O);
jo ésimo lugar

para algunos ;; 2 R.Sea ﬁ|oj0(i2 )= re' laentrada (lg;jo) de la matriz de transfe-
rencia expresada en forma polar para algunosr; 2 R. Entonces,

m (M) 1 ocos2t +( + ) =0 [30, Lema 7.4.1]: y

La demostracion de la Proposicion 2.3.25 se encuentra en [30, p. 333]%%, sin embargo,
en la Proposicién A.1.49 en la pagina 182 se demuestra tal proposicién con detalle, pues
se trata de un resultado de suma importancia para la teoria de sistemas LIT (y para esta
tesis).

Observacion 2.3.26. La Proposicién 2.3.25 evidencia lo siguiente (tomando el caso p =
1 = m por simplicidad): si la funcién de transferencia W es tal que W(i2 )= re paraal-
gunosr; ; 2 R, entonces se puede asegurar que ante la entrada sinusoidalf : R ¢! R
dadaporf(t)= cos(2t + ),lafuncion de salida del comportamiento del sistema (even-
tualmente) sera (f)(t)=r cos(2t +( + )):Porlo tanto, ante una entrada sinusoidal
con frecuencia , en la funcion de salida del comportamiento Gnicamente se vera afectada
la fase y amplitud de la entrada, mientras que la frecuencia quedara intacta; los cam-
bios de fase inicial y amplitud se obtienen evaluando la funcién de transferencia W en la
frecuencia compleja (es decir W(i2 )) de la entrada original y expresandola en forma
polar. y

La ultima pieza faltante para esclarecer por completo la importancia de la matriz de
transferencia es el andlisis armonico, en la siguiente seccion se abordara este tema. Se
concluye esta sub-seccion discutiendo brevemente la matriz de transferencia para el caso
discreto.

La transformada Z y la matriz de transferencia del caso discreto

Lo mencionado en este apartado se apoya principalmente en [71]. Para el caso conti-
nuo, se de ni6 la matriz de transferencia como la TL de la RI, mientras que, para el caso
discreto la matriz de transferencia se de ne como la transformada Z de la RI.

De nicién 2.3.27. Sea A = (Ak), k 2 N una sucesion en RP M. La transformada Z (TZ)
de A (denotada A) es la funcién de variable compleja s 2 C de nida como

s .
As):=  Ajs y
j=0

31Hay una diferencia entre el enunciado de [30, Lema 7.4.1] y la Prop. 2.3.25: Sontag utiliza el con-
trol ! (t) = sen( t )vj, donde vj, es el jo ésimo vector candénico en R™, y asi el enunciado asegura que
Imear (V)(t), rsen(t + )=0;elcasoparaelcontrol! (t)= cos(2t + )vj, como se considera
en esta tesis también se cumple y la prueba es anéaloga.
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Un comportamiento LIT discreto realizado por un sistema LIT discreto (A; B; C) inicia-
lizado en 0 se describe mediante las ecuaciones (Obs 2.2.9)

" P(x(t);u(t)) = x(t+1)= Ax(t)+ Bu(t); x(0)=0 (2.47)
T (u)(t) = Cx(t): (2.48)

Las igualdades (2.47) y (2.48) son ecuaciones que relacionan: 1. una sucesion de
estados x(t) (sucesion de vectores en R"), t 2 N, con 2. una entrada u(t), t 2 N (suce-
sién de vectores en R™). La ecuacion (2.47) es una ecuacion de diferencias. La igualdad
P(x;u) = x(t +1) ocurre porgque la funcion P de transicién al siguiente estado se de -
nio (ver (2.19)) como la funcién de transicion evaluada en el tiempo inicial t 2 N, tiempo
nal t +1, en el estado x(t) 2 R" y entrada ! ,(t), donde ! ,(t) = u(t) 2 U, es decir,
P(xu):= (t+1;tx! )= x(t+1).

De manera complgtamente analoga a como se hizo en el caso de la TL, aplicando la
TZ a (2.47) se tiene ﬁ:o x(k +1)s ¥ = AR(s) + Bo(s) (la TZ es lineal), luego, el lado
izquierdo de esta ultima igualdad cumple que

* x(k+1)s K= Im SX\I x(k+1)s K1 = s Im . x(r)s" = s®(s)
N1 {z}

! N1
k=0 k=0 k 1= r r=0

) sR(s)= AR(s)+ Ba(s)) R(s)=(sl A) Ba(s)
donde se asume que (sl A) es invertible, de esto Ultimo y (2.48) se sigue que
*u)s)= C(sl  A) Ba(s): (2.49)
Por otro lado, por la Obs. 2.2.20 y el Corolario 2.3.1, también se tiene que

S(u)(t) = (A u)(t); (2.50)

donde A = (Aj+1) =( CAIB),j 2 N es la RI del comportamiento.
Se tiene un resultado analogo al teorema de convolucién (Prop. 2.3.20) para el caso
discreto con la TZ.

Proposicién 2.3.28. [Teorema de convolucién (discreta)] Sean f (t) y u = (uy) = u(t),
t 2 N sucesiones en R. Sis 2 C es tal que f(s) < 1 ya(s) < 1 en R, entonces

@ uxs) = M), y
Prueba. Ver Prop. A.1.50 en la pagina 183.

Corolario 2.3.29. [Teorema de convolucion (discreta) con matrices] Sea A(t), una suce-
si6n en RP ™M, y u(t), una sucesién en R™. Sis 2 Ces tal que A(s) < 1 yu(s) < 1,

entonces (A  u)(s) = A(s)0(s). y
Prueba. Ver Prop. A.1.51 en la pagina 184.

De este ultimo Corolario y de (2.50) se sigue que A(u)(s) = (A u)(s) = A(s)0(s), y
de esto Ultimo y (2.49) se sigue que la matriz de transferencia W para el caso discreto es

R AR _ .
As)= Ajsl= CA IBsl=cC(sl A) B=w(s): (2.51)
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Se ha llegado al mismo resultado del caso continuo. Nuevamente se observa una
estrecha relacion entre ambos casos, pues las ecuaciones (2.45) y (2.51) muestran que
la matriz de transferencia es la misma tanto en el caso continuo como el discreto. Todo
lo desarrollado desde la ecuacion (2.44) hasta (2.45), muestra que la transformada de
Laplace de la RI del comportamiento que realiza un sistema LIT continuo (A;B;C) es la
transformada Z del comportamiento que realiza un sistema LIT discreto (A;B; C).

2.4. Relacion con el analisis de Fourier y el muestreo

El andlisis de Fourier y la transformada de Fourier (estrechamente relacionada con la
transformada de Laplace) son imprescindibles para la teoria de sistemas LIT. Esta seccion
busca exponer las relacion mas importantes entre lo previamente expuesto y el analisis
de Fourier. También se buscara explicar el concepto de muestreo, que es un medio para
transitar de un comportamiento LIT continuo a uno discreto. Esta seccién se apoya en
[30,55,56,69,72,74-77].

2.4.1. Elteorema de Fouriery la importancia de la funcion de transferencia

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H (sobre K = R 0 K = C) equipado con
un prodBcto escalarh;i :H H! K, gue ademas es completo con la norma inducida
(kxk := " hx;xi).

En un espacio vectorial V (sobre R o C) de dimensiodn in nita, no es posible ver cada
elemento de V como la combinacién lineal de elementos de un subconjunto de V de car-
dinalidad nita, sin embargo, si V es un espacio de Hilbert, es posible de nir una base de
Hilbert, que es un concepto analogo al de una base de un espacio vectorial de dimension
nita (base de Hamel).

De nicion 2.4.1. Sea H un espacio de Hilberty U H . Se de ne el conjunto
" «
. m .
lin (U) := juj j2Riuy2U m2N ;
j=0
gue es el subespacio vectorial generado por U. Se dira que U es una base de Hilbert de
H si U es ortonormal®? y lin (U) es denso en H (es decir, H = lin (U)) [55, Def. 15.2]. vy

El siguiente teorema (cuya prueba se puede consultar en Applied Analysis [74], de
John Huner y Bruno Nachtergaele), muestra distintas caracterizaciones de una base de
Hilbert indexada por un conjunto |, cuya cardinalidad puede ser in nito numerable o no
numerable.

Teorema 2.4.2. Sea U = fu; jj 2 1 gun conjunto ortonormal de un espacio de Hilbert H,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

32Sj hu;vi = 0 paratodo u;v 2 U tales que u 6 v, se dice que U es un conjunto ortogonal.
Si U es un conjunto ortogonal y ademas cumple que kuk = 1 paratodou 2 U, se dice que U es un conjunto
ortonormal.
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X
(@) huj;xi =0 paratodaj 2 I, entonces x =0, (b) x =  huj;xiu; paratodax 2 H 3,
X j21
(c) kxk? = jhuj;xij? para toda x 2 H3*, (d) H = lin (U), (H es una base de Hilbert), y
j21
(e) U es un conjunto ortonormal maximal, en otras palabras,siV H estalqueU Vy
jUj < jVj, entonces V no es ortonormal [74, Teo. 6.26]. y

Por este dltimo teorema, es posible encontrar la de nicién de base de Hilbert como un
conjunto ortonormal U (numerable) que cumple el inciso (b) del Teorema 2.4.2 (ver por
ejemplo [56, Def. 16.3.6]).

De nicion 2.4.3. Sea H un espacio vectorial con producto escalar sobre R o C. Sea
U= fu; jj 2 Ngun conjunto ortogonalde H y x 2 H.

Ry xi
1. La serie de Fourier de x (respecto a U) es la serie kJu Ui
j=0 "
2. Elk ésimo coe ciente de Fourier de x (relativo a U) denotado ¢k (x), es el término
huy; xi
= 56, Def. 16.3.3].
De esta forma, lo que a rma el Teorema 2.4.2 (b) (para el caso en que | = N), es que

siH es un espacio de Hilberty U H es una base de Hilbert, entonces la serie de Fourier
(respecto a U) de todo elemento de x 2 H converge a x en H.

El interés esta en el caso particular de las funciones periddicas y cuadrado integrables
gue toman valores en los complejos:

ZT «
L50;T):= f:R! Cjf tieneperiodoT 2 Rsoy i if (1)j%dt 1 L2.(R;C):

R _
L%(O;T) es un espacio de Hilbert con el producto escalar H;gi := tt00+T fg [74, Ejem-
plo 16.1.6]. El teorema de Fourier (cuya prueba se puede consultar en Fourier Analysis
and Applications [56] de Claude Gasquet y Patrick Witomski) se puede enunciar en los

siguientes términos.

Teorema 2.4.4. [de Fourier] El conjunto

I — . © ! o - © . <
'Peizk oz =P skt )+ i sen@kt ) k2Z ::%
es una base de Hilbert del espacio L,%(O;T) [56, Teo. 16.3.9]. y
Del Teorema 2.4.4 y la equivalencia (b) del Teorema 2.4.2 se sigue que
x p_ .
f(t)= a(f) ef2X 8f 2 L3(0;T) (2.52)

k=1

33En este caso, como | no necesariamente es numerable, la convergencia de una serie con la forma x =
Xj signi ca que para todo " > 0 existe un conjunto J- | tal que Xj X <" para cualquier
j21
conjunto nito J | talque J- J [74, Def. 6.20]. Sil = N, entonces esta de nicién implica la de nicion de
convergencia de series usual.
S4Este resultago se conoce como la identidad de Parseval. Si U Gnicamente es ortogonal, se puede asegura
(al menos) que P21 jhuj ;xij2 k xk?, resultado conocido como desigualdad de Bessel [74, Teo. 6.24].

j23
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_R _
donde ¢ (f) := P OT f (t)e 2 X' dt son los coe cientes de Fourier de f . La expresion en

(2.52) es de las versiones mas conocida del teorema de Fourier.
Los elementos de la base de Hil-

bert de L%(O;T) (sin normalizar) son

las funciones fi(t) = € K | que to-

man valores en el circulo unitario cen-

trado en el origen del plano complejo.

Lagraca G(fx):= f(t;fx(t) jt 2 Rg

es una espiralen R C = R3, ylas

gracas de las partes (0 proyeccio-

nes) reales e imaginarias de fy son

G(<fg) = f(t;cos(2kt )) jt 2 Rg

y G(=fy) = f(t;sen(2kt )) jt 2 Rg:

En la Figura 2.4, se muestra como la

espiral G(fy) da lugar a las gra cas

G(<fk) (coseno) y G(=fy) (seno).
El caso de interés para esta tesis,

es cuando f toma Unicamente valores Figyra 2.4: Gracade fi(t) = €2 parat 2 [0;3]y

en los reales, es decir cuando algin k 2 R . Figura adaptada de [75, Fig. 5].

f 2<Lj0;T):= ff 2L5(0;T)j=(f(t) =0 8t 2 Ry (2.53)

Suponiendo f 2 < L%(O; T), usando la imparidad del seno y la paridad del coseno se
observa que

zr zr ! zr

a(f) = P - f(t)cos(2 kt )dt+i f(t)sen(2 kt )dt = P f(t)e? X dt=c (f);
P {z }o P {z } °
ak by

por tanto ¢« (f ) = ¢ k(f) y también ¢ (f) = P “(ax iby) paratodak 2 N, luego, de (2.52)
se sigue que

X p_ . . X p_ € .
f(t) — Ck(f )el2 kt + F k(f) i2 kt - 2< Ck(f )el2 kt
k=0 —z—1
=ck(f)e'2 kt
xR
= Agcos(2 kt )+ Bygsen(2 kt ): (2.54)
k=0

onde A := 2 ax y Bk 1= 2 by. La gxpresion en (2.54) es equivalente a la expresion

ro kCOS(2kt + y),donde y:= AZ+ B2y y:= arctan2(By;Ax)%, pues usan-
8 .
% arctan ¥ six> 0
arctan ¥ + six< 0yy O
%Se dene arctan2 : R2nf(0;0)g! R donde arctan2(y;x) = arctan L six< 0yy<o0 ,
E 5 six=0yy>0
' 5 six=0yy<o0

esta funcién es una modi caciéon de la funcién arctan( §) para que sea posible obtener el angulo correcto del
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do las identidades cosf + y) = cos(x)cos(y) sen)sen(y), cos(arctan(x)) = pﬁ y

sen(arctan(x)) = pﬁ (se toma el caso arctan2(y;x) = arctan( yx 1), los deméas casos
son analogos), se tiene que

€ € € SS € €
kCOS(2kt + )=  cos(2kt )cos arctan R- sen(2 kt )sen arctan Rt
. . < . <«

=  cos(2kt ) % +sen(2 kt ) P2« = A cos(2kt )+ Byxsen(2 kt ):
k k

AZ+B2
Asi, en efecto (2.54) es equivalente a

p3
f(t) = (COS(2 kt + ): (2.55)
k=0

Por tanto, toda funcion f 2 < L,%(O;T)36 se puede “descomponer” en funciones sinusoi-

dales, las cuales varian en amplitud ¢ y fase , pero su frecuencia siempre es multiplo
entero positivo de (a también se le llama frecuencia fundamental). Se debe enfatizar
en esta posibilidad de descomponer una funcién (cuadrado integrable) de duracién nita'y
codominio real en funciones sinusoidales (o “frecuencias”) proporcionada por el teorema
de Fourier, pues jugara un papel crucial en lo que resta de esta tesis.

El resultado en (2.55) es la pieza faltante para ilustrar la importancia de la funcion (o
matriz) de transferencia. Sea un comportamiento LIT continuo UBIBO con m =1 = p,
respuesta al impulso K y funcién de salida . Seaf 2 < L%(O;T) \ L (R), de este modo
f es una entrada admisible para , y para N 2 N lo su cientemente grande se puede

X
asegurar que f (x) kcos(2 kx + ),ycomo es lineal, se tiene que
k=0
_ ) ¢ X
(F ODIL] k COS(2 kx  + kg [t] = (kGO = En(F OOt (2.56)
k=0 | {z k=0

=1e(x)

de este modo €y (f (x))[t] es una aproximacién (en la norma L?) de (f) a través de una
suma de N evaluaciones de la funcion de salida en las funciones sinusoidales ! ¢ (x) =

kcos(2 kx + ). Luego, la Proposicién 2.3.25 asegura que
tIlrln T k))(t) rg kcos(kt +( k+ k) =0 8k2f1l:::;Ng: (2.57)

donde ! ((x) = cos(2kx + y),ydondery; i sontalesque K(i2 k )= r€e «,ypor
tanto, de (2.57) se sigue que

X
Ilrln ey (F)(1) r« kcos(2kt + ,+ ) =0: (2.58)
' k=0

t

vector (x;y) en funcién del cuadrante en el que se encuentra, pues con la funcién arctan ocurre, por ejemplo:
arctan()é) = arctan( —;) sin embargo el angulo correcto del vector ( x; Yy) es arctan(?) . Esta funcion
esta de nida de modo que arctan2(y;x) = arg(z) = ' dondez= x+ iy = re’ 2 C.

%80 toda funcién cuadrado integrable de nida en un intervalo nito [0;T) R o, extendida periédicamente
atodo R.
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Observacion 2.4.5. Los resultados en (2.56) y (2.58) muestran que ante una entrada de
duracion nita f 2 L2([0;T))\ L ([0; T))%’, para poder construir/inferir la funcion de salida
(aproximada) del comportamiento  ante f, basta conocer: (1) los coe cientes reales de
Fourier Ax;Bx 2 R de f y (2) los valores r; x 2 R dados por la funcion de transferencia

te grande), pues de esta forma, dicha salida aproximada (denotada €\ (f )(t)), se puede

reconstruir mediante €y (f )(t) = r« kcos(2kt + ¢+ ). Por tanto, la funcion (o
k=0

matriz) de transferencia provee la informacion necesaria (a través de cambios en amplitud

y fase) para conocer en qué medida cada frecuencia de la descomposicién de Fourier de

una entrada admisible es afectada por el comportamiento . y

Ademas de esta Ultima observacion, vale la pena mencionar que se cumple que
|

_ _ R _
(f (x)) = kCos(2kx + ) =738 kCOS(2kx + 1) = Im €y (f(x)):
k=0 k=0 N
i e
Y en el caso donde la convergencia de NI!T N(f)y NI!T [k k COS(2 litz + + k;

k=0 = ()

sea uniforme, entonces se puede asegurar que

X X _
0=1Im Im €y (f)(t) ug(t) = % Im - Im €y (F)(1) ug(t)=Im  (F)(1)

NI1 ti1 ti1
k=0 k=0 k=0
2.4.2. Latransformada de Fourier
De nicion 2.4.6. Sea F 2 LY(R;CP ™)4° |a transformada de Fourier (TF) de F deno-
tada como “Ff Fg" es la funcién de variable real 2 R de nida como
Z
F(F) ):= F(t)e 2" dt y
R

La TF esta muy relacionada con lo mencionado en la Observacién 2.4.5, ya que pro-
vee “informacién” sobre el contenido espectral de una funcién integrable, concretamente,
muestra “como se distribuyen” las frecuencias que componen la funcién en cuestion.

La TF también esta relacionada con los coe cientes de Fourier mencionados en (2.52).
En la obra A Friendly Guide to Wavelets [76, Cap. 1] Gerald Kaiser da una explicacién heu-
ristica de la procedencia de la TF: se considera ¢, (f ) el k ésimo coe ciente de Fourier de
una funcién f sin ser normalizado y relativo al conjunto €2k k2 Z | que corresponde
a la base de Hilbert de LFZ,(O; T) del Teorema 2.4.4 (también sin ser normalizada): ¢ (f) =

TTzizf (t)e 2 KU dt; luego se considera la funcién F (f1)( ) = TT:izf (t)e 2t dt; que
corresponde a ¢ (f ), donde se hace variar el valor k (frecuencia) considerandolo como

%7Se enfatiza que tedricamente se considera f extendida periédicamente a todo R con periodo T.
% aigualdad se debe a que ~ es continuaen L (R o) (ver Def. 2.3.3 1).
38E| poder intercambiar los limites se debe a la convergencia ghiforme (ver por ejemplo, [59, Prop. 3.3.3]).

“serequiere F 2 LY(R;CP ™), puesf 2L*(R) 01 > jf(t)jdt= jf(t)e 2" jdt:
R R

Uk (t):



50 CAPITULO 2. TEORIA DEL CONTROL Y SISTEMAS LIT

una variable libre , dando lugar a la funcion F (ft)( ), que depende de T y . El dltimo
paso para llegar ala TF es tomar el limite T 11, pues TIIT FEr)( )= F(@)().

Se debe enfatizar como la variable libre se sustituye por el término k (correspon-
diente a la sucesion de frecuencias de los coe cientes de Fourier de f), ya que esto
motiva la terminologia “dominio frecuencia”, pues los valores que tomala TF: F (f)( ),
se interpretan como las frecuencias de una funcién sinusoidal.

El siguiente teorema encontrado en el libro de Gasquet y Witomski [56] ilustra la estre-
cha relacion entre f (t) y F (f)( ) siempre que f 2 L?(R;C), donde

8§ z a
L?(R;C):= f:R! Cjf esmedbley jf(t)j>dt< 1 L2(R):
R

Teorema 2.4.7. Paratodaf;g 2 L%(R;C) se cumple
(@) F(F(f))= F(F(f)) = f cd.

Z Z
(b) Rf(t)@dt= . F(f)( )F(g)( )d , es decir W, gi2r.c) = hF(f);F(Q)iL2r:c):

. Z < () Z <

(c) kfki2(r:c) = KF (f )k 2(r:c), €S decir ifi? = jiF (f)j2 = [56, Teo. 22.1.4].
R R

y

N
N

Este dltimo resultado es muy revelador en el siguiente sentido: la transformada de
Fourier es un operador (lineal) F : L2(R;C)! L?(R;C), con inverso, unitario (preserva el
producto escalar), y es una isometria (preserva normas y por ende distancias). El resulta-
do en el inciso (c) se conoce como teorema de Plancherel. Esto Gltimo ayuda a justi car
que hay dos maneras equivalentes, de ver una funcion en f 2 L?(R;C) of 2 L%(R) :
(1) desde el dominio del tiempo correspondiente a f (t) , y (2) desde el dominio de la
frecuencia correspondiente a F (f )( ).

La TF resulta ser un caso particular Qe la TL, cuando f 2 L1(R) es tal que f (t) = 0
sit< 0,yaqueenestecaso F(f)( )= 01 f(t)e 2t du= L(f)(i2 ), es decir, F(f)=
L(f)jp,donde D :=fa+ib2Cja=0; b=2 ; o 2 Rg: Por tanto, la TF cumple los
mismos resultados que se mostraron para la TL paginas arriba. De manera reciproca, la
TL de una funcién f 2 LY(R) se puede ver como la TF de una funcién g que depende de
f (ver[72, Sec. 6.3]).

Observacion 2.4.8. En la Prop. 2.3.25 (mencionada nuevamente en (2.57)) Gnicamente
se contemplan los valores K(i2 ) = W(i2 )= L(K)i2 )= F(K)()para 2 R,
es decir, la transformada de Fourier de la Rl del comportamiento es su ciente para cono-
cer los parametros ri;!  dela Obs. 2.45. AF(K)( ) = L(K)(i2 ) también se le suele
llamar funcion de transferencia sinusoidal , y a partir de las funciones 7! jW(i2 )j
(frecuencia vs. amplitud) y 7! arg(W(i2 )) (frecuencia vs. fase) se pueden obtener los
diagramas de Bode [23, Sec. 3.4], los cuales tienen la propiedad excepcional de proveer
(visualmente) una idea general del comportamiento de un sistema ante frecuencias arbi-
trarias. Usualmente, la unidad de magnitud de la fase es grados y la unidad de magnitud de
la amplitud es alguna unidad de intensidad fisica en decibelios. El diagrama de Bode aso-
ciado alafuncion 7!'jW(i2 )j se conoce cominmente como “respuesta en frecuencia”
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0 “respuesta en magnitud”. También es posible considerar la gra ca tridimensional (o colo-
reado de dominios) correspondiente a frecuencia vs. fase vs. amplitud, es decir el diagra-
ma de Bode asociadoa 7! (arg(W(i2 ));jW(i2 )j), o incluso incluir el factor tiempo,
por ejemplo tiempo vs. frecuencia vs. amplitud etc. En esta tesis no se ahondara en los
detalles para obtener el diagrama de Bode a partir de las funciones 7! jW(i2 )j o

7V arg(W(i2 )). y

La relacién tiempo-frecuencia es muy peculiar por lo siguiente: el estudio de una fun-
cion/sefal se suele realizar tomando un segmento temporal nito de esta, dicho segmento
se denomina ventana. Grosso modo, resulta que, entre mayor sea la longitud de la ven-
tana en el dominio tiempo, habrd mayor informacién sobre el contenido espectral en la
ventana, pero no serda posible inferir en qué momento ocurrieron tales frecuencias presen-
tes en el espectro, de manera contraria, si se toma una ventana de longitud menor en el
dominio tiempo, se podra saber con mayor precision cuales frecuencias surgieron en el
tiempo, pero el alcance temporal es escaso. En otras palabras, “localizaciones nitidas en
el tiempo y en la frecuencia son mutuamente excluyentes” [76, p. 52], simplemente, “no
es posible localizar arbitrariamente una sefial tanto en tiempo como en frecuencia” [56, p.
197]. Este fendmeno se conoce como principio de incertidumbre . M&s detalles sobre
este tema se pueden consultar en [72, Sec. 2.5.5], [56, Sec. 22.3] 0 [76, Sec. 2.2].

2.4.3. Comportamientos muestreados, teorema de muestreo y transforma-
das discretas de Fourier

Esta ultima sub-seccion ya va encaminada al &rea de procesamiento digital de sefia-
les (DSP). En la practica, cuando se desea analizar, almacenar, transmitir etc, una se-
fial/funcién (continua por ejemplo), es totalmente imposible que las maquinas registren
la in nidad de valores que dicha funcién toma a lo largo del tiempo, por tanto, lo que se
hace es usar un dispositivo cuya tarea es detectar un dato cada cierto intervalo regular de
tiempo , esto motiva las siguientes de niciones.

De nicion 2.4.9. Sea! :R! R™ una funcion.

1. Lafuncion! muestreadacada unidadesdetiempo (osimplemente -muestreada ),
denotada “! [ " es lafuncion ! (;:Z ! R™, dada por ! (k) := ! (k ), es decir, se
restringe el dominiode ! al conjuntofk 2 Rjk2 Zg.

2. El control digital asomado a! [], denotado ‘4 ' es la funcion' ! (- R! RM,
dondeparacadakZZ by = [](k)SI'[Z[k (k+1) ). y

En la Figura 2.5 se muestra el ejemplo de la funcién continua f (t) = se”(Zt )sit60y
f (0) = 1 parat2 [ 1;1], sufuncion -muestreada asociada f|(t),y su control digital aso-

ciado f [(t). Tomando el segundo como unidad de tiempo, es el namero de muestras
por segundo (también llamado periodo de muestreo), y ! es la frecuencia de muestreo
cuyas unidades son los ciclos por segundo (Hz). Por ejemplo, una frecuencia de muestreo
de 44:1kHz signi ca que hay ! = 44100 muestras en cada segundo, y se esta tomando
unvalor cada = ;355 segundos.

Aungue es posible de nir un “sistema muestreado”, concepto importante en la teoria
del control (ver Def. [30, Def. 2.10.1]), el interés para esta tesis esta en lo que se observa
en la practica, a saber, la transicion de un comportamiento  LIT continuo a uno discreto,
se realiza mediante el muestreo de la respuesta al impulso de
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@) (b) (©

Figura 2.5: (a) Gracade f :[ 1;1]! R dondef(t)= *M') st 60 yf(0)=1.(b) Graca
defr;:f 10, 9; 8;:::;9,10g! R, lafuncion muestreada qef con = 1—10, se trata de una
sucesion nita de 21 nimeros reales. (c) Gra ca del control digital” f [ asociado a f| }, se trata de

una funcion constante por partes en el intervalo [ 1;1). (Geogebra).

De nicién 2.4.10. Sea =( R;R™;RP; )uncomportamiento LIT continuo con respuesta
al impulso K. El comportamiento  -muestreado asociado a , es el comportamiento
(1= (Z;R™;RP; ) LIT discreto, cuya respuesta al impulso (sucesion de Markov) es
K{ 1,y por tanto (! (D(K) = (K ' (k). Las entradas admisibles de [ | son funciones
-muestreadas cuya funcién original es admisible para y tiene duracién nita. y

El problema que se pretenden discutir en lo que resta del capitulo es: dado  LIT
continuo ¢es posible que [ LIT “aproxime” (o “simule”) con exactitud el comportamiento
original ?, ¢en qué sentido, y bajo qué condiciones se da esta “simulacién™?

Considérese el escenario donde se conoce f[ (k) para alguna > O, pero se des-
conoce la funcién original f, ¢se puede reconstruir por completo la funcién f a partir de
f[ 1(k)? El siguiente resultado da las condiciones y el medio para hacerlo.

Teorema 2.4.11. [de muestreo (Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon)] Seaf 2 L?(R;C)
tal que F(f) 2 L%(R;C) ysopF(f)) [ nmax: max] R.Entonces, paratoda > 0 se
xR

cumple que it ](k)j2 < 1 ;yparatoda 5 se cumple que
k= 1 nmax
R
f(t)= fr(k)senc —(t k) p.ct.t2R; (2.59)
k=1
senx _. . X . ,
donde sencf) = . Si ademas se tiene que jf1(k)j < 1, entonces la serie
k=1
converge uniformemente en R y (2.59) se cumple paratodat 2 R [56, p. 355]. y

Este teorema es de enorme relevancia para la informatica y las telecomunicaciones,
pues demuestra que para transmitir/almacenar una sefal/funcion f 2 L?(R) con ancho
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de banda mmx 2 Rso (es decir, sop(F (f)) [ max; mx]), bastaconf;jcon *Hz
2 max Hz, pues a partir de f| | se puede recuperar f por completo mediante la formula en
(2.59). Mas aun, se tiene la siguiente proposicion.

Corolario 2.4.12. Sean! 2 L?(R)\ L(R)y tal que cumplen las hipétesis del teorema
de muestreo (incluyendo la necesaria para la convergencia uniforme). Se tiene que
z z
- R - !
R K= 1 R
Prueba. Ver Prop. A.1.52 en la pagina 185.
Por otra parte, también se tienen analogas de la TF en el caso discreto.

De nicién 2.4.13.  Sea f(k), k 2 N una sucesion de numeros reales (o complejos) que
proviene de una funcién -muestreada f .

1. Latransformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT) de f ;(k), denotada DTFTIf 4],
es la funcion de variable real 2 R de nida como

. € S % .
DTFT[f5l( )= Ry €2 = f{y(n)e 2" ;
n=0

donde f:?] es la trasformada Z (Def. 2.3.27) paraelcasop=1= m.

2. Latransformada discreta de Fourier (DFT)  def[;, de orden N, denotada DFTN [fr 1

es la funcion de variable discretak 21 0;1;:::;N  1g de nida como
X 1 _
DFTN[f[I(k) = fry(n)e 12kn=N [77, p. 89]: y
n=0

Deniendo g (k) = fry(k) sik 2 f0;1:::;N 1gy g (k) = 0 sik N, ocurre
que DTFT[g; ;] k(N ) 1 = pfFTN [f; ]J(k) paratoda k 2 f0;1;:::;N  1g, por tanto la
DFT es un caso particular de la DTFT y por tanto ambas son un caso particular de la TZ.
Asi, los resultados de la TZ también aplican para estas dos transformadas (en particular
el Teorema 2.3.28 de convolucion). También es posible generalizar la De nicién 2.4.13 a
matrices como se hizo en la Def. 2.3.27 (y asi también aplicaria el Teorema 2.3.29).

NP 1 o
La DFT tiene inversa dada por DFTN "[fj](n) = & » DFTN[fj](k)€2™=N  [56, p.

67, [77, p. 145]. Las transformadas DFTN " yla DFTN son relevantes en la préctica como
una medio para implementar la transformada de Fourier y realizar un analisis espectral
tanto en linea como fuera de linea*! ([69, Sec. 4.3], [72, Cap. 5], [56, Sec. 8-10] y [77]).
Por su parte, la DTFT como analoga de la TF para el caso continuo, provee informa-
cion sobre el contenido espectral de f| . Este ultimo tema es mas delicado, pues requiere

41Un trabajo que ahonda en la teoria del analisis de Fourier con énfasis en un dominio discreto y méas adn,
a partir de esta teoria, realiza la implementaciéon de la “convolucién circular” (en contraste a esta tesis, la
convolucién usada es la denominada “convolucion lineal”) en tiempo real (o en linea), es la tesis “Andlisis de
Fourier aplicado a la convolucién en tiempo real” [69] de Pablo Fichtl. Este Ultimo trabajo también sera de gran
ayuda en futuros capitulos, para aterrizar toda la teoria expuesta al fenémeno del sonido.
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de maquinaria matematica mas pesada que la mencionada hasta ahora. La problemati-
ca principal es la siguiente: si tiene sentido realizar el andlisis espectral de una funcion
muestreada, entonces surgen preguntas legitimas: ¢ cuales son las diferencias entre el
espectro de Fourier de f y el espectro de Fourier de f{ ;?, ¢qué cambios ocurren en el do-
minio de la frecuencia al momento de muestrear una funcién?, ¢se mantienen, afiaden, o
suprimen frecuencias? Gasquet y Witomski lidian con esta problematica en [56, Cap. 11]
y utilizan los conceptos*’ matematicos de “distribucion” y “funcion generalizada™*. Es-
tos autores de nen una funcién muestreada f[ ; como una distribucion obtenida mediante
f 7 f = n2z T (K )Dn [56, p. 343], donde D, es la delta de Dirac centrada en
el punto n , esto ultimo permite de nir la “transformada de Fourier discreta” como la “TF
de la distribucion” f (denotada O ), posteriormente se utiliza un resultado conocido

como férmula de sumacion de Poisson:
0 ,= *opon ¥ f(n)e i2n [56, p. 349] (2.60)

n=1 n=1

esta igualdad (en el sentido de distribuciones) muestra que la transformada de Fourier
de una funcioén muesfreada es una funcion 1-periodica, ya que e i2 (+ Hn = g i2n
ademas el término | ,, % exhibe que “el espectro de la sefial muestreada se
obtiene al sumar todas las traslaciones del espectro de la sefial original f” [56, p. 349].
En resumidas cuentas, muestrear una funcién en el dominio tiempo, implica “periodizar” el
espectro de la funcion original en el dominio de la frecuencia, la Figura 2.6 sintetiza muy
bien esta ultima idea.

Figura 2.6: Cambios en el es-
pectro de Fourier al muestrear
una funcién. La nomenclatura
usada en las grédcas adap-
tada a la usada en esta te-
sis es: £) F (), a :

c max - af 5 es la funcion
a muestreada de f en el sen-
tido de una distribucion. Figura
adaptada de [56, Figs. 37.3 y
37.4].

La Figura 2.6 muestra los escenarios posibles de la TF de una funcién muestreada,
el teorema de muestreo esta fuertemente relacionado, pues los Unicos dos escenarios

“2Gerald Kaiser explica grosso modo en qué conociste estos conceptos en [76, p. 26].

“3Conceptos desarrollados en gran parte por el matematico Laurent Schwartz (a mitad del siglo pasado) en
su obra titulada “Théorie des distributions”. La infame delta de Dirac,Fge nida inicialmente como la “funcién”

:R! R quecumpleque: (t)=0sit60, (0)= 1 yademas . (t)dt =1 para"> 0, adquiere su
debido rigor y justi cacion en la teoria de distribuciones de Schawrtz [72, Sec. 3.1]. Intuitivamente, la sucesion
regularizante estandar (Figura 2.3) “converge” a la delta de Dirac, que es una funcién generalizada.
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son: 1 2.mx ¥ 1< 2mx.Enlaizquierda de B, se muestra la sefial a-muestreada

de f con una frecuencia de muestreo a > 1=(2 ), a la derecha esta la TF de la sefal
muestreada (que es periddica), en este caso existe un sobrelape en el dominio de la
frecuencia lo cual crea ampli cacion de frecuencias que no corresponden al espectro de
la sefal original (fenédmeno denominado aliasing o “sobrelape”). A la derecha de C no
existe sobrelape, pues la separacion entre periodos es mayor al ancho de banda de f . La
frecuencia critica de muestreo a=1=(2 ) se denomina frecuencia de Nyquist.

Aungue estos Ultimos conceptos se han abordado muy someramente, sirven para dar
respuestas a las preguntas planteadas parrafos arriba.

Observacion 2.4.14. Sea uncomportamiento LIT continuo UBIBO con funcién de lectu-
ra de salida , respuesta al impulso K y | el comportamiento muestreado asociado con
funcion de lectura de salida . Supongase que la funcién s 7! K ( s)! (s) (! entrada
admisible para ) cumple las hipotesis del teorema de muestreo. Entonces | “simula”
por completo, en el sentido de que a partir de , es posible recuperar . Esto Gltimo se
justi ca al observar que
z
| = | = |
M )=C Kgh N )= KO 9H(9ds

conv. continua

CNp0)

b3 _
=M (K( SN )= (K )= (Cp0):

conv. discreta

Por tanto, parauna su cientemente pequefia, se tendra que ( (! Nk = ( [ P(K)
para toda k 2 N. De manera mas especica, si 1 2, donde K y! tienen ancho
de banda nax , €ntonces K y K| ; tienen mismo espectro de Fourier al igual que ! y !,
(Fig. 2.6), luego, por los teoremas de convolucion discutidos en 8§2.3.3, restringiendo el
dominiodelaTFa 2 [ nax; max], setendraque F( (1)) = F(K !)= F(K)F(!)=
toda 2 [ ax; max ). Asi, (por el teorema de muestreo), (!) se recupera con ( (! DIS!

(! 7). Todo lo anterior justi ca que [ sera una buena aproximacion de siempre que
las entradas y la respuesta al impulso tengan ancho de banda dos veces menor que la
frecuencia de muestreo 1. y

Al margen de la teoria, la realidad es que la mayoria de las sefales encontradas en
la practica, tienen ancho de banda ilimitado, por lo que siempre existe el problema del
sobrelape. Si K tiene ancho de banda ilimitado o bien ancho de banda pax > zi Gasquet
y Witomski comentan lo que se debe hacer:

...es necesario ltrar la sefial antes de muestrearla. Al pasar la sefial a través de un
Itro “°de paso bajo bien disefiado, se obtienen dos ventajas: se elimina el ruido de
alta frecuencia y se tiene una mejor idea sobre la frecuencia de muestreo adecuada.
Para calcular numéricamente el espectro de una sefial fisica, es necesario ltrar la
sefial antes de muestrearla. Esto es para evitar el problema del aliasing [56, p. 360].

De esta forma se puede asegurar que K sea el al espectro de Fourier de K al
. . 1
menos para frecuencias menores o iguales a —-.

44Corolario 2.4.12.
4SEn esta tesis se debe entender el término “ Itro” como un comportamiento  implementado o materializa-
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2.5. Resumen sobre los sistemas y comportamientos LIT

Si bien las Observaciones 2.2.20, 2.2.35, 2.3.23, 2.3.26, 2.4.5y 2.4.14, buscaron sin-
tetizar conclusiones y resultados importantes de cada apartado, es pertinente hacer un
resumen de lo expuesto en el capitulo respecto a los sistemas y comportamientos LIT.

Caso continuo

Unsistema =( R;X;U; )=(R;R";R™; ) continuo LIT, es un sistema (inicializado
en Xp) cuya funcién de transicion es (; 0;xp;!) = ( ), donde es la solucién del PVI:
Lt)=F( (t);!(t)); (0O)= xpydondef(;):X U! Xesunlado derecho (Def. 2.2.21)
y lineal*®, por lo que la ecuacion diferencial (PVI) que describe ( ;xg) a través de sus
estados es (t) = f( (t);! (t))= A (t)+ B! (t), (0)= xodonde A2 R" ";B 2 R" M,
f((1);0 = A(t)yf(;!(t) = B! (t). Este sistema se puede ver también como un
comportamiento i/s (caja negra) .o, con salidas en Y = R" = X, donde la funcion de
salida se de ne como (Def. 2.2.6 1. y Obs. 2.2.7): (1 )(t):= (t;0;%o;! )= (1), y asi las
ecuaciones que describen .o (como comportamiento i/s realizado) son

{)=AO+B (1), ©=x5 y ()N)= () (2.61)

Si  ademas tiene salidas en Y = RP, (por de nicién) su funcién de lectura de salida
h:R X! Yeslneal ydalugar a un comportamiento (del sistema inicializado) .o
(Def. 2.2.6 2.) con funcién de salida

(1)) = h(t; (50;x0:!)) = h(t; (1) =: C (1); C2RP T, (2.62)
y las ecuaciones que describen este comportamiento son

{t)y=A (t)+ B! (t); (0)= Xo; (2.63)
()1 = C (1) (2.64)

Sip = ny C es la matriz identidad, la ecuacién (2.64) es el caso particular del com-
portamiento i/s en (2.61). La solucion de (2.63) esta dada por la férmula de variacion de
parametros (Corolario 2.1.24) y (2.64) se vuelve
z t
()= C ()= Chxo+ CeLIMBI(s)ds= Cefxo+ (K 1)(1):  (2.65)
0 K(t s)

K(t) := Ceé”B 2 L&,C(R 0; RP ™M) es la respuesta al impulso del comportamiento .
Si xp = 0, entonces (2.65) muestra que la funcion de salida esta determinada de manera
Unica por la convolucion continua (Def. 2.3.6) de la respuesta al impulso K con la entrada
particular ! , es decir

(MM =(K 1)) (2.66)

do de alguna forma, por ejemplo, en un programa computacional o algin dispositivo electronico, el cual busca
simular el comportamiento (te6rico) original de

“De manera inversa, en la Prop. 2.2.25 se mostré que si una funcion f (x;u) : R R" R™ 1 R"
cumple que f ( ;x;u) es localmente esencialmente acotada con x;u jos,y f(t; ; ) eslineal paracadat ja,
entonces f es un lado derecho.
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En todo lo anterior se usa que si ( ;0) es LIT, entonces el comportamiento asociado o
es LIT (ver Obs. 2.2.30).

Por otra parte, un comportamiento =( R;U;Y; )=(R;R™;RP; ) continuo LIT (com-
portamiento integral e invariante en el tiempo - Obs. 2.2.34), es un comportamiento donde
(entre otras condiciones) la funcidn de respuesta es lineal e invariante en el tiempo, y la
funcion de salida (al igual que en (2.66) para o) esta caracterizada por la convolucion
de la entrada con la RI (Prop. 2.2.33): (! )(t)=(K !)(t).

En cualquier comportamiento  LIT continuo (proveniente o no de un sistema con
salidas) que sea UBIBO (Def. 2.3.3) (o equivalentemente, con K 2 LY(R oRP ™) - Prop.
2.3.4), siempre es posible obtener/aproximar la Rl K, evaluando la funcion de salida en
los impulsos continuos }‘o (Def. 2.3.10) para todo jo 2 m, es decir

K)=(K () Kio®* (2.67)

donde K, es la jo-ésima columna de K .

La matriz (o funcion) de transferencia de un comportamiento , es la transformada de
Laplace (Def. 2.3.11) de la respuesta al impulso (K). El teorema de convolucién (Prop.
2.3.29) caracteriza la funcion de salida en el dominio de la frecuencia, mediante el pro-
ducto de la matriz de transferencia con la TL de la entrada, ya que al aplicar la TL a (2.66),
se tiene que

NOCENGENCERIOIIOE (2.68)

Si el comportamiento en cuestidn es realizado por un sistema (A;B; C), se tienen tres
equivalencias para la matriz de transferencia:

K (s) = P CAl 1Bs i=C(sl A) B =W(s); (2.69)
i=1

donde W es una funcion racional (Prop. 2.3.18). La importancia de la matriz (o funcidn)
de transferencia se debe a que provee la informacién necesaria (a través de cambios
en amplitud y fase) para conocer en qué medida cada frecuencia de la descomposicion
de Fourier de una entrada admisible es afectada por el comportamiento . También es
importante mencionar que la funcion de transferencia es el cociente entre la salida y la
entrada del comportamiento en el dominio de la frecuencia.

Caso discreto

Unsistema = ( Z;X;U; )= (R;R";R™; ) discreto LIT, es un sistema inicializado
en X, de dimension nita, cuya funcion de transicion al siguienteestado P : Z X U! X
(de nida en (2.19)) es lineal e invariante al tiempo, por lo que la ecuacién (de diferencias)
gue describe los estados de ( ;Xg) esx(t+1) = P(x(t);u(t)) = Ax(t)+ Bu(t), x(0) = Xp,
donde A 2 R" "; B 2 R" M, P(x(t);0) =1 Ax(t) y P(O;u(t)) = Bu(t). Sixo =0 yel
sistema tiene salidas en Y = RP, entonces el comportamiento asociado a ( ;0), denotado

.0 €s LIT discreto (Prop. 2.2.12), y la funcion de salida es lineal (por un argumento
analogo a (2.62)), asi, las ecuaciones que describen .o (realizado) son

" x(t+1)= Ax(t) + Bu(t); x(0) = Xp (2.70)
“(u)(t) = Cx(t); C2RP ™ (2.71)

4K, es lajo-ésima columna de K .
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Sip = ny C es la matriz identidad en R" ", la ecuacién (2.71) es el caso particular del
comportamiento i/s del sistema (analogo a (2.61)).

La Rl del sistema es Ay+; = CAKB paratodo k 2 N (Corolario 2.3.1).

Un comportamiento LIT discreto = ( Z;U;Y; ) =(Z;R™;RP; ) siempre tiene aso-
ciadauna Rl GnicaA : N>g! RP ™ (sucesion de matrices, también llamada sucesion de
Markov), que caracteriza al sistema a través de la convolucion discreta (Def. 2.2.19), por
lo que al igual que el caso continuo se tiene que (u) = (A u).

En cualquier comportamiento  LIT discreto, siempre se pueden obtener los primeros

impulso discreto th (Def. 2.3.5), parato2f0;1;:::;t 1gyparaj 2 m, pues de manera
similar a (2.67), se tiene que  ( J‘g) =(A jtg)(t) = A, (to); donde A y(to) eslaj eésima
columna de la matriz A (to).

La matriz de transferencia en el caso discreto es la transformada Z (Def. 2.3.27) de la
RI (A), y se tiene un resultado analogo a (2.68), debido al teorema de convolucién discreta
para matrices (Corolario 2.3.29): A(u)(s) = A u)(s) = A(s)0(s):

Si el comportamiento en cuestidn es realizado por un sistema (A; B; C) inicializado en
0, entonces A(t) = CA! 1B, y aplicando la 'EZ a las ecuaciones (2.70) y (2.71) se llega al
mismo resultado en (2.69), es decir, A(s) = j1:1 CAl 1Bs I = C(sl A) B =W(s):

Andlisis vs. sintesis

En el caso continuo, la transicion
de una funcion del dominio tiempo al
dominio frecuencia es mediante la TL
o TF (caso particular de la TL), y para
el caso discreto la TZ, DFT o DTFT
(casos particulares de la TZ). La tran-
sicion del dominio tiempo al dominio
frecuencia se denomina “analisis”, y el
caso inverso se denomina “sintesis”.
La sintesis se realiza con las transfor-
madas inversas: TZ 1, TF 1, DFT !
etc. La Figura 2.7 busca ilustrar estos
conceptos en un comportamiento  LIT (ya sea discreto o continuo), con RI K .

Figura 2.7: Andlisis vs. sintesis.

Muestreo

Todo comportamiento  LIT continuo, tiene un comportamiento LIT discreto asociado

[ 1 (obtenido a través del muestreo de la Rl de ), llamado comportamiento -muestreado
(Def. 2.4.10). En 82.4.3 se argumento como | jsera“el’a , al menos para frecuencias
menores a Tl Esdecir,si y son las funciones de salidade vy [ ] respectivamente,
entonces a partir de (! [ 1) €s posible recuperar una funcion (t) que aproxima (1) en
frecuencias menores a 71 esdecirF( ) F ( (1))jh Tl;Tli . También ocurrira que el
espectro de (! [;) sea similar al de (! )j® . .'.La Figura 2.8 busca sintetizar los

22
distintos casos abordados en el capitulo para un sistema o comportamiento LIT de dimen-
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sién nita, sefialando relaciones importantes entre los casos posibles, y sus funciones
asociadas en el dominio tiempo (DT) y el dominio frecuencia (DF).

Figura 2.8: Distintos casos para un sistema y comportamiento LIT. Dado un comportamiento LIT
continuo ¢ arbitrario, si se encuentra un sistema  LIT continuo ( ;0) inicializado en 0 tal que
0= ¢, sediceque eslarealizacion de . Lo mismo ocurre para el caso discreto: dado
p, encontrar ( ;0) tal que ., = p signica realizar p. Dado un comportamiento LIT ¢
arbitrario, es posible transitar a uno discreto mediante el muestreo de la respuesta al impulso, y el
comportamiento resultante también es puede ser candidato a ser realizado por un sistema discreto.

2.6. Observaciones nales

Representacion del espacio de estados y ecuaciones escalares lineales. Velimir
Jurdjevic*® enfatiza como la ecuacién diferencial matricial denominada “representacion
del espacio de estados™ (t) = A (t) + B! (t), estd estrechamente relacionada con
la ecuacion diferencial escalar lineal con coe cientes constantes: (V(t) + a; (™ D(t) +
a, (" A1)+ + a; (t) = u(t), que “modela un sistema mecanico o eléctrico controlado
mediante una fuerza externa u” [31, p. 101]. Es posible convertir la ecuacion diferencial
escalar a una ecuacion diferencial matricial en representacion de estados y viceversa, mas
detalles sobre este tema se pueden consultar en [31, Sec. 4.2].

Sistemas LIT con prealimentacion, retroalimentacion, en cascada y en paralelo. Es
Gtil representar un sistema mediante un diagrama de bloques. El diagrama de la Figura

48a obra Geometric Control Theory [31] (1997) de Velimir Jurdjevic ofrece un enfoque geométrico (célculo
en variedades, grupos de Lie etc.) de la teoria del control. Su obra esta dirigida a niveles de posgrado.
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2.9 (a), corresponde a las ecuaciones tratadas en esta tesis: (t) = A (t)+ B! ({) y
(t)= C (t);donde (t):= (!)(1):

Se pueden considerar mas factores interviniendo en un sistema LIT, por ejemplo un
elemento de prealimentacion D 2 RP ™ (feedforward), que considera el caso cuando una
entrada toma dos caminos posibles: a través del sistema y fuera del sistema directo a la
salida (Fig. 2.9 (b)). Las ecuaciones asociadas en este caso son: (t) = A (t)+ B! (t),y

(t) = C (t)+ D! (t). El tratamiento de este caso no se aleja demasiado de lo abordado
en el capitulo (ver por ejemplo [71]).

(@) (b)

Figura 2.9: Diagramas de bloques de un sistema LIT (A;B;C), y de un sistema LIT con
prealimentacién (A;B;C;D).

Se pueden considerar mas variedades de elementos co-
mo: retroalimentacion a estados (la salida afecta de manera
directa los estados), retroalimentacion a entradas (las salidas
afectan de manera directa las nuevas entradas del sistema),
sensores (dependiendo de la salida, el sensor se comuni-
ca con la entrada o los estados para modi carlos), asi como
afadir comunicaciones a otros sistemas. En este Ultimo caso,
se hace la distincion entre sistemas (0 comportamientos) en
paralelo, donde una entrada se alimenta al mismo tiempo a
k sistemas, dando lugar a k salidas, y sistemas en cascada,
donde una entrada recorre k sistemas uno tras otro, dando lu-
gar a una salida nal transformada por todos los sistemas. Si
los sistemas en cascada son LIT (con RI K; para cada siste-
ma ), entonces la salida es una composicion de k convo-

Figura 2.10: Sistemas en i )
luciones con laentrada! ,esdecir = Ky Kz Ky, K !

paralelo.

Figura 2.11: Sistemas en
cascada.

¢, Qué sigue?

Este capitulo presentd la (abstracta) teoria matematica del control enfocada en los
sistemas/comportamientos LIT de dimensidn nita. En los siguientes capitulos se discutira
la aplicacion de esta teoria a tres sistemas/comportamientos concretos: (a) el sistema del
sonido como fendbmeno fisico, (b) el sistema informatico del procesamiento de sefiales
acusticas, y (c) el sistema auditivo humano.



Capitulo 3

El sonido como sistema lineal e
iInvariante en el tiempo y la medicion
directa de HRTFs

N este capitulo, se busca exponer como se justi ca aplicar los resultados de la
teoria de sistemas LIT al caso particular del fenémeno del sonido. Se argu-
mentara como este Ultimo puede verse como dos sistemas LIT estrechamente
relacionados: (1) La propagacion del sonido como sistema fisico: la conver-

sion de una onda sonora f (t) emitida en un punto Py, que al interactuar con el entorno
fisico , se transforma en una onda sonora (f )(t) en un punto receptor P1. (2) El sonido
como sistema en el area de procesamiento de sefiales acusticas, donde a una sefal de
audio se le aplica una funcién, algoritmo, o Itro para obtener una nueva sefial. Esta Ultima
concepcion es posible gracias a la tecnologia de captura y procesamiento de audio ac-
tuales, donde el concepto de muestreo es crucial. El capitulo nalizara explicando el caso
particular de la funcién de transferencia acustica referida a la cabeza.

3.1. Perspectiva general del sonido

3.1.1. Representaciones matematicas del sonido

Llanamente, el sonido es un fenédmeno fisico que ocurre cuando un cuerpo vibrante
transmite su patrén de movimiento a las particulas del medio en que se encuentra, el me-
dio puede ser gaseoso liquido o sélido (principalmente). El movimiento de dicho cuerpo
provoca una reaccion en cadena que comienza con las particulas inmediatas a la su-
per cie del cuerpo y se propaga en el medio a través de ondas longitudinales y ondas
transversales (Fig. 3.1). Tanto en un medio gaseoso como en un medio liquido, las ondas
longitudinales dominan sobre las transversales, y en el caso del medio gaseoso, la ondas
transversales son practicamente negligibles [78, Sec. 1.1.2]. Por tanto, el tipo de ondas
gue se encontraran alrededor de la fuente de sonido (el cuerpo en vibracién) son ondas
longitudinales denominadas ondas acusticas o sonoras.

Dado que el sonido es producido por la vibracidn de un cuerpo, una primera caracteri-
zacion es identi car el sonido por la funcién

fm iR o! [ a&aa; t7! fm(t) 3.1
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Figura 3.1: Onda transversal y onda longitudinal.
En ambos caso se tiene una reaccion en cadena
representada por las lineas punteadas: una par-
ticula A que afecta a una particula adyacente B y
ésta ultima afecta a una adyacente C. En las on-
das transversales las oscilaciones (movimiento)
de las particulas siguen la direccién de propaga-
cion de la onda, mientras que en las ondas lon-
gitudinales la oscilacion de las particulas es per-
pendicular a la direccién de propagacioén. Figura
basada en [78, Figs. 1.1y 1.2].

donde fy (t) representa la posicidon de un punto jo (elegido en el cuerpo) al tiempo ty
respecto su posicidn en reposo, en este caso f , (tg) = 0 signi ca que el cuerpo esta en la
posicion de reposo en el instante to. EI codominio de f, esunintervalo[ a;a] R, para
alguna a 2 R ya que el rango de movimiento es acotado.

Un ejemplo concreto de esta concepcion es el experimento realizado por Herman von
Helmholtz a mediados del siglo XIX, y documentado en su obra' Sobre las Sensaciones
del Tono como fundamento Fisioldgico para la Teoria Musical [79]. Dicho experimento,
buscé estudiar el movimiento descrito por un diapasén vibrante A (Fig. 3.2), que consisti
en afadirle un lamento o aguja b, luego se enroll6é un papel B (cubierto con una delgada
capa de carbon) en el cilindro de un fonoautégrafo, el cilindro rotaba a velocidad constan-
te y la aguja registraba su movimiento al desprender el carb6n del papel obteniendo el
resultado en la Figura 3.3.

Figura 3.2: Con guracion del experimento de
Helmholtz. El resultado esperado es la gra ca
de alguna funcién sinusoidal [79, Fig. 5].

Figura 3.3: Resultado del experimento de Helmholtz con un diapasén [79, Fig. 6].

Ahora supdéngase que la posicién de la fuente se encuentra ja en un punto Py =
(Xo; Yo; Zo) respecto a algun sistema de coordenadas. Las ondas longitudinales propaga-
das? alrededor de la fuente, se traducen en cambios en la presion atmosférica respecto
al tiempo. Por tanto, jando un punto P1 = (x1;y1;21) cercano a la fuente, se tiene una

1En el Apéndice B, se explica como esta obra propuso una teoria del proceso de audicién humana que
fue de gran in uencia para teorias posteriores. La teoria que postula Helmholtz se apoya fuertemente en el
Teorema de Fourier discutido en 8§2.4, (2.55).

2A menos que se sefiale lo contrario, se presupone que el medio de propagacion es el aire o agua.
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representacion mas del sonido
fPP R o! [ puipwl; t70fP(t) (3.2)

donde f P1(t) representa la presion atmosférica (o hidrostatica en el caso del agua) al
instante t, en un punto P; cercano a la fuente. El codominio esunintervalo[ puw:pv] R,
donde py es algun valor de presion atmosférica maximo. En este caso, f (tg) = 0 signi ca
que en el instante tg se tiene la presion atmosférica normal (silencio).

De nici6n 3.1.1. Un tono puro es un sonido cuya funcion f, o f P1 asociada, es una
funcién sinusoidal (ver Def. 2.3.24), la frecuencia del tono puro es la frecuencia de las fun-
ciones f ,. Se usaran los términos “tono puro ", “tono " o “frecuencia " (si no hay riesgo
de ambigiiedad) como sinénimos para hacer referencia a un tono puro con frecuencia

y

La Figura 3.4 busca ilustrar el siguiente escenario: una fuente sonora en un punto Pg
emite un tono puro. Al tiempo 0 se comenzo a medir la presion atmosférica en un punto
P1 jo de modo que fP1(0) = py, posteriormente transcurrieron t; segundos y al instante
t; (marcado con la linea roja vertical) se tiene una presion minima, f P1(0) =  py.

Figura 3.4. Ondas so-
noras. Se ilustra la me-
dicion (en un punto P;)
de los cambios de pre-
sién respecto al tiempo
de un tono puro.

El eje de las abscisas de la gra ca de f P! va hacia la izquierda y la ilustracion debajo
representa la presurizacion y la despresurizacion de las particulas (ondas longitudinales,
propagadas hacia la derecha) de aire a lo largo del tiempo transcurrido. Un tiempo mayor
gue t; se interpreta como “el futuro” que aun no es registrado en el punto P, (naranja),
el intervalo [0; t1] es la funcion ya registrada (azul rey), y los valores antes de 0 son los
eventos ocurridos antes de comenzar a medir los cambios de presion (morado). Es fun-
damental sefialar que esta exposicion, donde se presume la forma de f P1 para valores
futuros y pasados se apoya en la suposicién de que la fuente sonora es un tono puro
siempre.

La tercer representacion del sonido es posible gracias a las tecnologias de captura
y procesamiento de audio actuales. Un micréfono es un dispositivo electronico capaz de
registrar las ondas sonoras que llegan él, mediante la conversién de las variaciones de
presion atmosférica en variaciones de voltaje (tension) [32, Sec. 1.1.1.]. Tal sefial de vol-
taje se denomina sefial anal6égica de la onda sonora. Con lo anterior, se considera la
siguiente representacion del sonido:

fa iR o! [ b t7 fa(t) (3.3)
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donde f 4(t) representa el voltaje asignado por el micréfono en el instante t. El valor b 2
R es el voltaje maximo manejado por el dispositivo. La manera en que se asigna el
voltaje en funcion del tiempo dependen del tipo de micréfono, por ejemplo, en micréfonos
del tipo “condensador”, el voltaje esta asignado por la posicion de una membrana interna
en el dispositivo que vibra en respuesta a las ondas acusticas recibidas [80, Sec. 2.2].

En el capitulo anterior, cuando se discutio el teorema de muestreo (Teo. 2.4.11), se
menciond que era imposible almacenar la cantidad in nita de valores que toma una fun-
cion continua, por lo que se opta por muestrear la funcion. En la practica, la conversion de
la sefial analoga de audio a la sefial digital se lleva a cabo por un circuito eléctrico “ADC”
(analog to digital converter) [80, Sec. 2.2], el cudl realiza el muestreo de la sefial original
cada unidades de tiempo en segundos, esto corresponde a la De nicion 2.4.9 de funcion

- muestreada. Por tanto, la siguiente representacion del sonido es

frp N[ LINQ k7! (k) (3.4)

donde f{ ;® es una funcién -muestreada proveniente de una funcién analdgica f 5.

La minima frecuencia audible para el ser humano es 20 hercios y la maxima es 20; 000
[3, Cap. 1]. Se denominan infrasonidos a los sonidos por debajo de los 20Hz y ultrasonidos
a los sonidos por arriba de los 20 kHz. Factores como el volumen del sonido, la distancia
a la fuente, la existencia de obstaculos entre el receptor y la fuente, asi como la salud
del sistema auditivo son algunos factores que afectan la capacidad de percibir sonido. Por
tanto, por el Teorema 2.4.11, un valor idoneo para en (3.4) es ﬁ) (la frecuencia de
muestreo convencional para grabaciones de audio es 44:1kHz [80, Sec. 2.2]). También se
debe tomar en cuenta el fenédmeno aliasing discutido al nal del capitulo anterior, causado
por los ultrasonidos, por tanto, en el proceso de muestreo realizado por el ADC también
se considera lo que Gasquet y Witomski comentan en la cita reproducida en la pagina 55
(Itrar la sefal analégica para eliminar frecuencias arriba de 20kHz).

Por todo lo discutido hasta ahora, se tienen al menos cuatro maneras de caracterizar
el sonido. Se supondré que f, f P1 y f5 son funciones continuas con soporte compacto,
de manera mas especi ca, lo que se supondra de ahora en adelante es que fn;fP1;f, 2
C¢(R), donde

C(R):= ff :R! R jf escontinua, acotaday con soporte compactog: (3.5)

Se observa que Cc(R) L1(R)\ L?(R),y el soporte compacto garantiza que toda funcion
f 2 C¢(R) tiene orden exponencial, asi que la teoria de la transformada de Laplace y de
Fourier expuesta en el capitulo anterior, asi como los resultados de teoria del control para
controles en LY(R) \ L?(R), aplica para el conjunto C.(R). Por otra parte, como firesla
funcion  muestreada de una funcion f4 2 Cc(R), se tiene que f| j es una sucesion donde
solo un nimero nito de términos son distintos de cero, y asi f;;2 "o, donde

n P 1 0
o= f:z! Q\[ 1,1] o FKj9 < 1;q2f129 ;

con la extension trivial de f; (f; ;(k) = 0 paratoda k < 0).
Los sub-indices m, a, (0 ninguno, para el caso de f P1) seran usados para enfatizar qué
tipo de representacion se estd tomando en cuenta.

3El condominioes[ 1;1]\ Q, ya que (nuevamente) las maquinas no pueden almacenar la cantidad in nita
de digitos de un nimero irracional, solo una aproximacion racional.
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La siguiente tabla sintetiza todo lo mencionado hasta ahora.

Representacion

Descripcién

fm 2 Ce(R)

Modela el movimiento de un punto jo localizado en una
fuente sonora (vibracion mecanica de un cuerpo)

f P12 C(R)

Modela las uctuaciones de la presion del medio de
propagacion, medidas en un punto P; 2 R3 cercano a una
fuente sonora f ,, (uctuaciones de presién, forma de onda)

fa2 Cc(R)

Modela la sefial analdgica de audio generada por un
microfono cercano a la fuente que mide la forma de onda
(uctuaciones de voltaje - corriente alterna)

fl12 9

Modela la sefal digital muestreada por un circuito ADC, y
corresponde a la funciéon -muestreada (sucesion en
[ 1;1]\ Q, donde solo un nimero nito de términos son

distintos de 0) de alguna sefial analdgica f 5

Tabla 3.1: Cuatro representaciones matematicas del sonido.

Ondas sonoras en el dominio de la frecuencia: espectrograma

Las ondas sonoras son candidatas al anali-
sis de Fourier, esto da lugar a un espectrogra-
ma, donde se busca representar una onda so-
nora gra cando tiempo vs. frecuencia vs. am-
plitud. Esta representacion tiene el problema de
sufrir el principio de incertidumbre (ver lo men-
cionado inmediatamente después de la Obs.
2.4.8). Para sobrellevar este problema, en el
espectrograma se toman segmentos tempora-
les cortos de una sefal digital muestreada f j,
para llevarlas al dominio de la frecuencia me-
diante la DFT (Def. 2.4.13), y posteriormente
presentar la sucesion de cada ventana trans-
formada, donde la amplitud se representa con
un colores, el eje x es el tiempo y el eje y la fre-
cuencia ordenada de menor a mayor (Fig. 3.5).
El espectrograma permite “visualizar el sonido”,
e identi car aspectos del sonido que no son evi-

Figura 3.5: Ejemplo de un espectrograma.
“Andlisis de audio de la rma sonora de mu-
nicion real disparada a través de una exten-
sion de «bala de goma». (Forensic Architec-
ture y Lawrence Abu Hamdan)”. Modi cado
de forensic-architecture.org.

dentes en el dominio del tiempo. Mas detalles sobre el espectrograma se pueden consultar
en [80, Sec. 10.4] y [81]. El concepto de espectrograma como una representacion mas del
sonido, sera importante especialmente para el siguiente capitulo.

3.1.2. Breve revisién de conceptos acusticos

La cruda realidad, es que las férmulas que modelan la propagacién e interaccion del
sonido en un medio y obstaculos arbitrarios, provienen de diversas ramas de la fisica
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clasica, y dependen de una cantidad generosa de variables fisicas como presién, des-
plazamiento, velocidad, temperatura, entropia, densidad (entre otras) [78, Sec. 1.1.3]. Al
margen de esto, de manera somera, en este apartado se presentan conceptos fisicos
concernientes al sonido (cuando el medio de propagacion es el aire 0 agua).

Longitud de onda, campo cercano, campo lejano y ondas planas

Lalongitud de onda asociada a untonopuro g, eselvalor = cg= ¢donde com=ses
la velocidad de propagacion del sonido en el medio. En el caso del aire, un valor estandar
es ¢p = 343 m=s[33, p. 32]. La longitud de onda se puede interpretar como la distancia
(en metros) que la onda ha recorrido después de haber completado un periodo.

El campo cercano asociado a g se de ne como “la regidén del espacio dentro de una
fraccion de una longitud de onda de una fuente sonora” [82, p. 30] y el campo lejano es
la zona mayor que una longitud de onda de la fuente sonora. Si el tono ¢ se emite desde
un punto xo 2 R en algun sistema de coordenadas, entonces un punto y 2 R estara en
el campo cercano de o siysolosiy 2 Bra(Xo;, ):= fx2 R®jkx xok< g(setomala
norma euclidiana usual en R3).

Figura 3.6: Campo cer-
cano y campo lejano
de una fuente sonora.
La fuente reproduce un
tono puro con frecuencia
0, Y longitud de onda

= Co= o, donde ¢y m=s
es la velocidad de pro-
pagacién del sonido en
el medio.

Como la minima frecuencia audible es 20Hz, el maximo campo cercano de una fuente
sonora audible es la esfera de radio 17:15m centrada en la fuente sonora. Para frecuencias
mayores a 343Hz (la mayoria de las frecuencias audibles), el campo lejano siempre esta
a mas de 1m de distancia de la fuente, por esta razén es posible encontrar autores que
de nen el campo lejano cuando la distancia entre la fuente y el receptor es mayora 1mo
1:5m.

Por otra parte, recordando la Figura 3.4, en esta se considera Unicamente la propa-
gacion de una onda en una dimensioén, al considerar todo el espacio, los tonos puros se
propagan en todas las direcciones, dando lugar a ondas esféricas.

Figura 3.7: Representacion de la propaga-
cién de ondas planas (planos paralelos), y on-
das esféricas (esferas cuyo radio crece a me-
dida en que se alejan de la fuente). Imagen to-
mada de [84, Fig. 1].
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El radio de tales ondas esféricas aumenta a medida en que las ondas se alejan de
su fuente, y si el receptor se encuentra a una distancia su cientemente mayor que la
longitud de onda, entonces las ondas esféricas que llegan al receptor se asemejan a
planos paralelos (ondas planas ). La ventaja de considerar escenarios en el campo lejano,
es gue en este caso las ondas esféricas se pueden tratar como ondas planas, y el manejo
de estas Ultimas es mas amigable para explicar la interaccion del sonido con obstaculos.

Intensidad (volumen)

Independientemente de las unidades de consideradas, la manera mas usual de asig-
narle una rEagnitud a urésonido f 2 C¢(R) de duracién T s, es mediante la formula
1

Rus(f) = Tl OT f (t)2dt 2. Para una funcién muestreada frycon N 2 N muestras, se
Sy
utiliza la formula Rys(f[ ) = Ni E:o fr ](k)2 2. Ambas asignaciones se conocen co-

muanmente como media cuadratica o RMS (root mean square).

Por otra parte, dada cualquier unidad u de intensidad y un valor minimo de referencia
et 2 R>oenuunidades, siempre se puede considerar su escala asociada en decibelios ,
donde la escala nueva esta dada por

Lag(l) =10l0g 0 (I1=1ref ) ; (3.6)

para cualquier intensidad | u | u. De esta forma la unidad de referencia | . dada en
u unidades, se vuelve 0 en su escala en decibelios.
En acustica, la intensidad del sonido | # depende de dos factores:

1. la impedancia, particularmente la impedancia caracteristica del medio de propa-
gacion® dada por la férmula Zg = oco (Suponiendo que las ondas acusticas son
planas) [83, Ec. 5.10.2], donde ¢ es la densidad del medio (en kg=m®) y ¢ es la
velocidad de propagacion del sonido en el medio®.

2. La presion, cuya unidad es el Pascal (Newton normal a super cie de metro cuadra-
do): Pa= N=m? =kg m=s* m? = kg=m <°.

La relacion entre intensidad acustica |, impedancia caracteristica Zg y presion p “efectiva”
(valor en Pa RMS), se da mediante la formula | = Z, 'p? [83, Ec. 5.9.5].

Recordando entonces la Figura 3.4, por lo mencionado hasta ahora, la unidad corres-
pondiente a py son los pascales. La intensidad | (en W=m?) de una onda sonora f P (en
Pa RMS) de duracion T s, se obtiene con la férmula

€.5
| = Zy'Rys ™ (3.7)

Aunque esto ultimo se cumpla, usar las unidades Pa o W=m? resulta inviable por lo si-
guiente: William Yost [57, Cap. 3] menciona que si | es la minima intensidad acustica

4Por de nicion, la intensidad acUstica es la energia que viaja a través de una unidad de area por unidad
de tiempo (ujo de energia), y sus unidades son vatios/watts sobre metro cuadrado (W = J=s= N m=s =
kg m?=s’) [78, Sec. 1.4.3].

SIntuitivamente, a mayor sea la impedancia caracteristica, mayor es la fuerza necesaria para mover las
particulas del medio.

6Las unidades resultantes de la impedancia caracteristica (kg=m?)(m=s) = kg=m s= Rayl se denominan
rayleighs, en reconocimiento al trabajo del fisico Lord Rayleigh (John William Strutt). En el siguiente capitulo
se discutira su llamada “teoria duplex”.
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perceptible para un oido humano sano, entonces la maxima intensidad acUstica antes de
gue el oido se destruya es
lmax = 10%4 ref s (3.8)

cien billones de veces la unidad de referencia original. Por tanto, usar las unidades Pa 'y
cubrir el rango dinamico humano (10'* unidades de intensidad), implicaria manejar fun-
ciones que toman doscientos billones de valores posibles. Aunado a lo anterior, el oido
humano distingue mejor los incrementos de intensidad de manera exponencial (elevando
el valor original a un niimero jo) que de manera lineal (sumando algun valor jo al va-
lor original) [3, Sec. 1.8]. Estas razones motivan el uso de la escala en decibelios SPL
(sound pressure level) como unidad estandar para expresar la intensidad (volumen) de un
sonido. De acuerdo con Schnupp y colegas [3, Sec. 1.8], la minima intensidad acustica
perceptible ronda los 20 micro-pascales en RMS, es decir, l et = Z5 (20 10 5)2W=m?,
por lo que la ecuacion (3.8) indica que la maxima intensidad en el umbral del dafio es
Imax = 10%Z,%(2 10 ©)2W=m?. En este caso, de las ecuaciones (3.6) y (3.7) se sigue
que la intensidad de una onda sonora f P2 2 C,(R) en dB SPL y de duracién T s, es
|

1 Py 2° P1
Z, lRMS f - 201095 Rus ™ ;
Zy*(2 10 7)? Po

Las(l) :=10logg(I=1ref ) = 10l0g g

donde poPa := 2 10 ®Pa = 20 Pa (en RMS). El volumen minimo es 0dBSPL =
Lag(Iref ) ¥ €l volumen maximo (antes del dafio inmediato) es Lgg (I rax ) = 140 dB SPL.

Existen otros criterios para asignarle un valor de intensidad a una onda sonora, sin
embargo la escala dB SPL (equipada con el criterio RMS) es de las mas usadas en la
literatura.

Como ya se menciond, la escala dB admite unidades de intensidad arbitrarias, por lo
gue esto abre el camino para extrapolar todo lo mencionado en este apartado al caso del
voltaje para la funcion analdgica f 5, y la sefial digital f ; (en el contexto del procesamiento
digital de sefales, donde se usa el RMS discreto). En general, existe una estrecha rela-
cion entre variables fisicas mecanicas (usadas en acustica), y variables fisicas eléctricas
usadas en los “circuitos RLC” [85, Tabla 3.1].

Por dltimo, se debe enfatizar la fuerte dependencia entre intensidad y contenido es-
pectral de la onda sonora asi como una fuerte dependencia de la posicion del receptor
con respecto a la fuente sonora. La intensidad es menor a medida en que el punto de
medicion se aleja de la fuente. Una aproximacign para este ultimo fenémeno es la ley del

. |2 r 2 . . .
cuadrado inverso, donde se asume que R donde I, es la intensidad medida
1 2
a una distancia r» (en metros) de la fuente, e |1 la intensidad medida a una distancia r;
de la fuente, donde r, > r 1. De esta forma se puede calcular el cambio de intensidad en
dB SPL respecto a ambas fuentes, ya que
< 2 L4 <

| r r
2 = f ) Lag(12) = Laa(l1)+ 20 log g i : (3.9)

Por ejemplo, siry = 2r4, entonces Lgg (12) = Lgs (1) +20 logqg % Lgs(l1) 6dBSPL,
por esto ultimo, la ley del cuadrado inverso también se puede expresa como la propiedad:
“el nivel sonoro disminuye 6 dB por cada duplicacion de la distancia” [3, p. 188].
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Interaccion del sonido con obstaculos

En la Figura 3.8 se considera un escenario donde el receptor se encuentra en el campo
lejano de un tono puro, por lo que las ondas son representadas por lineas paralelas (que
representan las ondas planas).

Figura 3.8: Algunos fe-
némenos acusticos que
ocurren cuando un tono
puro interactia con un
obstaculo. Figura modi-
cada de [86, Fig. 7.3

(B)].

La separacion entre las lineas paralelas representa la longitud de onda del tono puro.
La fuente incide en el obstaculo, dependiendo del material y dimensiones de éste, habra
una absorcion de la onda sonora, esto causa una reduccion en su amplitud (atenuacion)
al momento de ser re ejada . La re exién es el “rebote” de la onda en el obstaculo, es
atil hacer una analogia con el caso de la luz, donde el 4ngulo de incidencia de un rayo
de luz (en una super cie plana y re ejante) es el mismo que el angulo de salida del
rayo. Por otra parte, la difraccion es la capacidad del sonido (tono puro) de rodear el
obstaculo con poca o nula alteracién en su amplitud. La difraccion ocurre si la longitud de
onda del tono es mayor o similar a las dimensiones del obstaculo [86, Cap. 7]. A medida
en que la longitud de onda aumenta (frecuencia disminuye), la difraccién es mayor. En
contraste, a medida en que la longitud de onda disminuye (frecuencia aumenta) existe una
menor difraccién y la sombra acustica se hace mas presente. La sombra se re ere a la
zona donde existe una atenuacion de la intensidad causada por el obstaculo, al impedir el
paso de la onda incidente y al haber poca presencia del fendmeno de difraccidon. También
hay una porcién del tono original que no es afectado por el obstaculo, correspondiente al
sonido directo. Existen otros fendmenos que afectan el comportamiento del sonido que no
se toman en cuenta en la Figura 3.8, uno de ellos es la refraccion, que corresponde a la
“desviacion” de la direccion de una onda sonora en el medio, factores como cambios en
la temperatura y la presion atmosférica in uyen en este fenémeno [86, Cap. 8]. Por otra
parte, el conjunto de ondas sonoras que viajan en un mismo espacio crean interferencias,
las cuales pueden ser constructivas (incrementan la amplitud de ciertas frecuencias) y
destructivas (disminuyen la amplitud de ciertas frecuencias). Por ultimo, si la onda sonora
tiene su ciente intensidad, el obstaculo mismo (u objeto en el que incide la onda) puede
vibrar a causa de la onda incidente, dando lugar a la transmisién y en algunos casos
resonancia. La transmision se re ere a que el obstaculo se vuelve una fuente sonora
mas, al oscilar en respuesta a la onda incidente y es capaz de re-transmitir el sonido. La
resonancia es un concepto mas general, que se re ere a la cualidad natural de objetos
0 escenarios fisicos a “responder mejor” a una (o varios) tonos puros/frecuencias. Las
frecuencias donde el objeto “responde mejor”, se denominan frecuencias de resonancia
del objeto en cuestidn. Este fendmeno se puede explicar e ilustrar con mas facilidad al
considerar el caso particular de los resonadores de Helmholtz.
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Resonadores de Helmholtz y resonancia

Un resonador de Helmholtz, es una esfera de vidrio o metal con una abertura o cuello.
Sean Rg un resonador de Helmholtz, ¢ 2 Rsg su frecuencia de resonanciay 1 2 Rsg
cualquier otra frecuencia, luego considérense dos escenarios.

Figura 3.9: Resonador de Helmholtz
hecho de vidrio [79, Fig. 16 a], y
diagrama de un resonador ideal con
los elementos que determinan su fre-
cuencia de resonancia g.

Escenario 1. Una fuente de sonido en un punto Py cercano a Rg, emite el tono ¢ con
una intensidad lg. Sea fy, : [0;T] ! R ¢ la funcidbn que modela la intensidad acustica
medida por T segundos, en algin punto P; cercano a la salida del cuello L.

Escenario 2. Una fuente de sonido en Py, emite el tono 1 con intensidad |g5. Sea
ow:[0;T]! R ¢ lafuncién que modela la intensidad medida en el mismo punto P;.

En ambos casos, las ondas que inciden en Ry haran que las particulas de aire en el
resonador vibren de forma simpatica a las ondas incidentes, “el uido compresible en el
resonador acta como un resorte” [33, p. 94], por lo que en el cuello del resonador se
generan ondas acusticas. Entonces, el fenébmeno de resonancia se re ere a que siempre

ocurrird que max f(t) max gw(t), es decir, la intensidad en el cuello L siempre es
t2[0;T] t2[0;T]

mayor cuando el tono puro incidente en Rg es .
En yh resonador ideal, la frecuencia de resonancia o se determina con la formula

0= Co ﬁ [33, Ec. 3.601], donde c; es la velocidad del sonido en el aire, A es el area
de la seccion transversal del cuello, L es la longitud del cuello y V es el volumen total del
resonador.

El resonador de Helmholtz ayuda como modelo o prototipo para comprender el fe-
némeno de resonancia acustica y extrapolarlo a casos mas generales. Cualquier objeto
con cavidades, asi como cualquier lugar encerrado (habitacion, cueva, tunel, etc.), ten-
dran una o varias frecuencias de resonancia acustica asociadas (asi como frecuencias
de anti-resonancia), es decir frecuencias que el objeto o escenario: ampli ca de manera
natural en respuesta a una onda sonora (resonancia), o bien atentia de manera natural
(anti-resonanicas)’. Los fenémenos de resonancia y anti-resonancia aplican también a
circuitos eléctricos, y especialmente a escenarios en mecanica donde se involucran resor-
tes [83, Sec. 9]°.

El dltimo fendbmeno acustico que se menciona, es el de difusién, que corresponde a

"Un ejemplo muy ilustrativo de este fenémeno es la obra de Alvin Lucier: | Am Sitting in a Room (1969). La
obra es una grabacién de una serie de grabaciones construidas de manera iterada en vivo. Todo comienza
con Lucier grabando su propia voz en un cuarto, sea esta la grabacion 1, denotada G1, después reprodujo G,
en el mismo cuarto y grabd (nuevamente) la respuesta del cuarto ante G, obteniendo asi una nueva grabacion
G..Deestaforma,lan esima grabacion G,, se obtiene grabando la respuesta al cuarto ante la reproduccién
de G, 1. Cada iteracion ltra la voz a través de la respuesta del cuarto. Después de 31 iteraciones lo Unico
que se escucha son los tonos puros que corresponden a las frecuencias de resonancia del cuarto.

8En algunos casos, estos fendmenos son modelados con ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales,
por lo que la teoria de sistemas LIT aplica, y la funcion de transferencia asociada tiene toda la informacién de
las atenuaciones y ampli caciones de frecuencias. No se entrara en estos detalles.
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“la distribucién en el angulo solido de ujo de energia sonora” [87, p. 1358], y es de par-
ticular interés en el disefio de salas de concierto, teatros, cines, parlamentos, auditorios,
salones de conferencia etc, donde se busca que el sonido llegue a todos las personas de
manera clara y efectiva. Si bien muchos de estos problemas se pueden subsanar con la
ayuda de tecnologias de audio actuales, el problema del disefio de un correcto escenario
acustico sigue sin ser trivial. En el articulo “Architectural acoustics” [87] de 1966, Manfred
Schroeder explica las di cultades y factores importantes a tener en cuenta en el disefio de
una sala de concierto. Un trabajo mas reciente respecto a este tema se puede consultar
en [88].

Campo libre y campo difuso

Al combinarse los fendmenos mencionados hasta ahora en un lugar cerrado, se crean
una reberveracion, que corresponde a todas las interacciones que ocurren entre la on-
da sonora (fuente) y los obstaculos del escenario particular. Por lo anterior, se pueden
distinguir entre dos escenarios posibles.

El campo libre (o abierto) se re ere a un ambiente carente de super cies u obstacu-
los que puedan re ejar una onda sonora. Las camaras anecdicas buscan simular este
escenario. Las paredes de estos cuartos estan disefiadas para absorber lo mejor posible
cualquier onda sonora incidente. De este modo, todo cuerpo opaco dentro del campo libre,
Unicamente recibira el sonido directo (Fig. 3.8) de una fuente. Un ambiente como este, es
Gtil para estudiar la interaccion del sonido con algun objeto particular, ya que se tiene la
ventaja de poder prescindir de cualquier re exion que pueda crear alguna interferencia no
deseada.

En contraste, el campo difuso es cualquier ambiente con obstaculos capaces de re-
ejar las ondas sonoras. Este ambiente es el mas comun para el ser humano (es raro que
encontrarse en un entorno anecoico).

3.2. ¢Lapropagacion del sonido es un sistema LIT?

Al buscar aplicar las de niciones y conceptos de la teoria del control al fenédmeno fisico
de la propagacion del sonido, una propuesta preliminar o punto de partida, es considerar
el sistema A =(R;X;U; ) (asociado a un conjunto A R?3) donde:

1. A R3, es no vacio y compacto, que se interpreta como la forma del lugar donde
se propaga el sonido (ambiente)®.

2. El espacio de estados X es el conjunto de los valores de la presion posibles en cada
uno de los puntos del medio de propagacion A, es decir X = R” (el sistema es de
dimension in nita).

3. El espacio de entradas es U = R, ya que las entradas admisibles del sistema son
funciones f* 2 C,(R), que corresponden a onda sonoras emitidas desde un punto
R 2 A. Elsistema “ es completo respecto al conjunto C¢(R).

9Es necesario tomar en cuenta (al menos) la forma del lugar, pues en la seccién anterior se mostré como
los fenédmenos de re exion, difraccién, sombra etc., dependen fuertemente de los obstaculos, dimensiones y
en general las caracteristicas fisicas del lugar donde se emite la onda.
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4. Laevaluacion (; ;x o;f*) de la funcién de transicion indica todos los valores de
la presién en cada punto de A al tiempo , en respuestaaunsonidof?®:[; ]! R.

Ademas de lo anterior, es razonable considerar el sistema como invariante en el tiempo, ya
gue un sonido emitido en un tiempo tg, no creara distintos efectos que un sonido emitido
en un tiempo t; >t o (desde el mismo estado Xg) en el ambiente A.

Para cada par de puntos en el ambiente, Pg; P1 2 A, donde el punto Py correspondiente
a la posicion de una fuente sonora, y el punto P, corresponde a la posicion de recepcion
de la fuente, se de ne el “sub-sistema” éO;Pl = (R;X;U; ) del sistema *, donde:

1. El espacio de estados X corresponde a los valores de presion en el punto P4, es
decir X = R.

2. U = R corresponde al espacio de entradas, que en este caso son Unicamente fuen-
tes sonoras emitidas desde el punto Po.

3. Laevaluaciéon ( ; 0;xq;f P0) de la funcién de transicion indica el valor de la presion
en el punto Py, en respuesta a una fuente f o 2 C.(R) de duracion segundos.

El sistema éo;Pl =(T;X;U; ) =(R;R;R; ) ya es de dimensién nita y por tanto
candidato a la teoria expuesta en el capitulo anterior. éo;pl también es un comporta-
miento i/s A 0= (R;X;U; ) (Def. 2.2.6), donde la funcién de respuesta es

oP1’

% (fP)= (;0,0;fPo):
La funcion representa el valor de la presién en el punto P; 2 A ante cualquier fuente
sonora f Po, y en el tiempo nal . Para relajar la notacion, sea

= A g (3.10)

PO;Pl;

El comportamiento ﬁf es el indicado para explicar la captura de HRTFs, pues cuando P
es un punto cercano al canal auditivo humano, el comportamiento Ei (o sistema'?) es el
gue Watanabe y colegas mencionan en su articulo sobre captura de HRTFs: “la ruta de
propagacion del sonido desde la fuente de sonido en una direccion determinada hasta la
entrada del canal auditivo del sujeto” [19, p. 160].

Lo que se pretende discutir en lo que resta de esta seccion, es la siguiente a rmacion:

el comportamiento E(l’ es LIT continuo, es decir, es lineal, integral e

) ) ) . 3.11
invariante en el tiempo, y ademas es UBIBO. ( )

La a rmacién (3.11) justi ca el poder aplicar toda la teoria de obtencién de respuestas
al impulso, convolucion, funcion de transferencia etc, al fendmeno de la propagacion del
sonido (de un punto emisor Py, a un punto receptor P1). Sin embargo, se debe advertir, en
esta tesis no se justi cara rigurosamente (3.11), solamente se mencionaran argumentos
para respaldarla.

Para justi car la a rmacioén (3.11), se tienen al menos dos alternativas:

10En |a literatura sobre captura de HRTFs, no se usa la terminologia de Eduardo Sontag, por lo que se usa
el término sistema como sinénimo comportamiento (caja negra).
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1. veri car que el sistema éo.Pl es lineal, ya que de esta forma su comportamiento

asociado E‘; es LIT (Obs. 2.2.30 y Prop. 2.2.32), o0 bien
2. veri car (3.11) directamente.

En ambos casos la invarianza al tiempo ya se cumple. La linealidad también es una
propiedad bien reconocida y usada en acustica cuando las intensidades no rebasan un
umbral.

Los fendmenos de pequefia amplitud se pueden describir con una buena apro-
ximacién en términos de ecuaciones lineales diferenciales y algebraicas. Dado
que los fendmenos acusticos son tipicamente de pequefia amplitud, el anali-
sis que acompafia a la mayoria de las aplicaciones de la acUstica, en conse-
cuencia, se basa en una teoria linealizada, brevemente denominada acustica
lineal [33, p. 27].

Por tanto, no esta en tela de juicio considerar la funcion % () = (;0;0; ) como
lineal, es decir
O (afPo+ bd)=a % (FPo)+ b & (gPo)t; (3.12)

El problema, o la di cultad yace en veri car los demés requerimientos que exige el sis-

tema axiomatico de Eduardo Sontag. Tomar la primer alternativa (veri car que el sistema
éo;Pl es lineal) implica veri car que ’QO;Pl cumple la De nicién 2.2.26, es decir (entro

otras cosas), se debe veri car que se trata de un sistema continuo de clase C1, con lado
derecho g, tal que (;0;0;fP°) = (), donde es solucion (Gnica) de un PVI con la
forma (t) = g(t; (t);fPo(t)); (0) = 0. Esta alternativa exige ahondar en las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el sonido. Una candidata inmediata a tomar en cuenta es la
ecuacion de onda (en una dimensién), sin embargo esta Ultima es una ecuacién parcial
de segundo orden, y (en principio) no es posible verla como una EDO lineal, ademas de
gue hace falta tomar en cuenta los efectos de re exién, refraccion etc, del ambiente A.

La segunda alternativa es mostrar que E(l’ cumple la De nicion 2.2.29, que (entre
otras cosas), implica veri car que

(@ % esun operador lineal (acotado),
(b) (0 fPo)y= = (fPo); donde O es la enterada idénticamente igualaOen[; ),

(c) por la Proposicién 2.27, se debe mostrar que existe un kernel
K2LL(R o;RY); talque K(t; )= K(t )pct. t
, R
donde % (fPo)= | K( s)fPo(s)ds, paratodo 2R o.

El inciso (a) se justi ca debido a lo mencionado en (3.12), ademas de que el operador
en efecto es acotado, pues un sonido siempre decae en intensidad (esto justi ca también
gue el comportamiento es UBIBO). El inciso (b) también se cumple, pues el sistema no
responde hasta que se emite un sonido en el punto Py. Respecto al inciso (c), Pablo
Fichtl [69, Cap. 1] menciona en su tesis como es posible justi car de manera heuristica

la existencia de un kernel para el comportamiento E‘;: tomando en cuenta el fenbmeno

1035e presupone que esto se cumple siempre que f P2;g”° 2 C.(R) ya;b2 R , sean tales que af P + bg™®
no exceda una intensidad determinada, donde el sonido pierde la cualidad de ser lineal.
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