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Resumen

Esta tesis consta de cuatro partes, en la primera se presenta un trabajo monogréfi-
co (en el contexto de la teoria matematica del control) sobre fundamentos y resultados de
teoria de sistemas lineales e invariantes en el tiempo (de tiempo discreto, tiempo continuo,
y dimension finita), con los cuales se pueden explicar relaciones matematicas importan-
tes entre los términos: sistema, caja negra, convolucién, impulso, respuesta al impulso y
funcién (o matriz) de transferencia. También se discute el papel del analisis de Fourier en
la teoria de sistemas LIT, y se discute el concepto de muestreo como un recurso para
transitar de un sistema continuo a uno discreto.

En la segunda parte, se expone como la teoria de sistemas LIT se aplica al fenémeno
fisico del sonido y el procesamiento digital de sefales acusticas para dar una explicacion
y fundamento tedrico al escenario de la obtencion del filtro acustico HRTF (head related
transfer function).

Posteriormente, se da una breve introduccion a los conceptos de “machine hearing”
e “imagen auditiva” de Richard Lyon, donde se aplica la teoria del control y la teoria de
sistemas LIT al proceso fisiolégico de la audicién humana y la audicién robética.

Finalmente, se presenta un trabajo monografico sobre la habilidad humana de locali-
zacion (en el contexto de la audicion espacial), y se concluye con la presentacién de una
aplicacion hecha en MaxMSP, que busca simular el comportamiento de filtros HRTF en el
plano horizontal.

Palabras clave: teoria del control, sistemas lineales e invariantes en el tiempo, convolucién, im-
pulso, respuesta al impulso, funcién de transferencia, HRTF, audicion espacial, localizacién, aura-
lizacion, realidad virtual auditiva, audicién, imagen auditiva.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes que motivan esta tesis

1.1.1. Audicidén espacial, localizacion y el sistema de coordenadas referido
a la cabeza

% .%»;;;}) RESCINDIE!\IDO de la vilst.a} y utilizgndo unicameqte el qi@o, el ser humano es
= é-;\g capaz de juzgar la posicidén del origen de un sonido emitido a su alrededor, asi
&%’3 como juzgar las caracteristicas del espacio en el que esta. Esta habilidad es
M0 parte de una habilidad mas general denominada audicién espacial: “la capaci-
dad del sistema auditivo para interpretar o explotar diferentes caminos espaciales por los
cuales los sonidos pueden llegar a la cabeza” [1, p. 1]. La audicién espacial engloba (al
menos) tres tareas efectuadas por el sistema auditivo: (1) inferir la direccién al punto de
origen de un sonido (localizacién direccional), (2) inferir la distancia al punto de origen de
un sonido (estimacion de distancia), y (3) inferir caracteristicas fisicas del entorno donde
se percibi6 el sonido (p.ej. tamafo y material de la habitacion en la que se esta). En par-
ticular, la localizacion direccional’ ha tenido una importancia capital para la supervivencia
del ser humano, ya sea miles de anos atrds cuando el reconocimiento y la localizacion
de un sonido emitido por un depredador (fuera del campo visual) significaba la vida o la
muerte, o0 mas recientemente, antes del desarrollo de las radiocomunicaciones, cuando el
método de comunicacion a larga distancia era a través del sonido (sefializacién sonora o
megafonia). Los instrumentos sonoros que se utilizaban entonces, requerian de grandes
cantidades de energia para producir sonidos intensos, capaces de escucharse a gran-
des distancias®. Tim Hecker [2], relata como a finales del siglo XIX los marineros tenian
técnicas de escucha sofisticadas y enfocadas en la localizacion de sonidos producidos

'De ahora en adelante se usara Gnicamente el término “localizacién” para hacer referencia a la habilidad
de localizacién direccional.

2Tim Hecker [2] dedica su tesis doctoral en filosofia al andlisis de la ambicién (y en algunos casos necesi-
dad) de occidente, por producir sonidos colosales. Su trabajo abarca el periodo que comienza en 1880 con:
1. el uso de la megafonia para la orientacion de la navegacion maritima (y el obscuro fenémeno de las “zonas
del silencio”) y 2. el interés por los 6rganos gigantes (monster pipe organs); y termina, paralelamente, en
1930 con: a) los efectos psicologicos y letales de las ondas de shock causadas por la tecnologia bélica, y b)
la construccion del 6rgano més grande del mundo: el Boardwalk Hall Auditorium con al menos 33,113 tubos,
donde el mas grave produce una frecuencia de 8 Hz, pesa mas de 1.5 toneladas y mide aproximadamente
19.5 metros de alto. Cuando el 6rgano se tocé por primera vez, la construccién se sacudid, ladrillos cayeron
del techo y partes de la estructura resultaron dafiadas, el sonido producido por tal tubo era descrito como “un
helicéptero rondando en el edificio” [2, p. 99].
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por instrumentos sénicos, como cafones artilleros, bocinas de niebla (fog horns) o cam-
panas maritimas. Cuando la vision era reducida o nula (noche, niebla, tormentas etc.),
se accionaban tales instrumentos, ya sea desde las costas o por los mismos barcos. La
localizacién era crucial para que el marinero pudiera orientarse, saber la direccién a la
costa, los barcos cercanos o la presencia de obstaculos rocosos. Se trataba de una técni-
ca que “...requeria de un oido sintonizado a los sonidos vagos o ahogados en medio de la
cornucopia de los ruidos marinos. Era una situacion en la que el fracaso significaba una
muerte segura” [2, p. 115]. La localizacién aun sigue siendo crucial para la supervivencia
humana, actualmente la utilizamos para localizar alarmas, como el claxon de un vehiculo,
las sirenas de una ambulancia, bomberos o policia, un llamado de auxilio, o localizar el
lugar de procedencia de detonaciones de armas de fuego o explosiones. La localizacién
también juega un papel importante en habilidades humanas mas refinadas como focalizar
la atencién a una Unica fuente de sonido a voluntad, mientras se discriminan otras fuentes
presentes® o la habilidad de volver inteligible una voz en escenarios con reverberacion o
eco [3, Cap. 5]. Esta habilidad esta en un constante re-aprendizaje pues puede adaptarse
(con entrenamiento) a cambios subitos y radicales como modificaciones en la forma de la
oreja [4], ademas, la pérdida visual severa conduce a una mejora en esta habilidad [5].

El ser humano puede realizar la localizacién debido a que el sistema nervioso central
auditivo es capaz de relacionar una serie de indicios o pistas* acusticas, con la direccién
al origen de la fuente. Por ejemplo, un sonido emitido a la izquierda de una persona llegara
primero al oido izquierdo que al derecho, creando asi una diferencia de tiempo interaural®
(DTI), en este mismo escenario la cabeza crea una “sombra acustica”, de modo que el
sonido del oido izquierdo también tendrd mas intensidad que el sonido que llega al oido
derecho, creando una diferencia de intensidad interaural (Dll), aunado a lo anterior, la
interaccion de las ondas sonoras con la forma exterior del cuerpo (principalmente la forma
particular de la oreja, la cabeza y el torso) alteran el espectro de Fourier de un sonido
en funcién de su punto de emisién y las caracteristicas del entorno, creando asi pistas
espectrales 0 monaurales [1]. De este modo el sistema nervioso central auditivo es capas
de asociar determinadas DTIs, Dlls y patrones espectrales con una direccién determinada
en el espacio.

Una herramienta matematica esencial para el estudio de la audicién en espacial, es el
sistema de coordenadas referido a la cabeza (o SCRC) [6, Cap. 1], donde se considera
la cabeza humana en el origen de R?, mirando en la direccién ; = (0,1,0), donde el
eje z (llamado eje interaural) atraviesa ambas cavidades auditivas y el eje y atraviesa la
punta de la nariz. Un punto P se identifica con las coordenadas cartesianas usuales, P =
(0, Y0, 20) € R® 0 bien coordenadas esféricas: P = (po, 0y, o) € R>o x[0,27] x [-F, Z1°,
donde

1. po es la distancia del origen al punto P (usualmente las unidades son metros),

2. 6y (angulo horizontal o acimut) es el angulo en el plano XY que parte del eje y

3Este fenémeno se conoce como el “problema de la fiesta de coctel” y se puede resumir en la siguiente
pregunta: cdémo es que en una conversacion en una fiesta (o en cualquier lugar publico lleno de voces
distintas en todas direcciones), dos interlocutores pueden focalizar su atencién mutuamente a sus respectivas
voces cuando hay muchas otras similares “interfiriendo” a su alrededor?

4Se utiliza el término “pista” para la palabra inglesa “cue”, que también puede traducirse como “sefal”, sin
embargo se reserva este ultimo término para usarlo en el contexto de la teoria de procesamiento de sefales.

SInteraural: “situado entre o conectando las orejas” o “perteneciente o relativo a la recepcién y percepcién
del sonido por cada oido considerado por separado” (Merriam-Webster en linea).

®Para cualquier a € R, se define R>, := {z € R | 2 > a}.


https://www.merriam-webster.com/medical/interaural#:~:text=1,by%20each%20ear%20considered%20separately
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positivo, y es tal que § = 0, = Z, 0 = my 6 = 2T corresponden a las direcciones j
(frente), © = (1,0,0) (derecha), —; (atras) y —i (izquierda) respectivamente,

3. ¢o (angulo de elevacién) es el angulo en el plano Y Z que también parte del eje y
positivo y es tal que ¢ = 0, ¢ = 5y ¢ = —3 corresponden a las direcciones : (frente),

k= (0,0,1) (arriba) y —k (abajo) respectivamente’ .

Figura 1.1: Sistema de coordenadas
referido a la cabeza (SCRC) encontra-
do en [6, Fig. 1.4]. Edicién sobre mo-
delo de Vista Prime.

Respecto a la localizacién direccional, experimentos psicoactsticos® realizados en cé-
maras anecoicas, donde se restringe por completo la vision de los participantes, muestran
que la localizacion de un sonido emitido dentro del campo visual puede tener un error
maximo de 3° para 6 y 9° para ¢, mientras que los sonidos emitidos fuera del campo visual
pueden llegar a tener un error maximo de 12° para 6 y 10.5° para ¢ [7, Cap. 1]. En general,
los errores de localizacion son maximos cuando la altitud es extrema y para la mayoria
de las direcciones el error no es mayor a 10° [8]. Aunado a lo anterior, el ser humano es
capaz de detectar cambios en la posicién 6 de una fuente sonora tan pequefios como 1°y
cambios en la posicién ¢ tan pequefios como 2° [9]. La habilidad de estimacion de distan-
cia a una fuente sonora ha tenido menor atencién por parte de la comunidad cientifica (en
comparacién con la localizacién direccional) [5], ademas de que el ser humano la realiza
con mucho menor desempefio en comparacion con la localizacion direccional [5, 8]. Aun
se sigue investigando esta habilidad, y los conocimientos sobre la localizacién direccional
pueden llegar a ser de gran utilidad para su estudio [10]. La habilidad de estimacién de
las caracteristicas fisicas del entorno nuevamente ha tenido menor atencién, aunque es-
to ha cambiado en las Ultimas décadas debido al surgimiento de tecnologias de realidad
virtual [11], concretamente se ha buscado estudiar la capacidad humana de estimar las
dimensiones de un cuarto [11-13].

La audicién espacial es una de las numerosas actividades fisiolégicas que pasan des-
apercibidas de manera consciente, y se practican involuntariamente dia a a dia, no en
vano gran parte del procesamiento de las pistas de la localizacion ocurren en el tronco en-
cefalico [14] (que forma parte del sistema nervioso autbnomo). Toda audicion es espacial,

"Existen otras convenciones para el SCRC, en este caso se toma en cuenta la usada por Jens Blauert [6].
8Se entiende por psicoaciustica a la disciplina que estudia las relaciones entre las caracteristicas fisicas de
un estimulo sonoro y la respuesta de caracter subjetivo del sujeto que recibe el estimulo.


https://skfb.ly/ouFsp
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toda fuente sonora tiene una posicién determinada en el espacio (dejando de lado casos
com el acoasma o el tinnitus), en otras palabras, como sostiene Jens Blauert: “no hay una
«audicidén no espacial»” [6, p. 3].

El estudio de la audicion espacial requiere del trabajo y cooperacion de diversas disci-
plinas como biologia, fisiologia, fisica, ingenieria, matematica y neurociencia (por mencio-
nar algunas).

1.1.2. Auralizacién en la musica y filtros acusticos HRTF

Las habilidades descritas en §1.1.1, suponen una fuente sonora y receptor estaticos,
sin embargo, en el contexto de la audicion espacial también es valido preguntarse por
las habilidades humanas de identificar la trayectoria una fuente sonora en movimiento
rectilineo uniforme (MRU), o una fuente sonora estatica mientras el sujeto se encuentra
en MRU, o ambos en MRU. La cuestién se puede complicar ain mas, si se piensa en la
habilidad humana de identificar movimientos arbitrarios de una fuente y el reconocimiento
de las trayectorias que esta describe, ademas de la posibilidad de reconocer cambios
en la propia fuente en movimiento, para finalmente pensar en combinaciones de todo lo
anterior con multiples fuentes de sonido (audicién espacial dinamica, es decir, con capas
de sonido multiples, en movimiento y cambiantes).

Si fuese posible simular con precision y de manera eficiente los estimulos asociados
a la audicion espacial® se le podria proporcionar al artista sonoro la posibilidad de enri-
quecer sus obras anadiendo una dimension estética mas, asociada al espacio, distancia,
movimiento y direccién del sonido; en otras palabras, se le podria dar al artista la posi-
bilidad de hacer una coreografia de sonidos'® en el llamado “espacio virtual auditivo” (0
acustico) [7, Cap. 1] (VAS por sus siglas en inglés). Actualmente existen programas que
buscan simular aspectos concretos de la audicién espacial’’, sin embargo estos son es-
casos, caros (tanto en el sentido computacional como econdémico) o poco efectivos. Aun
se siguen buscando métodos eficientes para emular la audicion espacial.

El recurso de aprovechar la posicion fisica de cada elemento musical data (al menos)
de 1566 con la obra Missa sopra Ecco si beato giorno de Alessandro Striggio, donde se
usa una disposicién circular o semicircular de 40 a 60 coristas (divididos en 5 grupos) con
el conjunto de instrumentos musicales al centro. La pieza explota la posicion particular
de cada grupo en el espacio [15, Sec. 5]. Un ejemplo mas familiar y actual de este re-
curso es la propia disposicién de los instrumentos de una orquesta sinfénica en una sala
de conciertos. Respecto a la busqueda de simular los estimulos de la audicion espacial,
John Chowning ya buscé simular especificamente un espacio virtual auditivo en su obra
Turenas, que usa la disposicion de cuatro altavoces en cada esquina de un cuadrado que
encierra al receptor de la pieza. Chowning expone sus métodos en el articulo de 1977 The
simulation of moving sound sources [16].

El problema de simular los estimulos de la audiciéon espacial es parte de un campo de
estudio mas amplio denominado auralizacion: “la técnica para crear archivos de sonido

9Se piensa concretamente a través de audifonos, sin embargo es posible extrapolar la teoria a un arreglo
de altavoces o cualquier otra tecnologia de reproduccién de audio disponible.

1°Es necesario aclarar que esta “coreografia de sonidos” se plantea dentro de los limites permitidos y deter-
minados por la audicion espacial misma, ya que los resultados de los experimentos que estudian la habilidad
humana de la estimacion de distancia sugieren que “el espacio auditivo percibido es una representacion
distorsionada o sesgada del espacio auditivo fisico” [8, p. 410].

""La musica procesada por estos programas se conoce popularmente como musica 8D.
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audibles a partir de datos numéricos (simulados, medidos, sintetizados)” [17, p. X], y don-
de se toman cuenta factores como: “tipo de generacion de sonido, direccion del evento,
movimiento de la fuente, movimiento del oyente y ambiente exterior o interior (tipo, forma
y tamano)” [17, p. X]. Dentro de este campo se encuentran los filtros acusticos HRTF.

Filtros acusticos HRTF

Con el surgimiento de tecnologias de audio, se ha buscado simular los estimulos de
la localizacion directamente en los oidos a través del uso de audifonos, similarmente se
ha buscado disefar dispositivos que simulen esta facultad humana, es decir, dispositivos
capaces de identificar la direccion a la fuente de un sonido registrado. El recurso principal
que se utiliza en la actualidad para simular los estimulos de la localizacion es la funcion
de transferencia acustica referida a la cabeza o HRTF del inglés head related transfer
function. En términos practicos, un HRTF es un “filtro acustico que modifica al sonido, y
cuyos rasgos espectrales permiten al cerebro interpretar la direccion de procedencia del
sonido” [18, p. 9]. Concretamente, las HRTFs son funciones de transferencia asociadas a
la respuesta al impulso (RI) del siguiente escenario.

Proceso de obtencion de HRTFs (medicion directa (o empirica) de HRTFs). El hilo
conductor, y gran parte de la motivacién general de esta tesis, es una curiosidad por la ma-
tematica subyacente al escenario de la captura de HRTFs, el cual se describe llanamente
a continuacién: en una camara anecoica, una persona se encuentra en una posicion fi-
ja con un micré6fono colocado en cada entrada de su canal auditivo. Un altavoz cercano
emite un impulso, de modo que ambos micréfonos capturan la respuesta al impulso, del
sistema que consiste en “la ruta de propagacién del sonido desde la fuente de sonido en
una direccién determinada hasta la entrada del canal auditivo del sujeto” [19, p. 160]. Esta
configuracion se basa en el SCRC. Se asume tener una posicion particular del altavoz,
por ejemplo, Py = (2.5 m, 7, ) asi como las respuestas al impulso (RIs) del micréfono
izquierdo Kfo : IN — Q y derecho KIF;O : IN — Q asociadas a la posicién Py. Se puede
tomar una sefal arbitraria de audio f : N — Q y hacer el producto convolucion con las Rls
(se debe advertir que estas Rls requieren un tratamiento previo de “ecualizacion” [20]),
para construir la sefial estéreo

N Q% () = (KL = (), (KR * £)(E). (1.1)

De esta manera, la audicién con auriculares de la sefial f0(t) (es decir, Kfo x f se
escucha en el oido izquierdo y Kﬁo x f en el derecho) por la misma persona, resulta en
la percepcion de escuchar f(t) como si ésta fuese emitida a la altura de la cabeza, 45°
a la derecha y a 2.5 metros de distancia, es decir, la audicion de ff(t) crea la ilusion
(auditiva) de escuchar f(t) emitida desde el punto P, [21]. El estimulo generado por una
HRTF puede ser tan realista, que puede llegar a ser indistinguible del escenario real [22]
y [28, Sec. 22.3].

Observaciones importantes respecto a la medicion directa de HRTFs

1. Las HRTFs son personalizadas, pues las Rls dependen de la interaccion de las
ondas sonoras con la anatomia (particular para cada persona) de las orejas, cabeza y
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torso, por ende, la efectividad de una HRTF en una persona aleatoria puede ser deficiente
si ésta presenta pocas similitudes anatémicas con el sujeto de prueba original (al que le
fue capturada la Rl) [24].

2. Para cada distancia y direccion, existe una HRTF compuesta de dos Rls (o dos
funciones de transferencia). En la practica se toma un valor fijo para una esfera concre-

ta (p

= po) Y se hace una particién de ella tomando valores regulares para 6 y ¢ del

SCRC. Por ejemplo, en 1986 Pdsselt y colegas [21] reportan la medicién utilizando la es-
fera pp = 2.5m y la particion que resulta de saltos regulares de 5° para angulo horizontal,
10° para la elevacién, donde en esta ultima solamente se toma un rango de —10° a 80°.
Esta configuracion da lugar a 1442 Rls por persona.

3. La medicién directa de HRTFs es tedio-
sa y requiere de una gran cantidad de tiempo
y recursos: camara anecoica, equipo especiali-
zado para la captura, cooperacién del sujeto de
pruebas para permanecer inmdvil durante todo
el proceso de captura (que puede llegar a du-
rar hasta hora y media por persona [19]). Por lo
anterior, en las ultimas décadas se han busca-
do formas para construir, derivar o personalizar
HRTFs de una manera mas eficiente. Respecto
a este ultimo tema, Torres [18, Sec. 2.5] provee

de una clasificacion sistematica de los distin- Figura 1.2: SCRC vy particion de la esfera
tos métodos de personalizacion y generacion , —= 2.5m con puntos desde donde se emi-
de HRTFs, a grandes razagos, tales métodos tieron impulsos para capturar las Rls asocia-
se pueden clasifican en cuatro familias: das al HRTF. Imagen de [21, Fig. 2].

(@)

Métodos de post-procesamiento y adecuacion. En estos métodos se tiene de ante-
mano alguna base de datos'? de HRTFs, y se realiza algun post-procesamiento de
esta para poder adecuar un conjunto de una HRTFs a una persona particular, o bien
se recurre a criterios o tests para elegir los HRTFs idéneos.

Modelos fisicos 0 matematicos. Se recurren a modelos que buscan emular el efec-
to de las HRTF “desde cero” (sin la ayuda de la medicion empirica de HRTFs en
camaras anecoicas).

Antropometria. Consiste en personalizar las HRTFs utilizando datos antropométricos
del sujeto. El ya citado trabajo de Torres cae en esta categoria y consiste en medir
HRTFs a partir de fotografias del oido (fotoantropometria automatizada) [18].

Redes neuronales. En los Ultimos anos también se ha recurrido al uso de redes neu-
ronales (entrenadas a partir de una base de datos de HRTFs) para generar nuevas
HRTFs personalizadas [25-27].

2Existen bases de datos (bibliotecas) que contienen HRTFs de varios sujetos de prueba, en [18, p.10] se
mencionan bibliotecas relevantes de HRTFs hasta el afio 2014. Fuentes donde se mencionan bibliotecas mas
recientes son [26,28,29].
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1.1.3. Teoria del control y sistemas lineales e invariantes en el tiempo (sis-
temas LIT)

La teoria del control es una rama de las matematicas aplicadas que trata “los principios
basicos que subyacen al andlisis y disefio de sistemas de control. Controlar un objeto
significa influir en su comportamiento para lograr un objetivo deseado” [30, p. 1]. A su vez,
un sistema de control se puede ver como el caso particular de un sistema dinamico

...cuyas leyes dinamicas no estan del todo fijas ya que son problema de la fisica
clasica, pero dependen de parametros, llamados controles, que pueden variar
y con los cuales uno puede controlar el comportamiento del sistema; el desafio
principal es entender los efectos de los controles en el sistema dinamico. [31,
pp. 20-21].

Dentro de esta teoria, se encuentra la teoria de los sistemas LIT. Tomando (por ahora)
la definicion de sistema (como caja negra) dada por Oppenheim: “un sistema puede ser
visto como un proceso en el que sefnales de entrada son transformadas por el sistema o
hacen que el sistema responda de alguna forma, resultando en otras senales de salida”
[32, p. 38]. Si A : UT — Y713, es la funcion que caracteriza el sistema, donde U es el
conjunto de entradas Y el de salidas (con U = R™y Y = RP para algunos p,m € N) y T
es el conjunto de tiempo (subgrupo de (R, +) con la suma usual). El sistema X es lineal si

Xau + fv) = aX(u) + BA(v)  Va,B €R, Yu,v € UT'4 (1.2)

por otra parte, A es invariante al tiempo si

MNu(t— 1)) = Aut) VreT, Yueu. (1.3)

En la literatura referente a este tema, se menciona que un sistema X es LIT, cuando
cumple precisamente (1.2) y (1.3), y posteriormente se menciona que estos sistemas
tienen la propiedad especial de que

...pueden describirse con respecto a su reaccion [funcién A] a sefiales en el dominio
del tiempo y en el dominio de la frecuencia. Esta reaccion esta representada de
manera Unica por la respuesta al impulso (en el dominio del tiempo) o la funcién de
transferencia estacionaria (en el dominio de la frecuencia) [17, p. 103].

Si K es la RI del sistema X, entonces K caracteriza A por completo a través del
producto de convolucién de la RI con cualquier entrada v € A7, es decir

Au)=K=*u vu e u’. (1.4)

El resultado en (1.4) es la teoria en la que se apoya el método de medicién directa de
HRTFs, y explica la razén de ser de la funcion f en (1.1).

Alan Pierce [33], explica como los sistemas lineales ayudan a simplificar muchos pro-
blemas en las ciencias, pues una entrada u € U7, se puede interpretar como una “causa’,
y la evaluaciéon X(u) € Y7 (la funcidn de salida) se interpreta como el “efecto” asociado a

3En general, para dos conjuntos X y Y, se conviene la notacién Y := {f C X x Y | f es funcién}, esta
notacion se usara frecuentemente durante toda esta tesis.
“Esta propiedad también se conoce como “principio de superposicién”.
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tal causa, de este modo, el hecho de que X sea lineal significa que “al duplicar una causa
se duplica el efecto, y el efecto de una suma de dos causas es la suma de los efectos de
cada una de las causas separadas” [33, p. 27]. Para el caso en que X es invariante en
el tiempo, esto significa que no importa en qué momento se aplique la causa, el efecto
siempre sera el mismo.

En todas las ramas de la matematica, nunca se comienza con un sistema axioma-
tico “ideal”, del cual se siguen todos las proposiciones y teoremas de manera natural y
fluida. Por el contrario, antes de llegar a una madurez axiomatica, con definiciones pre-
cisas y efectivas, primero interviene: “la imaginacion, la intuicién, la experimentacién, las
conjeturas sensatas, el tanteo, las analogias, incluso las mas vagas, los tropiezos y los
titubeos” [34, p. 58]. Se menciona esto ultimo, debido a que en sus origenes, la teoria del
control no tuvo una unidad conceptual ni definiciones precisas, lo cual derivo en confu-
sién y el surgimiento de dos teorias aparentemente distintas. Rudolf Kalman sefal6 este
problema en el articulo Mathematical description of linear dynamical systems [35], vale la
pena reproducir lo que comenta al respecto.

Los desarrollos recientes en la teoria de sistemas de control 6ptimo se basan en
ecuaciones diferenciales vectoriales como modelos de sistemas fisicos. Sin em-
bargo, en la literatura mas antigua sobre teoria del control, los mismos sistemas
se modelan mediante funciones de transferencia (es decir, mediante las transfor-
madas de Laplace de las ecuaciones diferenciales que relacionan las entradas
con las salidas). Han surgido dos lenguajes diferentes que pretenden hablar del
mismo problema. En el nuevo enfoque, hablamos de variables de estado, ecua-
ciones de transicién, etc., y hacemos uso constante del algebra lineal abstracta.
En el antiguo enfoque, las palabras clave son respuesta de frecuencia, patro-
nes de polos y ceros, etc., y la principal herramienta matematica es la teoria de
funciones complejas. ¢ Existe realmente una diferencia entre lo nuevo y lo viejo?
¢ Cuales son exactamente las relaciones entre las ecuaciones diferenciales vec-
toriales (lineales) y las funciones de transferencia? En la literatura, esta cuestion
esta rodeada de confusion. Esto es malo. Se impide la comunicacién entre in-
vestigadores e ingenieros. Los resultados importantes de la vieja teoria’ ain no
estan plenamente integrados en la nueva teoria [35, p. 152].

En el articulo de 1963, Kalman propone un sistema axiomatico para la teoria del
control, buscando consolidar ambos enfoques. Dando un salto mas cercano al presen-
te, Eduardo Sontag (estudiante doctoral de Kalman) publica en 1990 la obra Mathematical
Control Theory [30], que tiene entre sus objetivos “...lograr unidad conceptual en el cam-
po, asi como desarrollar una mejor capacitacion para los estudiantes y profesores de los
departamentos de matematicas interesados en estar expuestos al area” [30, p. xi].

1.2. Planteamiento del problema

Desde el punto de vista que le compete a esta tesis, el interés principal esta en la teoria
matematica sobre la que se apoyan el estudio de la audicién espacial y la auralizacién.
Precisando, (como se mencioné en §1.1.2), el interés esta en la matematica subyacente al
escenario de la captura de HRTFs, donde se mencionan términos como: sistema, funcién
de transferencia, impulso, respuesta al impulso y convolucién, por lo que una pregunta
inmediata es:



1.3. JUSTIFICACION 9

(i) ¢cuales son las definiciones matematicas de estos términos?
Por su parte, en referencia a todo lo mencionado en §1.1.3
(ii) ¢ por qué todo sistema LTI tiene asociada una Rl unica?
y en cuanto a la igualdad en (1.4)

(iii) ¢por qué en un sistema LIT, la convolucion de su respuesta al impulso con cualquier
entrada caracteriza por completo el comportamiento del sistema?,

(iv) ;como es que partiendo de (1.2) y (1.3) se deduce (1.4)?, ;en verdad basta con
estas dos hipotesis, o se necesitan hipdtesis adicionales?,

(v) ¢cual es la importancia y el papel de la funcion de transferencia en todo esto?

Ahora bien, para el caso particular de los filtros HRTF, se est4 aplicando la teoria de
sistemas LIT al fendmeno fisico del sonido y el procesamiento digital de sefiales acusticas,
por lo que la siguiente pregunta es:

(vi) ¢como se justifica el poder aplicar la teoria de sistemas LIT al fendmeno fisico del
sonido, y en especial al caso particular de la captura de HRTFs?

Por otra parte, llama la atencion la singularidad de los filtros HRTF frente a otros filtros
acusticos, pues se trata de un filtro que relaciona estrechamente tres grandes “sistemas”:

1. el sistema (fisico) de la propagacién del sonido,
2. el sistema (informatico) del procesamiento digital de sefales acusticas vy, (1.5)
3. el sistema (fisiol6gico) auditivo humano y la habilidad de audicién espacial,

ante este hecho, surge la inquietud:

(vii) ¢ como representar matematicamente las relaciones entre los tres “sistemas” que el
filtro HRTF ofrece?

Finalmente, en relacién a la pregunta (vii), se subraya como las HRTFs medidas de
forma directa, cumplen exitosamente con simular los estimulos de la localizacion, prescin-
diendo totalmente del conocimiento del funcionamiento del oido y las pistas de la locali-
zacion. En contraste a este Ultimo hecho, es natural preguntarse: ¢qué ocurre dentro de
esta caja negra?, es decir, las ultimas preguntas que se plantean son:

(viii) ¢,cémo es que el sistema auditivo reconoce las pistas de la localizacion (Dlls, DTls y
pistas monaurales)?,

(ix) ¢ qué aspectos se deben tener en cuenta si se desea modelar un HRTF “desde cero”?

1.3. Justificacion

Desde el punto de vista matematico, la teoria de sistemas LIT en el contexto de la teo-
ria del control, requiere (principalmente) de teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias,
analisis matematico real y complejo, y algebra lineal. Esta tesis puede ser un acercamiento
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a los conceptos basicos de esta rama, especialmente se buscan esclarecer las relaciones
matematicas entre los conceptos: sistema, caja negra, respuesta al impulso, impulso, con-
volucién y funcion de transferencia.

Desde el punto de vista practico, la teoria del control es aplicable a campos tan di-
versos como: economia, administracién, automdviles, biologia, recuperacién de petréleo,
fisiologia, control de procesos quimicos, biomedicina, psicologia, robotica y procesamien-
to de senales [30, p. 494].

Por otra parte, el interés por el estudio de HRTFs ha incrementado en las ultimas déca-
das debido a su relevancia y aplicacién en areas como: ensayos clinicos auditivos de bajo
costo [21], dispositivos de localizacion sonora [36—39], videojuegos [40], sistemas de so-
nido envolvente [41], composicién musical electrénica y electroacustica [42—44], sistemas
de alerta en medios de transporte [46—48], sistemas de orientacion y mejoramiento de de-
sempeno para pilotos de aeronaves militares [49], y mejoramiento de la calidad acustica
en sistemas de comunicacién movil [50,51].

En un sentido mas general, la simulacién exitosa de los estimulos asociados a la audi-
cion espacial, se traduce en un eficiente espacio virtual auditivo, con aplicaciones fructife-
ras como: estudios psicofisicos o psicoldgicos, entrenamiento y educacion, terapia, disefio
arquitectonico acustico y teleconferencias [7, Cap. 6].

La audicién espacial también es de interés para la medicina y la neurociencia, en el
desarrollo de dispositivos de ayuda auditiva e implantes cocleares [52], en el entendimien-
to del proceso de audicidon a nivel de la corteza cerebral y de “cémo el mundo externo es
internamente representado en la gente ciega” [5, p. 374].

Finalmente, la audicién espacial también es de interés para la audicion roboética: en
robots de exploracion remota [7, Cap. 6], vehiculos aéreos no tripulados (UAVs) [53], y en
el area de procesamiento de sefales llamada “andlisis de escenas auditivas” [52] y [23,
Cap. 22].

1.4. Objetivos, alcances y contenido

Teniendo en cuenta lo mencionado en §1.2, en el Capitulo 2 se busca responder a las
preguntas (i-v). Este capitulo tendra el mayor peso tedrico en comparacién con los otros.
En el Capitulo 3, se busca responder a la pregunta (vi) y parte de la pregunta (vii). La
pregunta (vii) exige un conocimiento de los tres sistemas mencionados en (1.5), si bien
es muy ingenuo abordar a fondo estos tres campos en esta tesis, o que se pretende
realizar en los Capitulos 4 y 5, es una exposicién sobre el proceso de audicién humana,
lo suficientemente profunda como para proponer respuestas a las preguntas (vii - ix). De
manera mas especifica, en el Capitulo 4 se expondra el proceso de audicién humana
(para los primeros tres sectores auditivos), con dos obijetivos:

1. dar una introduccién a los conceptos de machine hearing e “imagen auditiva” de
Richard Lyon'®, con el objetivo de exhibir como es posible aplicar conceptos de
teoria de sistemas LIT al proceso de audicién, y

2. allanar el camino para (en el Capitulo 5), dar respuesta a las preguntas (viii) y (ix).
Y finalmente (para no dejar todo en la teoria), justificar la construccion de una apli-

®Conceptos pertenecientes a la obra Human and Machine Hearing: Extracting Meaning From Sound (2017)
[23], donde Lyon busca dar aportes tedricos y préacticos al campo de la audicidén robdtica y el analisis de
escenas auditivas.
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cacion hecha en MAXMSP, que busca simular el comportamiento de HRTFs para el
plano horizontal.

Este trabajo tendra 2 apéndices, el Apéndice A es de importancia capital y no debe
verse como un material extra del que se puede prescindir, pues a él se traslada la mayoria
de las demostraciones de esta tesis, la razon de esto es hacer mas agil la lectura de cada
capitulo y no alargarlo (especialmente el Cap. 2). La navegacidon entre proposiciones y
demostraciones se agiliza mediante hiperenlaces. Por otra parte, en el Apéndice B (con
base en la obra de Lyon [23, Cap. 2] y Cheveigné [54, Cap. 6]) se da una breve exposicién
de las dos posturas mas influyentes respecto a las teorias de audicién que surgieron
durante la segunda mitad del siglo XIX.

Teoria del control y sistemas
—{ lineales e invariantesenel |—

tiempo
Capitulo 2
A 4 v
Sonido y medicién feiics Machine hearing e imagen
directa de HRTFs El procsse deaudicion Rumana— auditiva (Richard Lyon)
| Capitulo 3 Capitulo 4
4
Simular la localizacién Audicién espacial y
(HRTFs modeladas) localizacion
A J Capitulo 5

Figura 1.3: Cuadro conceptual de temas que se pretenden abordar en esta tesis, sus
respectivos capitulos y relaciones inmediatas sefaladas con flechas.

Sobre la bibliografia utilizada y observaciones importantes

Se remarca la importancia de la obra Anadlisis Matematico [55] de Ménica Clapp, pues
se mencionan muchos de los resultados y definiciones encontrados en dicha obra. Tam-
bién, el trabajo citado: Mathematical Theory of Control - Deterministic Finite Dimensional
Systems [30] de Eduardo Sontag sera el apoyo principal para exponer la teoria del control
y los sistemas LIT. Por ultimo, la obra Fourier Analysis and Applications: Filtering, Nume-
rical Computation, Wavelets [56] de Claude Gasquet y Patrick Witomski, sera el principal
apoyo para relacionar la teoria de los sistemas LIT con el analisis de Fourier y el concepto
de muestreo.

Para abordar el proceso fisiolégico de la audicién, el apoyo principal esta en las obras
Fundamentals of Hearing [57], de William Yost, Auditory Neuroscience: Making Sense of
Sound [3] de Schnupp, Nelken y King, y la obra citada de Lyon [23].

Al terminar un Lema, Proposicién o Teorema, se cita la fuente donde se puede encon-
trar el enunciado y su respectiva prueba. También se procura citar definiciones de esta
forma para mostrar su procedencia. En caso de que se citen ejercicios o resultados sin
demostrar en la bibliografia, estos se demuestran en el Apéndice A.






Capitulo 2

Teoria del control y sistemas
lineales e invariantes en el tiempo
(de dimension finita)

2.1. Preliminares

3 A primera seccion de este capitulo presenta resultados sobre teoria de integra-
cidon y teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) lineales, los cuales

2.1.1. Teoria de integracion

Dado (Y, ) espacio topoldgico, By denota la menor oc—algebra que contiene la topo-
logia 7, denominada o—algebra de Borel. En el caso en que Y = R, a partir de By se
construye m, la medida de Lebesgue en R cuyo dominio es la o—algebra de Lebesgue
en R (cuyos elementos son los conjuntos Lebesgue medibles), y a partir de esta ultima
se generaliza a R", con la c—algebra generada por productos cartesianos de conjuntos
medibles en R [58, Prop. 1.5].

Un conjunto O C R™ tiene medida cero, o es nulo (m(O) = 0) si para cada ¢ > 0
existe una familia numerable de bolas {B%,.(z;,¢;) C R™ | i € IN} de volumen ¢; tales que
SR8 <eyO C U2 Bha(zi,e)' [30, p.467]. Estos conjuntos juegan un papel crucial
en la teoria por lo siguiente: si P(z) es una propiedad que depende de z € X C R",
se dice que P(z) se cumple casi dondequiera (c.d.) en X, o P(x) se cumple para casi
todo (p.c.t.) x € X, sim({z € X | -P(x)}) = 0. Esto permite relajar el cumplimiento
de propiedades en todo elemento de un subconjunto (medible) de R™, a propiedades
cumplidas en todo elemento salvo un conjunto nulo.

Un espacio métrico (U, d) es un espacio medible (U, By ) donde 5y esta generada por
la topologia inducida por la métrica d. En este caso se dice que una funcién f : X — U con
X c R™ es medible si existe una sucesion de funciones (f;) con f; : X — U, constantes
por partes, tales que fi(z) — f(x) p.c.t. z € X [30, p. 468]. Un caso de interés serd el
siguiente.

'Bra(x0,€) := { € R" | ||]z — xz0]| < €} [55, Def. 3.9].

13
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Proposicion 2.1.1. Sean S un espacio métrico separable e Z C R un intervalo. Una
funcién f : T — S, es medible si y solo si para todo U C S abierto se tiene que f~1(U) es
medible enT [30, Obs. C.1.1]. J

Por su parte, se tienen distintas caracterizaciones para una funcién medible con domi-
nio y codominio real, en esta tesis se parte de la siguiente.

Definicion 2.1.2. Sea Q) C R"™ medible. f : & — R™ es medible si para todo U ¢ R™

abierto se tiene que f~1(U) es medible en 2 [59, Def. 7.5.1]. N
Lema 2.1.3. SeaQ C R™ medible, y f : @ — R™ con f(x) = (fi(x),..., fm(z)), entonces
f es medible si y solo si f; : Q@ — R es medible para todo i € m := {1,...,m}? [59, Ej.
7.5.2]. J
Prueba. Ver Prop. A.1.2 en la pagina 149. O

Esta dltima propiedad es util, pues para saber si una funcién (con codominio en R™)
es medible, basta ver que lo sea en todas sus variables/entradas y viceversa.

Lema2.1.4. Sean f,g: R" - Ryh,k: R" - RU{£oo} medibles, \,n € R yp € (0,0),
entonces

1. Xf + pg, |h|, bt = max{h,0}, b~ := min{h, 0}, mdx{h, k}, y min{h, k} son medibles
[55, Prop. 14.11].

2. |fIP y fg son medibles [55, Prop. 14.13]. 4
Definicion 2.1.5. Sean Q) c R™ y U un espacio métrico.

1. Una funcion f : Q — U es esencialmente acotada en ) si existe un compacto
Ky C U tal que f(z) € Ky p.c.t. x € Q. SiU = R™, entonces f es esencialmente
acotada en ) si existe c € R tal que || f(x)||° < c p.c.t. x € Q.

2. Una funcion f : Q — U es localmente esencialmente acotada en 2 si para todo
compacto Ko C Q, f|k, : Ko — U es esencialmente acotada en Kq. Si'l = R™,
f es localmente esencialmente acotada en () si para todo compacto Kq C () existe
ce Rtalque | f(x)| <cp.ct xze Kq. N

La construccion de los espacios LP(£2) (como se presenta en [55, Sec. 14.2]), es la
siguiente: sea 2 C R™ abierto, al conjunto 9MM(Q2) := {f : @ — R | f es medible}, se
le asigna la relaciéon f ~ g <= f(z) = g(z) p.ct.z € R", que es una relacion de
equivalencia, donde se considera la extension trivial de f en R", es decir f(x) = 0 para
todo x € R™ \ Q. A partir del conjunto de clases de equivalencia o particién M (Q2) :=
M(Q2)/ ~ se define lo siguiente.

Definicidon 2.1.6. Sea (2 C R" abierto. Sip € [1,0), se define

LP(Q) ={f e M(Q)||f|P es integrable en Q}
L>*(Q) :={f € M(Q)| f esesencialmente acotada en Q} [55, Def. 14.18, 14.19].

2En toda la tesis se considera 7 := {1,2,...,n} C N,m:={1,2,...,m} C Ny5:={1,2,...,p} C IN.
3La norma que se toma para R es la euclidiana usual: ||(z1, z2, . .., @n)|| := (22 + 23 + ... + 22)2.
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LP(Q) es un espacio de Banach (espacio vectorial normado y completo) para todo p €

[1,00] [55, Teo. 14.27], con las normas || ||, := ([, \f|1’)% Y| flloo :==if{c € R||f(z)| <
cp.c.t. z € R"}.
Los siguientes conjuntos seran de interés, y son un caso particular de la Def. 2.1.6.

Definicion 2.1.7. SeaZ C R un intervalo, se define

Ll (I) ={f € M(Z)||f| es localmente integrable enT}, y
L (Z) ={f e M(Z)| f es localmente esencialmente acotada enZ.} 4

loc

Observacion 2.1.8. Se tiene que L] (R) C L;,.(R) para todo q € [1,c]. Este resultado
usa el hecho de que sim(Z) < oo y1 < p < q < o0, entonces LI(Z) C LP(T) [55, Prop.
14.31]. Pues si f € L} (R), q € [1, <], entonces para todo conjunto compacto [a,b] C R

loc

se tiene que f|, ) € L([a,b]) C L*([a,b]), y por tanto f € L}, (R). g

loc

Para funciones f : 7 — U, donde U es un espacio métrico, de manera analoga se
define M(Z,U) :={f : T — U | f es medible}, conjunto al cual se le asigna la relacién de
equivalencia f ~ g < f(t) = g(t) p.c.t. t € R considerando la extensién trivial. Asi se
tiene el conjunto de clases de equivalencia M (Z,U) := MM(Z,U)/ ~.

Definicion 2.1.9. SeaZ C R un intervalo y U un espacio métrico, se define

L (Z,U) := {f € M(Z,U) | f es localmente esencialmente acotada}. (2.1)

loc

Observacion 2.1.10. En (2.1) para el caso en que W = R™, si f : T — R™ con f(t) =
(fi(t),..., fm(t)), se tiene que f € LS (I,R™) siy solo si f; € LyS (I) para cada i € m.
Esto se verifica rapidamente, pues si f es esencialmente acotada en K C 7 compacto,
entonces |f;(t)| < || f(t)|| < ¢ p.c.tt € K, y esto ocurre para toda i € m. Por otro lado si
fi(t)] < pet t € K y toda i € m, entonces || f(1)] = (7, 1£i(0)]P)? < mp maxier i,
por tanto, f también es esencialmente acotada en K. La equivalencia entre ser funcion
medible y tener entradas/variables medibles la garantiza el Lema 2.1.3. N

También se trabajara con el espacio normado || 4| := ||Az||rn para toda

max
{zeR™ | ||z[|=1}
A € M,xm(R) (conjunto de las matrices de n renglones y m columnas con entradas en
R). El espacio (M, (R),]| - ||) se puede identificar con el espacio (R™™, | - ||gnm ), Mas
aun, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.1.11. SeanV y W espacios vectoriales normados sobre R. Sidim (V') = dim(W) <
oo, entonces existe una equivalencia®* ¢ : V. — W que es ademds un isomorfismo li-
neal [55, Ej. 4.42 (a)]. J

Prueba. Ver Prop. A.1.5 en la pagina 151. O

Por lo tanto M,,«.,,(IR) es un espacio de Banach®, (pues R™™ es de Banach) [55, Prop.
5.7], también se tiene que M, (R) es un espacio métrico separable, ya que o(Q"™) es
denso y numerable en M,,..»(R). Se convendra usar la notacion R™*™ := M, xm(R).

*Funcién biyectiva que es Lipschitz continua y cuya inversa también es Lipschitz continua [55, Def. 3.6].

5De forma mas inmediata, se puede asegurar que todo espacio vectorial normado de dimensién finita es
de Banach [55, Teo. 5.8], sin embargo es de especial interés sefialar que M, x~(R) se puede identificar con
R"™, mas aln, se puede identificar con L(R™,R") := {T : R™ — R" | T es lineal}, esto Ultimo se usara
mas adelante.
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Observacion 2.1.12. As/ como el caso de particular L;S (Z,R™) de (2.1), otro caso de
interés sera el conjunto L (Z,R"*"™), que por lo mencionado hasta ahora, se puede

loc

identificar con el conjunto Lf° (Z,R™™), por lo que la Obs. 2.1.10 también aplica para

loc

L2 (Z,RP*™), es decir, f = (fij) € LS(Z,RP*™) siy solo si f;; € Li°.(T) para cada

loc loc

(Lpyepxm={1,...,p} x{1,...,m}. J

Se trabajara con los espacios L>(Z,R™), L>=(Z,R"*™), L>=(Z), L*(Z) y L*(Z) (con
sus variantes loc) a lo largo de este capitulo.

2.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales

Definicion 2.1.13. Sean J C Z C R intervalos y X C R™ abierto en R™. Dada una funcion
f: IxX — R" (t,x) — f(t,z)

el problema del valor inicial (PVI) (o problema de Cauchy), consiste en encontrar una
funcion diferenciable: € : J — X, t— &(t) = (§&1(¢),-..,&n (1)), que cumpla

§(t) = f(t,€@) y &loo) =m0,  VEEJ (2.2)

para oy y x¢ fijos. El valor xo € X se denomina valor inicial, y el par (oo,x0) € J x X
condicion inicial. N

En principio se pide que £ = (&1, .. ., &,) sea diferenciable en .J, sin embargo, es posible
que alguna &; cumpla con las condiciones del PVI excepto en algun conjunto nulo O C J,
por tanto, se puede relajar la condicion de que ¢ sea diferenciable en J, a la condicion de
que ¢ sea diferenciable c.d. en J, esto equivale a pedir que:

1. £ sea una funcién absolutamente continua en J®. Para el caso en que J sea de
longitud infinita, se pide que £ sea localmente absolutamente continua (LAC) en
J, es decir, para todo compacto K C J, la funcién £ es absolutamente continua. A
su vez, esta ultima condicidén es equivalente a pedir que,

t
2. para cada ¢; existe g; : Z — X tal que £(t) = &(a) + / g(T)dr paratodo t € K =
la,b] C J. ‘

La demostracion de estas equivalencias se puede consultar en [60, Teo. 20.8] 0 en [61,
Teo. 7.18]. Por tanto, en la Definicion 2.1.13, es posible sustituir la palabra subrayada
“diferenciable” por “LAC” o por “diferenciable c.d.”, siempre y cuando tomando en cuenta
que la condicion en (2.2) se cumplira p.c.t. t € J. Todo lo anterior justifica la siguiente
definicion.

Definicion 2.1.14. Una solucion para el PVI (2.2) en un intervalo J (posiblemente de
longitud infinita) tal que J C Z C R, conog € J, es una funcion ¢ : J — X LAC que cumple

() =z0 + /t f(s,&(s))ds vt € J [30, Def. C.2.1]. 4

bEsto es, si J = (a,b), entonces para cualquier e > 0 existe § > 0 tal que para cualquier secuencia
de puntos (intervalos disjuntos) a < a1 < b1 < a1 < b2 < ... < ax < bg, con k € IN, si ocurre que
SF L |bi — ai] < § entonces o8, [1€(bi) — £(as)]| < e [30, p. 471].
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La equivalencia de ser diferenciable c.d. a ser LAC permite usar propiedades de la
derivada en problemas de valor inicial (PVIs) como la regla de la cadena o la linealidad, o
resultados mas fuertes como el teorema fundamental del célculo [61, Teo. 7.20] (teniendo
en cuenta su cumplimiento salvo en un conjunto nulo).

Resultados de existencia y unicidad

Existen distintos resultados respecto a la existencia y/o unicidad de una solucion para
el PVI, en esta tesis se tomaran en cuenta los dos siguientes.

Teorema 2.1.15. Sea f : 7T x X — R". Si f es tal que

l. f(-,z) : T — R" es medible para cada x € X, (2.3)
II. f(t,-) : X — R"™ es continua para cadat € Z, (2.4)

y ademas se cumple que

1. f es localmente Lipschitz continua en la segunda variable, esto es, para cada
xo € X existen p > 0 y a : T — R funcion localmente integrable, tales que

1f(t,2) = F(ty)] < alt)llz -yl
paracadat e T ycadaz,y € Bgrn(zg,p) :={x € R" | ||z — 29| < p} C X.

2. f es localmente integrable en t, es decir, para cada x existe una funcion local-
mente integrable 5 : T — R>¢ tal que || f(t, zo)| < B(t) p.ct.t € L.

Entonces, para cada par (o,zq) € T x X, existe J # @ con J C T y abierto relativo
aZ, y existe una solucion & al PVI (2.2), con la siguiente propiedad: si¢ : J' — X es
cualquier otra solucién del PVI, donde J' C I, entonces necesariamente J' C J y
§=Cen.J. Lasolucion ¢ se llama solucion maximal del problema del valor inicial
en el intervalo T [30, Teo. 54]. a

Proposicion 2.1.16. Considérense las mismas hipdtesis del Teorema 2.1.15, salvo que
[00,00) C Z, y a es independiente de x,, con p = oo (Lipschitz continua global en T),
en otras palabras, existe a : T — R localmente integrable tal que | f(t,z) — f(t,y)] <
a(t)||xr —yl||, paracadat € Z y x,y € R"™. Entonces J = [0y, >0) (intervalo donde existe la
solucién unica) [30, Prop. C.3.8]. J

Las demostracion de estos dos resultados se puede consultar en [30, Apénd. C]. El
Teorema 2.1.15 es basicamente una combinacion del teorema de existencia de Carathéo-
dory [62, Cap. 1, Teo. 5.1], y el teorema de Picard Lindel6f [55, Teo. 6.19]. Las condiciones
I, 1l.y 1. del Teorema 2.1.15, también se denominan “condiciones de Carathéodory” [62, p.
28], y la condicién 2 es una hipotesis fundamental del teorema de Picard-Lindel6f.

Es importante mencionar que la prueba del Teorema 2.1.15 utiliza el teorema de punto
fijo de Banach.

Teorema 2.1.17. [de punto fijo de Banach] Sea (X, d) un espacio métrico completo, no
vacio, y sea ¢ : X — X una contraccién’. Entonces se cumple:

"Es decir, existe a € (0,1) C R (llamada constante de contraccién) tal que d(é(z), ¢(y)) < ad(z,y) para
cualesquiera z,y € X.
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(a) ¢ tiene un unico punto fijo =*, es decir, existe z* € X tal que ¢(z*) = z*.
(b) Para cualquier xo € X la sucesion (¢*(xz¢)) converge a =* en X, y se cumple que
k

d(¢F (x0), x¥) < %d(qb(%)’ o), donde o es la constante de la contraccion ¢, y ¢*
denota la k-ésima iteracion de ¢ para k € IN, con ¢° := idy [55, Teo. 6.3]. N

La prueba del Teorema de Picard-Lindeldf (como se muestra en [55, Teo. 6.19]), con-
sidera Y := C%([og — 6,00 + 6], R™)8, que es un espacio métrico completo con la métrica

inducida por la norma uniforme (|| || = : mgix 5 | (t)]]) [55, Teo. 5.2], y se trabaja
teloo—9,00+

con la funcion:

t
¢:Ys —Ys, £ ¢(§(t)) = o + / f(S,f(S)) ds, (25)

buscando Y; algun subespacio métrico completo de Y tal que ¢ sea una contraccién en Ys.
De este modo se puede asegurar que el PVl tiene solucion uUnica (correspondiente al punto
fijo del teorema) y también se puede hacer una aproximacion de la solucién mediante las
iteraciones mencionadas en el inciso (b). El método de iteraciones en (2.5) se conoce
comunmente como el método de aproximaciones sucesivas de Picard, o iteraciones
de Picard.

Existencia de la solucion del PVI lineal no homogéneo

Sea Z C R un intervalo. Se considera una funcion A = (a; ;) € LiS.(Z,R™"), (i,5) €
n x m, que por la Observacion 2.1.12 equivale a tomar A € M,,«,(L;5.(Z)), matriz cuyas
entradas son funciones a;; : Z — R medibles y localmente esencialmente acotadas. Por
otraparteseav:Z — R", v = (v1,...,1,) talque v; € L}, .(Z) para todo i € n. Sin pérdida
de generalidad (s.p.g.), se pueden suponer que A € M, x,(L2.(R)) y v;(t) € Lj,.(R) con
la extension trivial. Con lo anterior definido, se considera el PVI:

@)= A@®ER) + v() , &(o0) = zo. (2.6)
N—— ~—~
parte parte no
homogénea homogénea

Cuando v(t) = 0 para todo ¢ € R, el PVI se denomina lineal homogéneo, y en caso
contrario lineal no homogéneo. Para que la multiplicacién de matrices “A(¢)£(t)” tenga
sentido, £(t) debe ser elemento de M, (R) para cada t € R, esto se justifica por el
Lema 2.1.11. Con ayuda del Teorema 2.1.15 y la Proposicién 2.1.16 se puede probar lo
siguiente.

Proposicion 2.1.18. E/ PVI en (2.6) tiene solucion unica en el intervalo (o, o) C R. N

Prueba. Ver Prop. A.1.6 en la pagina 151. 0

La matriz de la solucion principal y la férmula de variacion de parametros
Se dirige la atencién al caso homogéneo de (2.6):

£(t) = A)E(t), &(o0) = 0. (2.7)

8C([a,b], R™) := {f : [a,b] — R™ | f es continua con la norma co}.
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La Proposicién 2.1.18 asegura que la siguiente funcién & (asociada a la matriz A) esta
bien definida:

: RxR" — {¢:R— R"|¢esLAC}

(o,2) +— ®(o,2)(t) = d(t, 0,2) = { (o f(g :: i E ET§’>U)7 29

donde ¢ es la solucion de E(t) = AE(L), E(o) =z ynde n(t) = —A(o — t)n(t), n(0) = .
De este modo ®(¢, 09, o) €s la solucion de (2.7) extendida (a través de n) a todo R.
Por otro parte, el siguiente PVI esta estrechamente vinculado al problema en (2.7):

Xt)=AWX(@®), X(o)=1 (2.9)
donde I es la matriz identidad en R™"*™ y X es una matriz de n x n funciones de R en R.
Corolario 2.1.19. E/ PVl en (2.9) tiene solucion unica en el intervalo [0, o) C R. 4
Prueba. Ver Prop. A.1.7 en la pagina 153. 0

El Corolario 2.1.19 asegura que la siguiente funcién esta bien definida:
ImI: R — {¢:R—R"™"|(esLAC}, o — I(o)(t) :=1(¢t0), (2.10)

donde a cada o € R se le asocia la funcién I1(¢, o) correspondiente a la solucién unica del
PVI (2.9), definida en todo R por el mismo argumento que en (2.8).
Ahora considérense los siguientes n PVIs:

&) = A&, &lo) = e
: : (2.11)

) = ADE(D). Galo) = en

donde cada ¢; es el vector candnico en IR"™. La solucién de cada problema en (2.11) es
O(t,0,¢e;) parai € n.
Sea V un espacio vectorial, y sean {vy,...,v,} C V" con v; = (v},vs,...,v},) para

todo i € m, se usa la siguiente convencion de notacion:

vl oL of
[v1 ... vp) = oot € Myxn(V). (2.12)
Vg vp
Ahora se define la funcién
o: R — {(:R—R"|(esLAC}

o = B(0)(t) = B(t,0) = [B(t,0,e1) ... Dt,0,e,)], (2.13)

es decir, (¢, 0) es la matriz cuyas columnas son las soluciones de cada PVl en (2.11). Se
observa que
[B(t,0,e1) ... D(t,0,e0)] = [AD)D(L, 0,e1) ... A)D(E,0,en)]

A ~

= At)[P(t,0,e1) ... P(t,0,e,)] = A(t)P(t,0).

O(t,0)
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Asi, se cumple que ®(t,0) = A(t)®(t,0) y ademas como ®(o,0,¢;) = e; para todo
i €7, se tiene que ®(o,0) = [e1 e2 ... e,] = I, por lo tanto ®(¢, o) satisface el mismo PVI
que en (2.9), y por la unicidad de su solucion se concluye que I1(t,0) = ®(t, o), es decir, la
funcion 11 definida en (2.10) y correspondiente a la solucion de (2.9) es igual a la funcion
® definida en (2.13). Lo anterior dirige al siguiente resultado que relaciona (2.7) con (2.9).

Corolario 2.1.20. ®(¢,00)x es la solucion del PVI homogéneo en (2.7). J

Prueba. Como ®(t,0() es la solucion del PVI en (2.9), se tiene que

(t,00) = A(t)®(t,00), ®(00,00) = I = (®(t,00)70) = A(t)®(t, 00)70, ®(00,00)T0 = To.

Este dltimo PVI es de la forma ¢(t) = A(t)¢(t) con ¢(og) = xo, por lo que es el mismo PVI
que en (2.7), y por la unicidad, se concluye que ®(t, o¢)xo €s la solucion (2.7). O

A raiz de este ultimo resultado, a ® en (2.13) se le denomina solucién (o matriz)
fundamental asociada a A [30, Apénd. C], matriz de la solucién principal [63, Cap. 3],
o0 matriz especial fundamental [64, Cap. 3].

Proposicion 2.1.21. La solucion del PVI lineal no homogéneo: £(t) = A(t)&(t) + v(t) es

t
£(t) = B(t, 0010 + / B(t, $)v(s) ds (2.14)

a0
y se denomina formula de la variacion de parametros. 4
Prueba. Ver Prop. A.1.11 O

La serie de Peano-Baker y la matriz exponencial del caso invariante en el tiempo

Arriba se argumentd que es posible aproximar la solucion £(¢) de un PVI que cumpla
las hipétesis del Teorema 2.1.15 con el método de iteraciones de Picard, aplicando este
método al PVI lineal homogéneo descrito en (2.9), se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.22. Si X*(t) es la k-ésima iteracion de Picard del PVI en (2.9), dada por
la sucesion recursiva: X°(t) = I, X*(t) = I + [ A(s)X*~'(s) ds, entonces

k
> 3i(t) = X*(t) VkeN, (2.15)
=0

t S1 Sk—1
donde jo(t) =1 yjk(t) = / / .. / A(Sl)A(SQ) Ce A(Sk) dsy ...dssdsi, k € N-g.

.|
Prueba. Ver Prop. A.1.12 en la pagina 157. O

De esta ultima proposicién se sigue que la solucién principal ®(¢, o) (en una vecindad
alrededor de o), se puede expresar mediante la serie que resulta de tomar los limites al
infinito en (2.15):

iﬁk(t) = lim X*(t) = @(t,0). (2.16)
k=0
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La serie en (2.16) se denomina serie de Peano-Baker, y es una manera un poco mas
explicita de expresar ®. Mas sobre esta serie se puede consultar en [66] o [30, Apénd. C],
el interés para esta tesis esta en el caso invariante en el tiempo, cuando A € R™*".

Proposicion 2.1.23. Si A € R"*", entonces, ®(r,0) = e"~?)4 para todo 7,0 € R, donde

3. tk =tk
A+ AR =D —AF, VieR. (2.17)

| | - |
3! k! — k!

t2
etA ::I+tA+5A2+

En particular, la matrizeM4 = ¢4 se denomina matriz exponencial [30, Ej. C.4.1. e)]. _

Prueba. Ver Prop. A.1.13 en la pagina 157. O

Corolario 2.1.24. Si A € R™*", entonces la solucion del PVI no homogéneo en (2.6), es
decir, de £(t) = A&(t) + v(t), £(oo) = xo, €S
t
£(t) = elt=045, +/ =94y (s) ds. N

g0

Prueba. Este resultado se sigue de forma inmediata de la férmula de variacién de paréa-
metros en (2.14) y la Prop. 2.1.23. O

2.2. Teoria del control: de sistemas generales a sistemas linea-
les e invariantes en el tiempo de dimension finita

Esta seccion sera la base para poder explicar las relaciones entre sistema, caja negra
(comportamiento), respuesta al impulso, producto convolucién y funcién de transferencia.
Casi todas las definiciones propias de la teoria del control que se enuncian en esta seccién
(y en secciones posteriores) provienen de [30], ademas, varias de las proposiciones mas
importantes para esta tesis respecto a los sistemas LIT son ejercicios del libro de Eduardo
Sontag (las pruebas se trasladaran al Apéndice A).

2.2.1. Definiciones basicas

Definicién 2.2.1. Un sistema o maquina > = (7, X,U, ¢) consta de:
1. (T,+) subgrupo de (R, +) con la suma usual. T se denomina conjunto de tiempo,
2. un conjunto X # @, llamado conjunto o espacio de estados de ¥,

3. un conjunto U # @, llamado conjunto o espacio de valores de entrada (o de con-
trol)de X, y

4. una funcion ¢ : Dy — X llamada funcion de transicion, donde

@ # Dy C {(T,U,x,w)\a,TE’T, J§T7xex7weu[a,7)}’
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que cumple las siguientes cuatro propiedades:

I. No trivialidad. Para cada x € X existe al menos unparo,™ € T, 0 < T, y existe
w € U, tal que w es admisible para x, es decir, (1,0, z,w) € Dy. Siw s
admisible para x también se dice que el par (z,w) es un par admisible.

Il. Restriccion. Siw ¢ Ul”") es admisible para =, entonces para cada r € [o, 11),
la restriccion wy = w|, ) €s admisible para x y la restriccion wy = w|i; ) €s
admisible para ¢(1,0,x,w1).

. Semigrupo. Sio, 1, p € T, 0 <7 < p, w; € U, wy € U™,y e X son
tales que ¢(1,0,x,w1) = =1 y ¢(u, 7, 21,w2) = 2, ENtONCES la concatenacion
w1 ® wy € UT) definida como

wi(t) si teo,T)

& U X UMK = U, (wn,0) = 1 Bn(t) = {w2(t) si telrp)

es admisible para x y ¢(u, o, x,w1 ® wa) = x2. Por tanto

Cf)(,u, 0, %T,w1 D w2) = ¢(,U, T, ¢(Ta o,%, w1)7 w2> = ¢(,LL, 7,1, w2) = Z2.
Se conviene que w & o = o ® w := w, para cualquier w € U*) donde o es el
conjunto cuyo unico elemento es el vacio, es decir o .= {@}.

Iv. Identidad. Para cada o € T y cada = € X, el conjunto o := {@} = Ul"?), es
admisible para x y ¢(o,0,x,¢) = x [30, Def. 2.1.2]. J

Definicidon 2.2.2. Sea ¥ = (7,X, U, ¢) un sistema.

(a) S es completo siDy = {(r,0,z,w) |o,7€ T, 0 <7,z € X, we U}
(b) 3 es un sistema con salidas, si existe

I. un conjuntoy denominado espacio de valores de salida y
Il. una funcién h : T x X — Y denominada funcion de lectura de salida.
(c) ¥ es invariante en el tiempo si para cualesquiera w ¢ U™ z ¢ X yu e T,

tales que w es admisible para x, entonces la traslacion T,w < uletwm+m) - con
Tyw(t) := w(t — p), es admisible para x y ¢(r,0,z,w) = ¢ (1 + p,0 + p,z, Tyw) .

Un sistema con salidas invariante en el tiempo consta de . sistema invariante en
el tiempo, donde ademas la funcion de lectura de salida h(r, z) no depende de .

(d) El sistema inicializado es el par (2, xy), con xqg € X elemento fijo, denominado
estado inicial (la misma definicion aplica para un sistema con salidas).

(e) Cuando T = 7Z, se dice que el sistema o comportamiento (ver Def. 2.2.3 mas ade-
lante) es de tiempo discreto o simplemente discreto. J

9Si f es una funcion, “D;” denota el dominio de la funcién f como subconjunto de algiin conjunto conocido.
Por otra parte, se recuerda que si A, B son conjuntos, se define B4 := {f C A x B | f es funcién}, por lo
que U™ es el conjunto de todas las funciones cuyo dominio es [0, 7) := {u € T | o < u < 7} y codominio
es U.
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Estas definiciones'® buscan caracterizar un sistema a través de “estados” que cam-
bian en el tiempo, en respuesta a una entrada o control w € Ul”7) y mediante la funcién
de transicion ¢. La Figura 2.1 busca ilustrar como opera ¢, y como un sistema cambia
mediante entradas o controles w.

Estado inicial al Estado intermedio al Estado final al Y=(T,%U,0q)
tiempo o tiempo T tiempo p Sistema

——

¢(O’, O',ZC,O) =T (b(T’ o, xawl) =T ¢(:U/7 T, 371,(.02): L2

> qb(u, o,T,W1 ¥ WQ)

Tiempo Tiempo Estado Entradao

w1 D Wy € u[a’”) final inicial inicial control

Figura 2.1: Modo de operar de la funcién de transicién ¢ de un sistema ¥ = (7, X, U, ¢),
se busca ilustrar el axioma de identidad (verde) y el axioma de semigrupo (rojo). Abajo a
la derecha se sefiala como el primer argumento de ¢ es el tiempo final x, el segundo el
tiempo inicial o, el tercero es el estado 2 € X al tiempo inicial o, y el cuarto es el control
que se aplica al tiempo inicial o, con duracién = — o. De esta forma el estado final z, al
tiempo u es ¢(p, o, x,w; ® wa).

Por otra parte se tiene la caracterizacion de sistema como “caja negra”, es decir, un sis-
tema (como el de la Def. 2.2.1) con salidas, en el que (en principio) no es posible conocer
sus estados, pero si es posible registrar su comportamiento entrada/salida (input/output).
La caja negra en cuestion, se denominara comportamiento.

Definicién 2.2.3. Un comportamiento A = (T,U,Y, \) consta de:
1. un conjunto de tiempo T,

2. un conjunto U # @, llamado conjunto o espacio de valores de entrada (o de con-
trol) de A,

3. un conjunto Y # @, llamado conjunto o espacio de valores de salida de A, y

4. una funcién X : D) — Y, llamada funcion de respuesta, donde
D, C {(T,o,w) |o,TeT, 0 <1, we u[‘”)} ,
y donde se cumple la propiedad de restriccion: si (1,0,w) € D), entonces
(1, 0,15 )) € Dy, Y € [o,7].

Para cualquier o, € T fijas, se tiene la siguiente convencion \°™ (w) := \(7,0,w)
[30, Def. 2.2.4]. gy

Definicidon 2.2.4. Sea A = (T,U, Y, \) un comportamiento.

°Sontag menciona que en el contexto de la ciencia de la computacién, donde el sistema es discreto y X, U
tienen cardinalidad finita, el sistema se denomina autdmata, y si existe un espacio de salidas Y se denomina
maquina secuencial. Estos conceptos nacidos de la CC “proporcionaron gran parte de la motivacion original
para el desarrollo de los conceptos basicos de la teoria de sistemas” [30, p. 33].
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(a) A es completo si D) = {(r, o,w)|o,TeET, 0 <T,wE u[w)}_

(b) A es invariante en el tiempo si para cada (t,0,w) € D) y cada i € T, se tiene que
(7 + py0 + p, Typw) € Dy y XTATH(T jw) = X7 (w). g

Dado un comportamiento con funcién de respuesta A, es natural considerar no solo el
valor de salida final ante una entrada w € Ul”7) (proporcionado por la evaluacién \(r, o, w))
sino toda la funcién de salida, la siguiente definicion considera este caso de interés.

Definicion 2.2.5. Dado un comportamiento A, se define la funcion i/o o funcion de sali-
da de A como

X: Dy = Y (row) = Xrow)(t) =AM (wlpy)  [30, Obs. 2.2.2].

o<t

La relacion entre la funcion de respuesta \ y la funcion i/o es: A7 (w) = X, 0, w)(7). De
manera similar a la funcién de respuesta, se conviene la notacién X°" (w) := (1, 0,w)
Cuando el contexto sea claro, se denotara simplemente \(w)(t) := 2ot (w) (). N
Funcioén de entrada Funcién de salida o funcién i/o

W E u[o,T) XO’,T W) = Ao-,t w c [o,7]

A= (7-, u’y,/\) ( ) ( |[cr,t)) Y
Comportamiento
caja negra
Entradas c_iel (caj gra) Salidas del comportamiento
comportamiento

Figura 2.2: Modo de operar de un comportamiento A = (7, U, Y, )\l Una entrada o control
w € Ul*7) es transformada por A y da lugar a la funcién de salida X7 (w).

Las ultimas dos definiciones basicas que se mencionan, relacionan un sistema inicia-
lizado con un comportamiento A.

Definicidn 2.2.6. Sea (X, z() un sistema inicializado con > = (T, X, U, ¢).

(a) EI comportamiento i/s (input to state) A del sistema (X, z() es el comportamiento
A= (T,U,X,\) (en este caso Yy = X), cuya funcion de respuesta \ esta definida en
la proyeccion {(r,o0,w) | (1,0, z9,w) € Dy}, donde X7 (w) := ¢(T, 0, 2o, w).

(b) Si X es un sistema con salidas en'Y, con h : T x X — Y funcion de lectura de
salida. El comportamiento del sistema inicializado (X, x,) (denotado As, ,,), es el
comportamiento As, ., = (T,U, Y, X), cuya funcion de respuesta X\ se define como

A Dy — Y, (ry0,w) = A7 (w) := h(T, (T, 0, 20,w)), (2.18)

donde Dy C {(7,0,w) | (1,0,20,w) € Dy}. Asi, X es la funcion de respuesta del
sistema inicializado (%, z¢)'? [30, Def. 2.2.4]. J

""Méas adelante se verd que en un sistema/comportamiento LIT (ya sea discreto o continuo) A% (w) =
A7 (W|[0,0)) = A77(¢) = 0, por lo que en este caso se convendra (o, 7] como el dominio de .

12| a propiedad de restriccién de la funcién ¢ del sistema X garantiza la propiedad de restriccion de la
funcién de respuesta \ del comportamiento As ..
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Observacion 2.2.7. Todo sistema ¥ = (T,X,U, ¢), es un sistema con salidas enY = X,
con funcion de lectura de salida h : T x X — X definida como h(r,z) := ¢(1,7,2,0) =
x (por el axioma de identidad). Al considerar el comportamiento Ay ., del sistema ini-
cializado (X, x¢) con salidas en'y = X, la Definicion 2.2.6 2, muestra que \°7 (w) =
h(r, ¢(1,0,z0,w)) := @(1, 7, 0(T, 0, 20, W), ) = &(7, 0, 20,w). Por tanto, todo comportamien-
to i/s, es el caso particular de un comportamiento Ay ., de un sistema inicializado (X, zy).
Se subraya como todo sistema inicializado se puede ver como un comportamiento me-

diante (2.18). a
Funcion Caracteristicas
¢:Dy =X Asociada a un sistema ¥. Ayuda a describir al sistema
(de transicién) a través de cambios de estado en el tiempo.

Asociada a un sistema con salidas . A partir de ella
se puede definir la funcién de respuesta A\ del com-
portamiento Ay ., (del sistema inicializado con sali-
das (X, zp)) mediante A7 (w) := h(r, ¢(1,0,x0,w)).
Todo sistema es un sistema con salidas en Yy = X con
h(r,x) = x, y en este caso el comportamiento asocia-
do Ay ., se denomina comportamiento i/s.

h:TxX—=Y
(de lectura de salida)

A:Dy—=Y Asociada a un comportamiento A. \%7(w) € Y es el
(de respuesta) valor de salida al tiempo 7, ante la entrada w € U7,

B Asociada a un comportamiento A. A7 (w) € Ylo7] es
X: Dy — | J Y| toda Ia funcién de salida en respuesta a la entrada

o<T w E u[0'>7')_
(de salida o funcién i/o)

Tabla 2.1: Aspectos importantes sobre las funciones ¢, h, A y .

2.2.2. Sistemas lineales de tiempo discreto e invariantes en el tiempo

A menos que se senale lo contrario, en lo que resta de la seccidn los espacios vecto-
riales mencionados se suponen sobre R.
Sea ¥ = (Z,X,U, ¢), se define la funcién P (asociada a la funcion ¢) como

P: & = Y, (tx,u) — Plt,z,u):=o(t+1,t,x,w,), (2.19)

donde & = {(t,x,u) € Z x X x U | (t + 1,t,2,w,) € Dy}, y donde w, € Ut} y es tal que
wy(t) = u'3. La funcién P se denomina funcién de transiciéon al siguiente estado.

Definicidn 2.2.8. X es un sistema lineal de tiempo discreto (sobre R) si:

BMas adelante se abusara de la notacion w(t) = w,(t).
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1. es completo, 2. X yU son espacios vectoriales,y 3. paracadat € Z, la funcion
P(t,-,-) == o(t+ 1,t,-,) es lineal.

El sistema con salidas es lineal si ademas: 1.Y es un espacio vectorial, y 2. h(t,-) es
lineal para cadat < 7.

El sistema es de dimension finita si los espacios U y X lo son, asi como Y para un
sistema con salidas. La dimension del sistema es la dimension de X. [30, Def. 2.4.1] .

Observacion 2.2.9. Sea X lineal de tiempo discreto, como el sistema es completo y
P(t,-,-) : X x U — X es lineal, se puede definir

P(t,z,u) = P(t,-,0)+P(t,0,:) = A(t)[z] + B(t)[u] .= A(t)x+ B(t)u VteZ. (2.20)
=:A(t)[=] =:B(t)[u] Notacidn

Para ¥ con salidas enY, como h(t,-) es lineal para cadat € Z, ademas se define

h(t,z) := C(t)[x] = C(t)x. (2.21)
Notacion

Se usara la expresion “el sistema (A(t), B(t),C(t))”, para denominar al sistema ¥ lineal
(con salidas) discreto cuya funcion P es (2.20) y h es (2.21). Si el sistema es invariante en
el tiempo, entonces P(t,x,u) no depende det (P(t,z,u) = P(x,u)), porlo que A(t), B(t)
y C(t) son constantes y se trata de un sistema (A, B, C).

Si X, U y Y tienen dimension finita, se conviene usar n,m,p € N~ tales que n =
dim(X), m = dim(U) y p = dim(Y). Dado que en cualesquiera dos espacios V., W con
dim(V) = m y dim(W) = p se cumple que £(V,W)'# = RP*™ (isomorfismo lineal) [67,
Teo. 3.3], entonces A(t), B(t) y C(t) se pueden identificar como matrices para cadat € Z.
Si el sistema es invariante al tiempo y X, U y Y tienen dimension finita, entonces A € R™*",
B e R™™ yC € RP*™, J

Notacion 2.2.10. Siw € U™ se conviene que wly := w|, ) para todo y € [o,7) C Z. .
Definicion 2.2.11. A es un comportamiento lineal discreto (sobre R) si:
1. es completo, 2.U yY son espacios vectoriales, 3. para cada o, € Z tales que

o < 1, se tiene que \°?(¢) = 0 y la funcion \°™ es lineal, y 4. para cada o, u,7 € Z,
o < pu < Ty cada entrada w € UMW), ocurre que A% (0 & w) = M7 (w), donde 0 es la

entrada idénticamente igual a0 en [o, 1) [30, Def. 2.4.3]. N
Proposicion 2.2.12. Si X es un sistema lineal de tiempo discreto, entonces el comporta-
miento del sistema inicializado As.  es lineal [30, Ej. 2.4.4]. J
Prueba. Ver Prop. A.1.15 en la pagina 159. 0

Observacion 2.2.13. Seano,7 € Z, o < 7, U, Y espacios vectoriales y w € Ul>7),
Supdngase que para cada j € [0, 1) existe M7 : UV — Y funcién lineal.
La imagen directa de [j, T) bajo w es el conjunto w([j, 7)) := {w(p) € W | u € [§,7)},
entonces, para cada j € [0, ) se define la funcion

Ay w(lin) = Y wln) e Argle(o] = VT @ 07

“L(V,W):={T:V — W | T eslineal}.
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donde w"(j) := w(p) para todo w(u) € w([j,7)). Se debe tener en cuenta que wlj, =0
Ywdo =o®dw = w para cualquier u € [o,7). La linealidad de N™ garantiza que A
también es lineal y se usa la notacion A, jw(p) == A jlw(w)]. N

Proposicion 2.2.14. Si A es lineal, entonces existe una familia tnica de funciones lineales
Aij, i,j € Z, i > j, tales que para cada o, 7 € Z, 0 < 7, \77(w) = ZJT;; A w(j) para
todo w € Ul*7) [30, Ej. 2.4.5]. J
Prueba. Ver Prop. A.1.16 en la pagina 159. O

Lema 2.2.15. Sea ¥ = (Z,X, U, ¢) un sistema lineal. Entonces para todo o, 7 € Z, 0 < T
y todo w € Uo7, y 0 € Ule™) funcién cero en [0, T), se cumple que

1) (7‘, 0,0,w|7 @ O\QH) =A(t - 1At —2)...A(0c + 1)B(0)w(0),

donde se usa la notacion A(u1)A(p2) := A(p1) o A(pe), 1, pe € [o,7) y las funciones A, B
son las mencionadas en la Obs. 2.2.9. J

Prueba. Ver Prop. A.1.17 en la pagina 160. 0

Proposicion 2.2.16. Si X y A son lineales, entonces

B ~ C(i)B(j) Sii=7+1,
Aso=A = Ay = {O(z‘)A(z‘ —1)A(i —2) ] CA(j+1)B(j) en otrc‘)7 caso

en términos de las funciones lineales de la Prop. 2.2.14 [30, Ej. 2.4.6]. J

Prueba. Ver Prop. A.1.18 en la pagina 161. O

Proposicion 2.2.17. Sea A un comportamiento lineal de tiempo discreto. Considérese la
familia de funciones lineales {A;; : W — Y | i > j} presentada en la Proposicion 2.2.14.
Entonces, A es invariante en el tiempo si y solo si existe un conjunto de funciones lineales
{Ap: U —Y| ke Nso} tal que

Aij=Aij Vi > j, [30, Ej. 2.4.7]. (2.22)
Prueba. Ver Prop. A.1.19 en la pagina 162. 0

Definicidn 2.2.18. La sucesion de funciones lineales en (2.22):
A={A:U—Y|keNso},

se denomina respuesta al impulso (RI) del comportamiento A o del comportamiento Ay, o
de un sistema inicializado (X, 0) segun sea el caso.

Dado un comportamiento A, si existe un sistema inicializado (£,0) tal que As o = A,
se dice que Y. realiza el comportamiento A o equivalentemente A es realizado porY..

Al estudiar un comportamiento o sistema discreto invariante en el tiempo, la invariancia
permite s.p.g. considerar Unicamente controles de la forma w : [0,7) — U, con 7 € N+,
ya que X\ (v) = \Oo#=9(T_,v) paratodo o, n € T, 0 < pytodo v : [o, u) — U.
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Definicién 2.2.19. Sean U, Y espacios vectoriales, H = (H(k)) = (Hy), k € N~ una
sucesion de funciones lineales Hy, : W — Y, y w : [0,7) — U una funcion con 7 € N+q. Se
define el producto convolucion (lineal) de H y w, denotado “H * w”, como

o LALYN0 x UL ylLo)
t—1

(H,w) = (Hxw)(t) =Y H(t— j)w(j).
j=0

Cuando U = R™ yY = RP, H es una sucesion de matrices, ya que L(R™, RP) = RP*™
(ver Obs. 2.2.9), este ultimo caso es el mas relevante para esta tesis. J

Observacion 2.2.20. De las proposiciones 2.2.14 y 2.2.17 se sigue que en un comporta-
miento LIT discreto con Rl A = (A(k)), k € N, una entrada w : [0,7) — U produce un
valor de salida

T—1 T—1
N7 (w) = A jw(f) = DAl — () = (Axw)(7)
j=0 3=0

por tanto, teniendo en cuenta la Definicion 2.2.5 de funcion i/o (o funcion de salida), se
concluye que para toda entrada w € UN, la funcién de salida es

X(W) : Nyg — Y

t = Aw)(t) = )‘O’t(w‘[o,t)) = (Axw)(t). (2.23)

2.2.3. Sistemas lineales de tiempo continuo e invariantes en el tiempo

Sontag [30, Sec. 2.6] menciona que se busca definir sistemas gobernados por la ecua-
cién diferencial: ¢ = f(t,z,u)", donde u € U espacio métrico y z € X c R" abierto. La
primer dificultad que surge es que no se puede tomar cualquier f, pues se necesita que
exista la solucion para condiciones iniciales arbitrarias, asi como la posibilidad de admitir
controles localmente esencialmente acotados y medibles (en el caso lineal, de manera
mas general, se podran admitir controles localmente integrables). Todo lo anterior motiva
la definicién de “lado derecho” (right-hand side) que cobrara mayor sentido en las propo-
siciones 2.2.22, 2.2.23 y se apoya en todo lo expuesto sobre EDO en §2.1.2.

Definicion 2.2.21. Sea X C R"™ abierto y U un espacio métrico. Un lado derecho (LD)
con respecto a X y U es una funcion f : R x X x U — R" que se puede obtener de la si-
guiente forma: debe existir otro espacio métrico S, asi como funciones f : S x X x U — R"
y 7w:R — Stalesque f(t,z,u) = f(n(t),x,u), y las siguientes propiedades se cumplen:

1. f(s,-,u) es de clase C! para cada s,u, 2. f yladerivada parcial de f respecto a su
segunda variable (denotada f,) son continuas en S x X x U, 3.7 € L{°.(R,S) [30, Def.

loc

2.6.1]. |

Proposicion 2.2.22. Cualquier LD cumple la siguiente propiedad: para cualquier o, € R,
o < T, cualquier w € U™ medible y esencialmente acotada, y cualquier =, € X, existe

®Intuitivamente, esta ecuacién se puede interpretar como la afirmacion: “los cambios de estado del sistema
en el tiempo dependen Unicamente del tiempo ¢, los estados x del sistema y los controles « del sistema”.
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J C I :=lo,7|talqueoc € J, J es abierto relativo a Z, y existe una solucion unica y
maximal del PVI¢(t) = f(t,&(t),w(t)), £(o) = xo [30, Lema 2.6.2). N

Bajo las condiciones de la Proposicion 2.2.22, para el caso en que J = Z, se dira que
w es admisible para x(. A continuacion se mostrara como esta definicién de “control (o
entrada) admisible” coincide con la dada en la Definicion 2.2.1.

Proposicion 2.2.23. Sea f un LD, y sea
D = {(T, o,x,w)|o<T,reX,we ul”™) es admisible para :c} .

En este conjunto se define ¢(r,0,z,w) := (), donde £(t) es la solucion (unica) del PVI
E(t) = f(t,&(t),w(t)), &(o) = x evaluada en 7, y que esta definida en [o,7|. Entonces
3¢ := (R, X,U, @) es un sistema [30, Ej. 2.6.3]. J

Prueba. Ver Prop. A.1.20 en la pagina 162. O
Definicion 2.2.24. La Proposicion 2.2.22 justifica las siguientes definiciones.

(a) Un sistema de tiempo continuo o simplemente sistema continuo (sobre R), es un
sistema del tipo ¥ donde f es un LD. ¥+ se puede llamar “el sistema & = f(t,z,u)”,
y a f se le puede llamar “el lado derecho de X". También se dice que f es una

descripcion local en el tiempo de ¥ [30, Def. 2.6.4].

(b) Un sistema continuo con salidas es un sistema Y. con salidas cuyo sistema subya-
cente es un sistema continuo, Y es un espacio métrico, y donde la funcion de lectura
de salidah : R x X — Y es continua [30, Def. 2.6.5].

(c) Sea k € N-g U {oc}. Un sistema continuo de clase C* es un sistema_continuo
donde U es un abierto de R™, para algun m € W, y en el cual S y f pueden
elegirse de modo que S es un abierto de un espacio Euclidiano y f es de clase
C*k. Si ¥ es un sistema con salidas, se requiere en adicién que Y sea un abierto de
un espacio Euclidiano R?, con p € WN~q, y que h(t,-) sea de clase C* para cada
t [30, Def. 2.6.6]. g

Se busca definir un sistema lineal continuo como un sistema del tipo ¥ = (R, X, U, ¢)
con X = R"y U = R™, donde f(t,-,-) es lineal para cada t € R y ademas f(-,z,u) €
LY (R,R") para cada (z,u) € X x U. Entonces, de manera anéloga al caso discre-
to (Obs. 2.2.9), f(t,-,) = f(t,-,0) + f(¢,0,-), y asi f(t,z,u) = A(t)x + B(t)u, donde
f(t,-,0) = A()) € Muxn(LiS.(R)) Yy f(t,0,-) = B(:) € Mpxm(LiS.(R)). Sin embargo, para
que esta definicién “esté bien definida”, es necesario verificar el converso, es decir, dada
una funcion f : R x R® x R™ — R", con f(t,z,u) = A(t)x + B(t)u, A € Myxn(L3S.(R))

y B € Myxm(L3S.(R)), ¢es cierto que f es un lado derecho? La siguiente proposicion
muestra que la respuesta a esta pregunta es afirmativa.

Proposicion 2.2.25. Sean m,n € N, X := R", U := R™. Asumase que f(t,x,u) =
A(t)x + B(t)u, donde A € My, (L3S.(R)) ¥ B € Mpxm(LS.(R)). Equivalentemente, f :

R x X xU — X es lineal en (x,u) para cadat fija, y es localmente esencialmente acotada
ent para cada (z,u) fija. Entonces f es un LD con f de clase C' [30, Ej. 2.7.1]. 4

Prueba. Ver Prop. A.1.23 en la pagina 164. 0
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Definicion 2.2.26. Un sistema continuo X ; es lineal (y de dimension finita, sobre R) si
es de claseC' y:

1.X=R"yU=R™, y2. sudescripcion local en el tiempo satisface que f(t,-,-) es
lineal para cadat € R.

Un sistema lineal continuo con salidas cumple ademas que: 1.y = RP, y 2. h(t,")
es lineal para cadat € R.

La dimension de X es la dimension de X [30, Def. 2.7.2]. 4

Observacion 2.2.27. Al igual que el caso discreto (Obs, 2.2.9), se utiliza la expresion “el
sistema (A(t), B(t),C(t))”, para denominar al sistema lineal (con salidas) .y continuo con
lado derecho f(t,z,u) = A(t)x + B(t)u y funcion de lectura de salida h(t,x) = C(t)z.
Si el sistema es invariante en el tiempo, se tiene un sistema (A, B, C) con lado derecho
f(x,u) = Ax 4+ Bu y funcion de lectura de salida h(x) = Cz, para A € R"*", B € R"*™ y
C e RP*", 4

Proposicién 2.2.28."° Todo sistema lineal continuo es completo respecto al conjunto
Lige(R,R™) i= {f : R = R™ | f(t) = (fi(t), ., fm(t)) ¥ fi € Lipe(R) Vi € m}'7.

Ademas, para cualquier o, € R, o < T se cumple que ¢(r,a,-,-) : X x L*([o, 7], R™) — X
es lineal’®. 2

Prueba. Ver Prop. A.1.25 en la pagina 168. O
Definicion 2.2.29. Sea A = (T,U,Y, \) un comportamiento.

(a) A es un comportamiento de tiempo continuo o simplemente continuo si:

1. 7T =R, 2.U,Y son espacio métricos y 3. para cada o < T el dominio de
A>T es un abierto de L>((o,7),U), y A>" es continua [30, Def. 2.6.9].

(b) A es un comportamiento lineal continuo (sobre R), si:

1. es completo (con respecto a los controles esencialmente acotados), 2.U = R™
yY=RP, 3.paracadaoc,7r € R,o <7, \"?(¢) =0y lafuncion \>" es un ope-
rador lineal (acotado), y 4. para cada o,u,7 € R, y cada w € L*>®([u,7),R™)
ocurre que \°7 (0 & w) = A" (w), donde 0 es la enterada identicamente igual a 0 en
[o, 1) [30, Def. 2.7.7].

(c) Sea A un comportamiento lineal continuo, se dice que A es un comportamiento
integral si existe una funcion medible (llamado kernel) y localmente esencialmente
acotada B

K :{(r,0) € R* |0 < 7} — RP*™ tal que (2.24)

8Esta Proposiciéon engloba dos ejercicios del libro de Eduardo Sontag [30, Ej. 2.7.3, 2.7.5 a)], y un Lema
demostrado en el mismo libro [30, Lema 2.7.4].

"7También se puede definir L, (R,R™) = {f : R — R™ | Jiawy If @)l dt < oo paratodo [a,b] C R},
y esta definicion es equivalente a la dada en la Proposicion, esto quedara justificado por el Lema 2.3.12 (b)
paginas mas abajo.

18A veces se toma w € U"] o bien w € U™, esto se justifica ya que se trabaja con espacios L” y existen
isometrias biyectivas entre los espacios normados L?([o, 7)), L?((o, 7]), L?((0, 7)) y L*([o, 7])-
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A7 (w / K (1,8)w(s)ds Vo,T €R, 0 <71, YVwe Lo, 7),R™) [30, Def. 2.7.8].
(2.25)

Observacion 2.2.30. Sea ¥y = (R, X, U, ¢) = (R,R",R™, ¢) un sistema lineal continuo
conLD f(t,z,u) = A(t)x + B(t)u.

Considérese el caso donde el sistema X ; es un sistema con salidas en} = R?, enton-
ces se tiene que C(t)(-) := h(t,-) : R™ — RP, donde h es la funcion de lectura de salida.
En este escenario, se considera As., ., = (T,U, Y, \), el comportamiento del sistema ini-
cializado (X, zo) para algun xo € R™, donde la funcion de respuesta \ es

A7T(w) = h(T,¢(T,0,2,w)) = C(1)d(T,0,2,w) = C(T)§(7)
— O (r, )10 + / C(r B(s)w(s) ds. (2.26)

Donde (2.26) se cumple por la férmula de variacion de parametros (Prop. 2.14).
Si zg = 0, entonces \°7 (w / C(r B(s)w(s)ds. por lo que As, o cumple

K(r.s)
la condicion (2.25) de ser comportamiento integral (donde ademas se admiten controles
localmente integrables), sin embargo, no es tan inmediato (en comparacion con la Prop.
2.2.12) asegurar que si % es un sistema lineal continuo, entonces Ax., o es un compor-
tamiento lineal continuo, la justificacion de esta ultima afirmacion se encuentra en [30, p.
46], por lo que se asume este resultado. J

Proposicion 2.2.31. E/ kernel K de una comportamiento integral esta determinado de
manera unica salvo un conjunto de medida cero [30, Ej. 2.7.9]. J

Prueba. Ver Prop. A.1.31 en la pagina 171. O
Proposicion 2.2.32. SiX; es lineal continuo y A es integral, entonces
As,0=A <= K =C(t)d(t,0)B(0) p.ct (t,0) e R* t>o0.

Por lo tanto, el comportamiento integral A es realizable, si y solo si existen matrices
A(t), B(t) y C(t) tales que las condiciones de arriba se cumplen’® [30, Ej. 2.7.10]. J

Prueba. Ver Prop. A.1.32 en la pagina 171 O

Proposicion 2.2.33. Un comportamiento integral A es invariante en el tiempo si y solo si
existe una matriz de funciones localmente esencialmente acotadas

K € LS. (R, RP*™), tal que IN((t,T) =K({t—7)pct <t [30 E27.11] (2.27)
Prueba. Ver Prop. A.1.33 en la pagina 172. O

Observacion 2.2.34. En adelante se trabaja con sistemas inicializados en 0. En esta tesis
siempre se usara el término “comportamiento LIT continuo” como sinénimo de “comporta-
miento integral e invariante en el tiempo”. Cuando se hable de un “comportamiento LIT” se

¥Solo se considera el caso para t > o, aunque también se puede considerar el caso general t € R dado
que ®(t, s) esta definida p.c.t. (t,s) € R?.
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habla de un comportamiento LIT continuo o discreto. También en adelante solo se consi-
deran sistemas o comportamientos LIT de dimension finita, siempre con X = R", U = R™
yY=RPr. a
Observacion 2.2.35. De forma analoga al caso discreto, la funcién K € L;S (R>q, RP*™)
en (2.27) se denomina respuesta al impulso del comportamiento LIT continuo A, o del
comportamiento Ay, o asociado a un sistema continuo (X¢,0) LIT segtn sea el caso.

De las Proposiciones 2.2.28, 2.2.33, y la Definicion 2.2.5 de funcion de salida, se sigue
que para un comportamiento LIT continuo, una entrada w € L'([0,7],R™) produce la
funcion de salida

Aw): [0,7] RR?

_)
- t 2.28
t = Aw)(t) = )\O’t(wl[o,t)) = / K(t — s)w(s)ds. (2.28)
0
Al igual que en el caso discreto, se trata de una convolucion (continua), de la respuesta al
impulso K conw, denotada “K = w” donde K se exitende trivialmente a R (en la siguiente
seccion se abordara con detalle esta operacion). Por tanto, la funcion de salida A : R0 —
R? es la convolucion de la entrada con la respuesta al impulso, es decir \(w) = K xw.

2.3. Convolucion, impulso, respuesta al impulso y la matriz de
transferencia

Lo mencionado en esta seccién se apoya en [30, 55, 68-72].

2.3.1. La sucesion de Markov A, = CA*B y comportamientos UBIBO

Las Observaciones 2.2.20 y 2.2.35 muestran que hay una relacién estrecha entre los
comportamientos discretos y continuos LIT, pues en ambos casos su funcion de salida A
se caracteriza por un producto de convolucion de la Rl y la entrada. La relacién es adn
mas estrecha si se consideran comportamientos realizados de dimensién finita.

Corolario 2.3.1. Sea Ay el comportamiento de un sistema LIT discreto (A, B,C), y sea
A un comportamiento LIT discreto con Rl (Ay), k € N~. Entonces ¥ realiza A (es decir
Aso = A) siysolo si A1 = CA¥B paratodo k € IN. J

Prueba. Usando la Proposicién 2.2.16, y tomando en cuenta que las matrices A, By C
son constantes, sik =7 — j con j € [0,7) C Z entonces

A=A =C(NA(T —1DA(T —2)... A+ 1)B(j) =C AA...A B=CA*'B.
T —j— lproductos

= (Ap1) = (CAFB),  VkeN. O (2.29)
Para el caso continuo se tiene un resultado anéalogo.

Corolario 2.3.2. Sea Ay el comportamiento de un sistema LIT continuo (A, B,C), y sea
A un comportamiento LIT continuo con Rl K € LS (R>o, RP*™). Se tiene que As o = A si

loc

y solo si K (t) = 3.2 CA/BY pet. t € Rxo. gy
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Prueba. De la Proposicién 2.2.32 'y el Corolario 2.1.24, se sigue que As o = A si y solo si
K(t) = Ce'B = Y52, CAJBY p.et. t € Rxo. Por lo tanto,

ad .t ad I
K(t) = ZCA]B‘F = ZAj+1ﬁ’ p.c.t. t € R>o, (2.30)
7=0 7=0
es la Rl del comportamiento asociado al sistema (A, B,C) LIT continuo, donde Ay :=
CAFB. O

Noétese la similitud entre (2.29) y (2.30), en ambos casos aparece la sucesion de Mar-
kov A1 = CA*B, k € N. Una sucesiéon de Markov es una sucesién en el espacio de
Banach RP*™ (sucesién de matrices), con la norma mencionada en §2.1.1:

-0 RP™ — R, | Az (2.31)

max
{zeR™ | ||z||=1}

Los Corolarios 2.3.1 y 2.3.2 muestran que la teoria para la realizaciéon de sistemas
LIT de dimensién finita “se reduce al mismo problema algebraico” [30, p. 50], es decir, en
el caso en que se tenga una sucesion de Markov A1, k € IN, y se desee realizar este
comportamiento, para encontrar el sistema que lo realiza, se deben encontrar matrices
A€ R, B € R™*™y C € RP*Y, que cumplan que CA*B = Aj,, para todo k € IN
y para algin ¢ € IN-¢?'. En este (ltimo caso, la terna de matrices (4, B, C) se puede
interpretar, o bien como un sistema LIT discreto con funcién de transicidén al siguiente
estado P(z,u) = Az + Bu, 0 bien LIT continuo con lado derecho f(z,u) = Az + Bu. Todo
lo anterior motiva a investigar bajo que condiciones una sucesién de Markov arbitraria es
realizable®?.

Definicion 2.3.3. Sea A1 LIT continuo con funcion de lectura de salida A1 y Ao LIT discreto
con funcion de lectura de salida \5.

1. Sila funcién de salida X\, es un operador \; : L= (R>o, R™) — L>(Rxo, R™) acotado
(es decir existe v € R~q tal que |2\ 1(w) |l < 7llw|leo? para todo w € L®(Rxq, R™)),
entonces se dice que el comportamiento A, es UBIBO?*. Como todo operador lineal
en un espacio normado es (uniformemente) continuo si y solo si es acotado, ser
UBIBO es equivalente a que )\, sea un operador continuo en L*>(Rxo, R™).

2. Sila funcion de salida \o es un operador \s : (£°)™ — (£>°)P2° acotado, se dice que
el comportamiento (esta vez discreto) es UBIBO, y nuevamente esto es equivalente
a pedir que X2 sea continua en (¢>°)™.

3. Se dira que una funcion K € M(R>o, RP*™) := {f : R>o — RP*™ | f es medible}
es integrable si [ ||K(t)||dt < oo, donde la norma dentro de la integral es la
mencionada en (2.31), esto ultimo permite definir

203e recuerda que para ||Az||, se considera la norma euclidiana usual || - |2 en R™, |jz|lz = ||lz| =
[(z1,22,. .., zm)| = (x%+x§++xfn)%

21 Al minimo ¢ € IN que cumpla estos requerimientos se le denomina grado de Mc-Millan [71, Def. 1.7.7].

22Eduardo Sontag [30] dedica buena parte de su obra a este tema.

BSi f € L(R,R™), se define ||f||le := inf{c € R | ||f(t)]| < ¢ p.ct.t € R} con ||f(z)| la norma
euclidiana usual para R™.

24 Uniformely bounded imput bounded output.

B(g>)™ es el conjunto de todas las sucesiones (z;) de vectores en R™ tales que ||(zx)|lec :=
Supy > |2kl < oco.
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LY(Rsg, RP*™) := {K € M(Rxo, RP*™) | f es integrable}.

o0
4. Se dira que una sucesion de Markov (A;) es integrable si ) || A;+1| < oo, nueva-
7=0
mente la norma en cuestion es la mencionada en (2.31). N
Se concluye esta sub-seccidn con un resultado que caracteriza un sistema UBIBO
mediante la posibilidad de integrar las respuestas al impulso.

Proposicion 2.3.4. Un comportamiento A LIT (ya sea discreto o continuo) es UBIBO si y
solo si su Rl es integrable [30, Lema 7.3.1]. 4

2.3.2. Convolucion, impulso, y obtencién de la respuesta al impulso

Si se pudiera obtener la Rl de un comportamiento LIT, se podria conocer la respuesta
del comportamiento ante cualquier entrada admisible (mediante la convolucién). Primero
se aborda el caso discreto.

Definicion 2.3.5. Un impulso (discreto) en un tiempo t, € IN, para la jo—ésima columna
con jo € m, es la funcion 6§8 :IN — R™, con 5;3 (to) = ej, (vector candnico jy-ésimo en
R™) y 8:0(t) = 0 si't # t. 3

Sean t,ty € Z, t > tgo, por la Observacion 2.2.20 se tiene que

t—1
NER) (1) = (Ax62)(8) = S At — )52 () = A(t — t0)52 (1) = A(t — to)es, = Ay (£ — to)-

Jj=0

Donde A, (t — to) es la jo-€sima columna de la matriz .A(t — to). Por lo que la sucesion
finita de matrices A(t), A(t—1), A(t—2),...,.A(2),.A(1), que corresponden a los primeros ¢
términos de la RI, se puede obtener evaluando los impulsos 45,53 , 67 ;.. ., 6;.0‘1 para todo
Jo € m.

Se busca un resultado anélogo para el caso continuo. En la Observacién 2.2.35 quedo6
pendiente definir la convolucion continua.

Definicion 2.3.6. Sea K € L'(R,RP*™) yw € L'(R,R™). Se define el producto convo-
lucion (continuo) de K y w denotada “K * w” como

x: LYR,RP*™) x LY(R,R™) — LY(R,RP)
(K,w) = (K xw)(t) = /RK(t — s)w(s) ds.

Se asegura que la (K xw)(t) esta bien definida p.c.t. ¢t € R, para justificar esta afirma-
cidon se usan las siguientes proposiciones, cuyo enunciado y prueba se pueden consultar
en la tesis Existencia y regularidad de soluciones del problema de Poisson [68] de Felipe
Garcia.

Proposicion 2.3.7. Sean f € L*(RY), yg € LYR"), conq € [1,x].
El producto de convolucion de f y g es la funcion definida por

(fxg)(z):= /RN fle —y)g(y)dy,z € RN [68, Def. 1.12].
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Se tienen los siguientes dos resultados. (1) Para casi todo = € RY, la funciény — f(z—y)g(y)
es integrable en RY. Ademas fx g € LYRN) y || f * gl < I fll1llgll, [68, Prop. 1.13]. (2) EI
producto convolucion es conmutativo, es decir f x g = g« f [68, Prop. 1.14]. 4

Buscando aplicar esta ultima proposicion para N = 1, ¢ = 1, sean K(t) = (k;;(t)) €
LY(R,RP*™) y w = (w1, ...,wn) € LY(R,R™), entonces

(K xw)(t (Z/ kit — 7)w;(T )dT,...,Z/Rk?pyj(tT)Wj(T)dT)
<Z ki % wj)(t ,Z . ¥ wj)( >
7j=1

Jj=1

Conmutando cada convolucion de esta ultima expresion, usando la Prop. 2.3.7 1, y to-
mando en cuenta que la suma de funciones integrables es integrable, se puede asegu-
rar que Y 0L (wy x kij)(t) € L'(R) para todo (I,j) € p x my p.ct t € R,y por tanto
K *w € L'(R,RP), con esto queda justificada la Definicion 2.3.6.

Al buscar definir el impulso para el caso continuo, la pregunta que hay que responder
es: ¢existe una funcion 6; € L'(Z,R™), tal que K * 6; = K;, donde K; es la i—ésima
columna de la matriz RI?, la respuesta es que no (la justificacion se puede consultar
en [69, Corolario 3.1.6.1]), sin embargo, es posible aproximar un intervalo [0,7] de la
columna K; a través de sucesiones regularizantes (o0 unidades aproximadas [69, Cap. 3]).

Definicion 2.3.8. Se define C°(R") := {f : R™ — R | f es continua}. El soporte de una
funcién f € C°(R™) es la cerradura del conjunto {x € R" | f(x) # 0}. Se denota sop(f) :=
{x € R"| f(x) # 0}. También se denota CO(R") := {f € C°(R") | sop(f) es compacto}
[55, Def. 11.4].

Sea Q) C R™ abierto y k € N U {00}, se define C¥(Q) := C%(Q) N C¥(Q), (conjunto de
funciones f : © — R de clase C* con soporte compacto en Q).

Una sucesion de funciones (py.) se llama sucesion regularizante (o unidad aproxima-
da) si, para todo k € IN, se cumple que

pr € CX(R™), pr >0, sop(pr) CB"(0,4), ¥ / pr =1 [565, Def. 14.41]. .
]RTL

El resultado fundamental para poder definir un impulso para el caso continuo, se toma
del libro de Analisis Matematico de Mdnica Clapp [55].

Teorema 2.3.9. Siq € [1,00) entonces, para toda f € L1(R"™) y toda sucesion regulari-

zante (py) se cumple que py x f — f en L4(R™) [55, Teo. 14.45]. 4
Definicién 2.3.10. Un impulso (continuo), para la j,—ésima columna con j, € m, es cual-
quier término de la sucesion (6% ), k € N, donde 6% : R — R™, 4% (t) = (0,0,...,p% ,...,0),
con (pfo) sucesion regularizante. J

La Rl del caso continuo es una funcion K € LjS (R>o, RP*™). Para cada T' € R, se
define
K(t) si tel0,T]

KT': R — RP™ t KT(t):{
0 e.o.c.
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Por las Observaciones 2.1.8 y 2.1.12, se tiene que K € L*(R,RP*™). Sea (6 ) un im-
pulso con jo € m fija, y K" = (K}}), (I,j) € p x m entonces

T k:
/K t_55 /Kljo pJo / pJo pjo( s) ds

conmutando cada convolucién en cada entrada de este Ultimo vector, y usando el Teorema
2.3.9, se llega a que

T T T
(Pk = KTy, ok« KL ) = (KT K L) S (2.32)
Lt

oo Y5k — T
es decir kl;ngo A(65,) = Kj,), por tanto, 70

miento es UBIBO por la Proposicion ‘oo
2.3.4), entonces la Rl se puede apro- 50 k=83
ximar por completo en R>q, es decir, m

lim )\((5 ) K(jo) en Ll(R)

k—o0

k=1
la Rl se puede aproximar (en un inter- (\ — k=3
valo [0,77) evaluando los impulsos &% P
para toda j € m y para una k suficien- ¢, — k=11
temente grande. Si la Rl es integrable i
(equivalente a pedir que el comporta- — t:g;

Para el caso p = m = 1 el impulso % (\
es cualquier sucesion regularizante en

R. Intuitivamente, cada término de es-

tas sucesiones toman la forma de un

“tope” cerca del origen, y a medida en /\
que aumenta k, la inclinacién del tope

es mas pronunciada, y el apice del to-

pe es cada vez mas alto. En la Figura 20
2.3 se muestran graficas de algunos
términos de la sucesion regularizante
estandar en R [55, Ejemplo 14.42], la
cual se define de la siguiente forma:
sea p(t) = exp (k) si [t| < 1y 0

en otro caso, sea ¢ := ([ p(t) dt)_l,

la sucesion regularizante estandar es o5 4 ]O_O H T 52

10

la sucesion py(t) := ckp(kt).
Figura 2.3: Gréficas de p; para algunos valores
de k (Python).

%0curre que (K7 8% )( = [LK"(t —5)6F (s)ds = fioo KT (t—s)sk (s)ds+ [, M 35, (s) ds,
pues s € (t,00) =t —s < 0 = KT (t — s) = 0. De forma mas general, para K, la Rl de un comportamlento
extendida trivialmente a R (K (¢t) = 0Vt € R<o), y para cualquier entrada admisible w : R>o — R™ tal que
w(t) =0paratodot > 7 para algun 7 (el control tiene duracion 7 y se extiende trivialmente a R>(), se tendra
que (K *w)(t) = [ K(t — s)w(s)ds = fO K(t — s)w(s) ds para todo t € [0, 7], acorde con lo mencionado en
(2.28).
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2.3.3. La matriz (o funcion) de transferencia
La transformada de Laplace y la matriz de transferencia del caso continuo

La matriz de transferencia (que para el caso p = m = 1 es la funcion de transferencia)
de un comportamiento LIT continuo A es la fransformada de Laplace de la Rl asociada al
comportamiento.

Definicion 2.3.11. [Transformada de Laplace] Sea I € LY (R0, RP*™), la transformada
de Laplace (TL) de F' denotada como “L{F}” o F, es la funcién de variable compleja
s € C definida como

F(s) = /O h F(t)e ! dt. J

La TL es un operador que convierte una funcién de variable real F' : R — RP*™ en
una funcién de variable compleja ' : C — CP*™. En este punto se requiere del analisis
complejo, asi como del manejo del espacio vectorial CP*"™ := M, (C) sobre C.

La funcion exponencial compleja e* : C — C, (en muchos casos) se comporta de la
misma forma que el caso real: es infinitamente diferenciable en todo el plano complejo
con d%(ez) = e* y cumple que e** = e*e" para todo z,w € C. La norma compleja en C,
2] = |2 = |a + bi] := (a® + b?)2 tiene la propiedad de que |e®| = 1, |e*+%| = ¢® para todo
a,b € R. La férmula de Leonhard Euler también juega un papel crucial en la teoria:

e = cos(x) + isen(x) Ve eR [70, Sec.2.2.3]. (2.33)

CP*™ gs un espacio de Banach?’ con la norma operador (anéloga a la mencionada en
2.31):

-1 €7 = Rao, [ Awll, (2.34)

— max
{weCm™ | Jw||=1}

1 1

donde, [[wl := (X0, [wj])* = (X7t a2 +82) %, siw = (a1 +bi,..., ap +iby) € C™. Para
z =a+ bi € C, se conviene que R(z) := ay I(z) = b, y se denominan parte real y parte
imaginaria del nimero =z respectivamente.

Muchos resultados para el caso real se pueden generalizar al caso complejo debido
a que C = R? (isomorfismo lineal, y también existe una isometria entre ambos). Una
funciéon f : R — C™, con f(t) = R f(t) + i3 f(t), se puede identificar con una funcién
fr : R — R™ x R™ donde f.(t) = (Rf(t),S f(t)). De esta forma se justifica decir que
“f: R — C™ es medible” (o integrable, o continua, o diferenciable) siempre que, tanto su
parte real & f : R — R como su parte imaginaria & f : R — R™ lo sean.

Lema 2.3.12. Sea K = (k;,) € M(R,CP*™) con (I,r) € p x m. Se cumple lo siguiente:

(a) Si existe una funcion g : R — R tal que ||K(t)|| < g(t) p.c.t. t € R, entonces existe
c € Ry tal que |k, (t)| < cg(t) p.ct. t € R, (I,7) € p x m. De manera inversa, si
existe una funcion g : R — R tal que |k;.(t)] < g(t) p.c.t. t € R, entonces existe
c € Rxp tal que || K(t)|| < cg(t) pctt€R.

(b) [ K| < oo (es decir, K es integrable) si y solo si k;, es integrable para toda
(I,r) e pxm.

27¢P*™ es un espacio vectorial (sobre C) de dimensién finita (igual a pm), por lo que es equivalente e
isomorfo a C*™ (Lema 2.1.11), y como CP™ es un espacio de Banach, C?*™ también es un espacio de
Banach [55, Prop. 5.7].



38 CAPITULO 2. TEORIA DEL CONTROL Y SISTEMAS LIT

(c) Si K es integrable, entonces existe c € R tal que || [ K|| < ¢ [ [IK].

(d) Si Ay es una sucesion en CP*™ con A, = (af)) tal que A, — A con A = (a;,),
entonces af. — a;, para toda (I,r) € p x m. J

Prueba. Ver Prop. A.1.34 en la pagina 173. 0

Definicion 2.3.13. Sea F' € M (R>o, RP*™). Se dice que F tiene orden exponencial (OE)
o siexisten M,o € R tales que ||F(t)|| < Me p.c.t.t € Rxo. J

Del Lema 2.3.12 (a), se sigue que si F' = (f;;) € M(R>o, R?*™), tiene OE ¢ si y solo
si f;; tiene OE o para cada (I, j) € p x m.

El conjunto de funciones medibles con OE forman un subespacio vectorial de las fun-
ciones medibles en R, y estas dan un criterio para saber en cuando esta definida la TL de
una funcién integrable.

Lema 2.3.14. Sea F € L'(Rxo, RP*™), entonces F est4 definida (denotado F(s) < o)
para cualquier s € {z € C | R(z) = 0}. Si ademas F tiene orden exponencial o > 0, enton-
ces F también esta bien definida (al menos) en cualquier punto del semiplano complejo
Crso :={2€C|R(2) >0} N

Prueba. Ver Prop. A.1.35 en la pagina 174. O
Un resultado inmediato es de la TL, es que se trata de una funcién lineal, es decir
L{B1Fi(t) + BaFa(t)}(s) = BiL{F1(t)}(s) + B2L{Fa()}(s) Vs € Cpomaxfor,o0}s

para cualquier By, By € RP*™y Fy, Fy € LY(R>o, RP*™) con OE o1, 09 € R~ respectiva-
mente.

Un resultado mas fuerte, muestra la existencia y el comportamiento de la derivada de
la TL. Los siguientes dos teoremas se pueden encontrar en las notas de curso Fourier
Analysis [72] de Gustaf Gripenberg.

Teorema 2.3.15. Sea f € L'(R~q) con orden exponencial o € R, entonces se cumple:

1. f es analitica en el semiplano complejo Cyp~o y % f(s) = — / tf(t)e st dt para
0
todo s € Cy~, [72, Teo. 6.7].

2. Si f es diferenciable c.d., o equivalentemente, es localmente absolutamente conti-
d - .
nua, entonces £f(s) =sf — f(0) para todo s € Cyp~,, [72, Teo. 6.11]. N

Una consecuencia de la Proposicion 2.3.15, es que la TL vuelve el PVI LIT no homo-
géneo discutido en §2.1.2 en una ecuacion algebraica de variable compleja (cuando la
parte no homogénea tiene OE). De forma mas particular, el interés esta en las ecuacio-
nes que gobiernan un comportamiento LIT continuo realizado por un sistema LIT continuo
(A, B, C) (inicializado en 0), las cuales (por lo discutido en §2.2) son

{ £(t) = AL(t) + Bw(t),  £(0)=0 (2.35)
Aw)(t) = CE(t). (2.36)
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La ecuacién (2.35), frecuentemente se denomina “representacion del espacio de es-
tados” del sistema (A, B, C) (inicializado en 0). Por otra parte, de lo mencionado en la
Observacion 2.2.35 y el Corolario 2.3.2 se puede asegurar que

Mw)(t) = (K *w)(t), (2.37)

donde K (1) = 332 Aj1%y, con Ajy := CAIB, j € N es la Rl (definida p.c.t. t € Rxo)
del comportamiento asociado.

Se pospone trabajar con (2.37), primero se trabaja con las ecuaciones (2.35) y (2.36),
concretamente se busca la TL de ambas bajo la suposicién de que la entrada w tiene OE.
Se debe verificar que ¢ y ¢ tengan OE en este caso, pues de esta forma sus TL estaran
bien definidas.

Lema 2.3.16. E/ espacio normado de matrices CP*™ (con la norma en (2.34)), cumple que
|AB|| < ||A|||| B para todo A, B € CP*™. En particular se cumple || At|| < || A||* para toda

A e C"™ y para todai € IN. J

Prueba. Ver Prop. A.1.36 en la pagina 175. O

Lema 2.3.17. Seaw € L'(R-) con OE o, entonces la solucién ¢ de (2.35) dada por la
t

férmula de variacion de parametros: £(t) = / A7) Bw(r) dr tiene OF ||A]. N
0

Prueba. Ver Prop. A.1.38 en la pagina 176. O

Del Lema 2.3.17 se sigue que £(t) = A&(t) + Buw(t) tiene OE méx{||Al|,o} cuando
w tiene OE o. Todo esto justifica aplicar la TL a (2.35) y (2.36), ademas, por el Teorema
2.3.15 2y el hecho de que la TL es lineal, se sigue que

~

£(s) = (A& + Bw)(s) = sé(s) = Aé(s) + Bas(s) y (2.38)
(w)(s) = C&(s) (2.39)

despejando ¢ de la ecuacion (2.38) (se asume que la matriz sI — A es invertible), se llega
aque £(s) = (sI — A)~1Ba(s) y sustituyendo este valor en (2.39) se llega a que

>

>

(w)(s) = C(sI — A)"1Ba(s) = W(s)a(s), (2.40)

para cualquier s € Cyomax{| 4,0}, donde W (s) := C(sI — A)~'B y donde o es un OE de
w.

La ecuacioén (2.40) muestra que W caracteriza la TL de la funcién de salida mediante
la multiplicacién punto a punto. Un primer resultado sobre W es el siguiente.

Proposicion 2.3.18. La funcion W descrita en (2.40), es racional, es decirW (s) = ¢~ *(s) P(s)
para algun P € RP*™[s]?8 de grado n — 1, y para algtin p € R|[s] ménico de grado n. N

Prueba. Ver Prop. A.1.40 en la pagina 177. O

El hecho de que W sea una funcion racional es consecuencia de aplicar la TL a las
ecuaciones (2.35) y (2.36).

BRP*™[s] es el conjunto de polinomios en s con coeficientes en R?*™, y R[s] el conjunto de polinomios en
s con coeficientes en R.
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Observacion 2.3.19. En particular, el caso p = 1 = m de la funcién de transferencia es
un cociente de polinomios en s € C con coeficientes reales, es decir

Brs" 4 Bas™ 24 -+ Bu1s' + B
S ars" 4 b apist +ap

W(s) = . anBieRVie{l,....n}.  (2.41)

Como C es un campo algebraicamente cerrado (teorema fundamental del algebra), es
posible factorizar los polinomios de (2.41) y asi

(s—Ri1)(s—Ra)...(s— Rp—2)(s — Rn_l).

W(s) = (s=r)(s—r2)...(s —rp_1)(s —19)

A las raices r; en el denominador se les llama polos y a las raices R; en el numerador
ceros. Estos valores juegan un papel importante en la teoria para inferir caracteristicas del
sistema como su “estabilidad”?° (ver [73, Cap. 5] o [30, Cap. 5]). Para esta tesis, solo es
necesario remarcar como los ceros y polos sirven para obtener el “diagrama de Bode” de
la funcion de transferencia. Mas adelante se discutira mas sobre estos diagramas, aunque
se debe advertir que en esta tesis no se ahondara en su obtencion a partir de la funcion
de transferencia. N

Ahora se dirige la atencién a (2.37): A\(t) = (K *xw)(t), primero es necesario mencionar
un resultado conocido como el teorema de convolucion.

Teorema 2.3.20. [de convolucion] Sean f,g € L'(Rsq). Si f y g tienen orden expo-

o

nencial 1,00 € Rs( respectivamente, entonces (f = g)(s) = f(s)j(s) para cualquier
s € (D§R>méx{01,02}}' -

Prueba. Ver Prop. A.1.45 en la pagina 178. O

Corolario 2.3.21. [Teorema de convolucion con matrices] Sean K € L'(Rsq, RP*™) y
w € L' (Rso,R™). Si K y w tienen orden exponencial®® 01,0, € R~ respectivamente,

entonces (K = w)(s) = K (s)a(s) para cualquier s € {z € C | R(z) > max{o1, 02} }. N
Prueba. Ver Prop. A.1.46 en la pagina 180. O

Del Corolario 2.3.21 y la ecuacién (2.37) se sigue que

M) = Kis)ats) = (Y- Ay | 0126, 242)
3=0

con A, := CA’B, Vj € IN. De las ecuaciones (2.37) y (2.40) se tiene que

K(s) = ZAJ-HZ (s) = W(s) = C(s] — A)'B, (2.43)
j=0 ‘

2Chi-Tsong Chen explica que (en el contexto de la ingenieria eléctrica) “si un sistema no es estable, el
sistema puede quemarse, desintegrarse o saturarse cuando una sefial, sin importar qué tan pequefa, es
aplicada” [73, p. 121]. En esta tesis no se ahondara en el concepto de estabilidad de un sistema.

%K € L'Y(R,RP*™) tiene orden exponencial o1 € R~ si cada entrada de K tiene OE o;.



2.3. CONVOLUCION, IMPULSO, RI'Y MATRIZ DE TRANSFERENCIA 41

y esto ocurre cuando s € Cyomgx{||A||,01,00}} dONde 01,02 € R son los OEs de K y w
respectivamente.

Ahora se dirige la atencion a la serie en (2.43), esto ayudara a conectar el caso conti-
nuo con el caso discreto. Se busca la TL de la Rl en (2.42), es decir

/K e stdt = /ZAﬁlle—S dt, (2.44)

para ello se requiere el siguiente teorema.

Teorema 2.3.22. [de convergencia dominada en L] Sean q € [1,00) y (fx) una sucesion

en M(Q) (ver Def. 2.1.6), tal que fr(z) — f(x) p.c.t. x € Q. Si existe g € L1(Q) tal que

|fx(z)| < g(x) p.c.t. x € Q y para todo k € N, entonces fi, f € L1(Q) ykh’m \f— fellg =0
—00

[55, Teo. 13.26]. |

) Se busca aplicar el Teorema 2.3.22 tanto a la parte real como a la parte imaginaria de
K en (2.44). Lo mencionado a continuacién se apoya en [30, Sec. 7.4].
Seas=a+ibe C. Paracada k € IN, sea

th
Fr:Rso — Cpxm7 Fk(t) = ZAj+lﬁe st

Sean Fi(t) = (f1.(1)) y K(t)e™* = (Ki,(t)e*)), () € P x . |
La funcién e~*! es medible en C para toda ¢t € R al igual que la funcién ¢ — ¢/ para

cualquier j € IN, por lo que su producto es medible y asi la suma Z a{jlf, e st = fF(t) es

medible (Lema 2.1.4), donde los términos ajJrl son las respectlvas entradas de la matriz

Aji1. Asi, fF es medible paratoda k € Ny toda (l,r) € px m.
Por otra parte, usando propiedades de la norma, el hecho de que |e*t¥| = e y el
Lema 2.3.16 se tiene que

k
Z
=0
k
= lim

k—o00 4
Jj=0

]+1 '

b ; i —at k 4 ot
i = o llealB] et < B A1 e
Jj=0

=0

< [CliBlleIAI=* < cc.

Aj+17€_8t
J:

o .
Por tanto, > HA]-HE.i,e*St converge en R, para toda t € R, y como CP*™ es un
=0

espacio de Banach, por el criterio de Weierstrass [55, Teo. 5.25], Fi(t) — K(t)e % en
CP*™ para toda t € R~o, y por el Lema 2.3.12 (c) se sigue que fl’“T(t) — K, (t)e’ para
todat € R, toda (I,r) e p x my toda s € C.

Usando que e~ € L'(R+g) si a € R, a partir de ahora, de manera mas particular
se considera a > || A|, asi se puede asegurar que g(t) := ||C|||| B|e!I41-9)* € LY(R~), por
tanto || Fi(t)|| < g(t) paratoda t € R~o, y por el Lema 2.3.12 (a), existe ¢ € R+ tal que
|fE(t)| < cg(t) paratoda t € R-g ytoda (I,r) € p x m.

Como tanto la parte real como la parte imaginaria de £ (t) cumplen las hipétesis
del Teorema 2.3.22, se tiene que R(fF.), R(K; - (t)e*t), S(fF), (K- (t)e*) € LY (Rso), ¥
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también lim [ R(K:,) = R(fE)]1 =0, lim [S(K %(flT)Hl — 0, paratodo (I, 7) € px T,
— 00 — 00

b=
siempre que s € Cy~ | 4)- Asi, paratoda (I,7) e p x m
1Al

hm /?R fE@) —/ﬂ% K (t)e ™) dty hm/ () —/%(Kzr(t)e_‘%) dt
0

= lim / Fi(t) dt = /0 K(t)e tdt .= K(s),

k—o0 0

~ . !
luego, usando que ti(s) := / the St dt = % para todo j € IN, se puede ver que
0 S

o & - S Aj g — Aji1
z i ~ =S _ z y _
klggo/ Filt klggo/o ZAJHj!e dt = klggo ’ 4! B(s) = Z i+l
Jj=0 j=0 j=0
(0.9]
Finalmente se ha llegado a que K ZA s~/ para toda s € Cy>4- La serie a la
7j=1

derecha es la transformada Z de la sucesion A, mas adelante se discutira esta funcion,
por ahora, las igualdades en (2.43) se vuelven

=Y AjsT = CAT'BsT =C(sI - A)7'B=W(s). (2.45)

Si K y w tienen orden exponencial 01,02 € R~ respectivamente, entonces (2.45) se
cumplira para cada s € Cpsmex{||A|l,01,00}-

Observacion 2.3.23. Hasta ahora se ha mostrado que que para entradas w con OE, la
transformada de Laplace de la funcién de salida \ de un comportamiento A cumple que

MNo)s) = K(s)  als), (2.46)
—— ~—— N~
TL de la Matrizde TL de w

funcioén i/o transferencia

donde K est4 bien definida si la Rl tiene algun OE. Si ademds se trata de un comporta-
miento realizado por un sistema (A, B, C), el resultado en (2.45) muestra que hay al menos
tres maneras de expresar W en funcion de las matrices A, B y C': como una transformada
Z, como la funcién s — C(sI — A)~' B, y como una funcion racional. N

Definicion 2.3.24. Una funcion sinusoidal f, es una funcion f : R — R, dada por
f(t) = acos(2mgt + 0), donde o, ¢, 0 € R. También se conviene la siguiente terminologia
para los parametros: f(t) = _«  cos(2r ¢ t+ _0 ) La funcién cos(t) tiene periodo
~~~ ~—
amplitud frecuencia fase
inicial
2r y frecuencia (nimero de ciclos por unidad) 5=, la funcién cos(2mt) mismo periodo y
. . 1 .
frecuencia 1, por lo que f(t) = acos(2m¢t) tiene periodo T = p y frecuencia ¢. Al valor
2w ¢ también se le llama frecuencia angular. J

La relevancia de la matriz de transferencia en la teoria de sistemas LIT se podra es-
clarecer con ayuda del siguiente resultado.
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Proposicion 2.3.25. Sea A = (T,U,Y,\) = (R,R™,RP, \) un comportamiento LIT con-
tinuo UBIBO con respuesta al impulso K = (k;;), matriz de transferencia W = (k; i)y
funcion de salida X = (A1, X, ..., Ap).

Seanly € p y jo € m fijos y considérese la entradaw € L} (R>o) donde

loc

w(t) =(0,...,0,acos(2mpt + 0),0,...,0),
D e ——

jo—eésimo lugar

para algunos o, ¢,6 € R. Sea ki, o (i21p) = re™ la entrada (ly, jo) de la matriz de transfe-
rencia expresada en forma polar para algunos r,~v € R. Entonces,

th (Aip(w)(t) — raccos(2mgt + (0 +v)) =0 [30, Lema 7.4.1]. 4
—00

La demostracion de la Proposicién 2.3.25 se encuentra en [30, p. 333]*', sin embargo,
en la Proposicién A.1.49 en la pagina 182 se demuestra tal proposicion con detalle, pues
se trata de un resultado de suma importancia para la teoria de sistemas LIT (y para esta
tesis).

Observacion 2.3.26. La Proposicion 2.3.25 evidencia lo siguiente (tomando el caso p =
1 = m por simplicidad): si la funcion de transferencia W es tal que W (i2n¢) = re¥ para al-
gunosr,v,¢ € R, entonces se puede asegurar que ante la entrada sinusoidal f : R>o - R
dada por f(t) = acos(2m¢t+0), la funcion de salida del comportamiento del sistema (even-
tualmente) sera \(f)(t) = ra cos(2n¢t + (6 + )). Por lo tanto, ante una entrada sinusoidal
con frecuencia ¢, en la funcion de salida del comportamiento unicamente se vera afectada
la fase y amplitud de la entrada, mientras que la frecuencia ¢ quedara intacta; los cam-
bios de fase inicial y amplitud se obtienen evaluando la funcién de transferencia W en la
frecuencia compleja ¢ (es decir W (i2w¢)) de la entrada original y expresandola en forma
polar. J

La ultima pieza faltante para esclarecer por completo la importancia de la matriz de
transferencia es el analisis armonico, en la siguiente seccién se abordara este tema. Se
concluye esta sub-seccion discutiendo brevemente la matriz de transferencia para el caso
discreto.

La transformada Z y la matriz de transferencia del caso discreto

Lo mencionado en este apartado se apoya principalmente en [71]. Para el caso conti-
nuo, se definié la matriz de transferencia como la TL de la RI, mientras que, para el caso
discreto la matriz de transferencia se define como la transformada Z de la RI.

Definicion 2.3.27. Sea A = (Ay), k € N una sucesion en RP*™. La transformada Z (TZ)
de A (denotada A) es la funcion de variable compleja s € C definida como

A(s) == ZAjs*j. 4
=0

$'"Hay una diferencia entre el enunciado de [30, Lema 7.4.1] y la Prop. 2.3.25: Sontag utiliza el con-
trol w(t) = sen(¢t)v;, donde v, es el jo—ésimo vector canonico en R™, y asi el enunciado asegura que

limi oo Alw)(t)1, — rsen(ét + ) = 0; el caso para el control w(t) = acos(2w¢t + 0)v,, como se considera
en esta tesis también se cumple y la prueba es analoga.
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Un comportamiento LIT discreto realizado por un sistema LIT discreto (A, B, C) inicia-
lizado en 0 se describe mediante las ecuaciones (Obs 2.2.9)

t .
Nu)(t) = Cz(t). (2.48)

Las igualdades (2.47) y (2.48) son ecuaciones que relacionan: 1. una sucesién de
estados z(t) (sucesion de vectores en R™), t € IN, con 2. una entrada u(t), t € IN (suce-
sién de vectores en R™). La ecuacion (2.47) es una ecuacion de diferencias. La igualdad
P(z,u) = z(t + 1) ocurre porque la funcion P de transicion al siguiente estado se defi-
nié (ver (2.19)) como la funcion de transicion evaluada en el tiempo inicial ¢ € IN, tiempo
final t + 1, en el estado z(t) € R™ y entrada w,(t), donde w,(t) = u(t) € U, es decir,
Pz u) =t + 1,t,x,w,) = z(t + 1).

De manera completamente analoga a como se hizo en el caso de la TL, aplicando la
TZ a (2.47) se tiene >3 x(k + 1)s7% = Ai(s) + Ba(s) (la TZ es lineal), luego, el lado
izquierdo de esta ultima igualdad cumple que

0 N N
—k_ 1 k-1 _ § s
g z(k+1)s" = ]\}E\r}ms g z(k+1)s = s lim x(r)s" = sz(s)

N—oo
k=0 k=0 —k—1=—r r=0

. s2(s) = Az (s) + Bu(s) = @(s) = (sI — A)" ' Bii(s)
donde se asume que (sI — A) es invertible, de esto Ultimo y (2.48) se sigue que
Mu)(s) = O(sI — A)~'Bafs). (2.49)
Por otro lado, por la Obs. 2.2.20 y el Corolario 2.3.1, también se tiene que
Au)(t) = (A *u)(t), (2.50)

donde A = (A;;1) = (CA’B), j € N es la Rl del comportamiento.
Se tiene un resultado analogo al teorema de convolucién (Prop. 2.3.20) para el caso
discreto con la TZ.

Proposicion 2.3.28. [Teorema de convolucion (discreta)] Sean f(t) y u = (u) = u(?),
t € IN sucesiones en R. Si s € C es tal que f(s) < oo y u(s) < oo en R, entonces
(fxu)(s) = f(s)a(s). .
Prueba. Ver Prop. A.1.50 en la pagina 1883. O
Corolario 2.3.29. [Teorema de convolucion (discreta) con matrices] Sea A(t), una suce-
sion en RP*™, y u(t), una sucesion en R™. Si s € C es tal que A(s) < oo y u(s) < oo,
entonces (A x u)(s) = A(s)a(s). ;
Prueba. Ver Prop. A.1.51 en la pagina 184. O

De este ultimo Corolario y de (2.50) se sigue que i(u)(s) = @(5) = A(s)a(s), y
de esto ultimo y (2.49) se sigue que la matriz de transferencia W para el caso discreto es

A(s) =Y Ajs7 =3 CAT'Bs™) = C(sI — A)7'B=W(s). (2.51)
j=1 j=1
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Se ha llegado al mismo resultado del caso continuo. Nuevamente se observa una
estrecha relacion entre ambos casos, pues las ecuaciones (2.45) y (2.51) muestran que
la matriz de transferencia es la misma tanto en el caso continuo como el discreto. Todo
lo desarrollado desde la ecuacién (2.44) hasta (2.45), muestra que la transformada de
Laplace de la Rl del comportamiento que realiza un sistema LIT continuo (A, B,C) es la
transformada Z del comportamiento que realiza un sistema LIT discreto (A, B, C).

2.4. Relacion con el analisis de Fourier y el muestreo

El analisis de Fourier y la transformada de Fourier (estrechamente relacionada con la
transformada de Laplace) son imprescindibles para la teoria de sistemas LIT. Esta seccidn
busca exponer las relacion mas importantes entre lo previamente expuesto y el analisis
de Fourier. También se buscara explicar el concepto de muestreo, que es un medio para
transitar de un comportamiento LIT continuo a uno discreto. Esta seccién se apoya en
[30,55,56,69,72,74-77].

2.4.1. El teorema de Fourier y la importancia de la funcion de transferencia

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H (sobre IX = R 0 K = C) equipado con
un producto escalar (-,-) : H x H — KK, que ademds es completo con la norma inducida
(=l := /{z, 2)).

En un espacio vectorial V' (sobre R o C) de dimension infinita, no es posible ver cada
elemento de V' como la combinacién lineal de elementos de un subconjunto de V' de car-
dinalidad finita, sin embargo, si V' es un espacio de Hilbert, es posible definir una base de
Hilbert, que es un concepto analogo al de una base de un espacio vectorial de dimension
finita (base de Hamel).

Definicion 2.4.1. Sea H un espacio de Hilbert y U C H. Se define el conjunto

lin(U) := {Z ajuj |aj € R, u; € U, me ]N} ,
§=0

que es el subespacio vectorial generado por U. Se dira que U es una base de Hilbert de
H si U es ortonormal®? y lin(U) es denso en H (es decir, H = lin(U)) [55, Def. 15.2]. .

El siguiente teorema (cuya prueba se puede consultar en Applied Analysis [74], de
John Huner y Bruno Nachtergaele), muestra distintas caracterizaciones de una base de
Hilbert indexada por un conjunto I, cuya cardinalidad puede ser infinito numerable o no
numerable.

Teorema 2.4.2. SeaU = {u; | j € I} un conjunto ortonormal de un espacio de Hilbert ,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

328 (u,v) = 0 para todo u, v € U tales que u # v, se dice que U es un conjunto ortogonal.
Si U es un conjunto ortogonal y ademas cumple que ||u|| = 1 para todo u € U, se dice que U es un conjunto
ortonormal.
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(a) (uj,z) = 0 paratoda j € I, entonces = = 0, (b) x = Z<uj, z)u; para todax € H>?,
jel
() llz|> = [(uj,2)|* para toda = € H*, (d) 1 = lin(U), (H es una base de Hilbert), y

Jjel
(e) U es un conjunto ortonormal maximal, en otras palabras, siV C H estalqueU Cc V' y

|U| < |V|, entonces V' no es ortonormal [74, Teo. 6.26]. N

Por este ultimo teorema, es posible encontrar la definicion de base de Hilbert como un
conjunto ortonormal U (numerable) que cumple el inciso (b) del Teorema 2.4.2 (ver por
ejemplo [56, Def. 16.3.6]).

Definicion 2.4.3. Sea H un espacio vectorial con producto escalar sobre R o C. Sea
U = {u; | j € N} un conjunto ortogonal de H y = € H.

<uj7 1}>

1. La serie de Fourier de x (respecto a U ) es la serie Z T
j=0 "

2. El k—ésimo coeficiente de Fourier de x (relativo a U) denotado cy(x), es el término
() = ST 156 Def 16.3.3] 4
g

De esta forma, lo que afirma el Teorema 2.4.2 (b) (para el caso en que I = IN), es que
si H es un espacio de Hilberty U C H es una base de Hilbert, entonces la serie de Fourier

(respecto a U) de todo elemento de = € ‘H converge a x en H.
El interés esta en el caso particular de las funciones periddicas y cuadrado integrables

que toman valores en los complejos:

L2(0,T) := {f R — C | f tiene periodo T € R~ y / (t)]2dt < oo} c L. (R,C).

Lf,(O,T) es un espacio de Hilbert con el producto escalar (f,g) = t”T fg [74, Ejem-
plo 16.1.6]. El teorema de Fourier (cuya prueba se puede consultar en Fourier Analysis
and Applications [56] de Claude Gasquet y Patrick Witomski) se puede enunciar en los
siguientes términos.

Teorema 2.4.4. [de Fourier] El conjunto

{\/aeﬂmbkt‘k € Z} = {\/acos (2mpkt) +ir/¢sen (2mpkt) | k € Z} (gb = %)

es una base de Hilbert del espacio LIQ,(O, T) [56, Teo. 16.3.9]. N
Del Teorema 2.4.4 y la equivalencia (b) del Teorema 2.4.2 se sigue que
FO) = > alf)V/oe® o  vfe L2(0,T) (2.52)
k=—oc0

33En este caso, como I no necesariamente es numerable, la convergencia de una serie con la forma = =

> z; significa que para todo ¢ > 0 existe un conjunto J. C I tal que HZ]EJ mH < € para cualquier
JjeI
conjunto finito J C I tal que J. C J [74, Def. 6.20]. Si I = IN, entonces esta definicion implica la definicion de
convergencia de series usual.

34Este resultado se conoce como la identidad de Parseval. Si U Gnicamente es ortogonal, se puede asegura
(al menos) que 3_ . ; [(u;, z)|* < ||z||?, resultado conocido como desigualdad de Bessel [74, Teo. 6.24].
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donde ¢ (f) := \/ifoT f(t)e~ 279kt 4t son los coeficientes de Fourier de f. La expresion en
(2.52) es de las versibnes mas conocida del teorema de Fourier.

Los elementos de la base de Hil-
bert de L2(0,T) (sin normalizar) son L Th gi2mekt
las funciones fi.(t) = e?™***, que to- %A Lt T/ sen (2mgkt)
man valores en el circulo unitario cen- 2]
trado en el origen del plano complejo.
La gréfica G(f) := {(¢, fx(t)) | t € R} L
esunaespiralen R x C = R3,ylas 04-7
graficas de las partes (o proyeccio-
nes) reales e imaginarias de f; son P
GRfy) = {(t,cos (2mokt)) | t € R}  2y°7 e
y G(Sfi) = {(t,sen (2wokt)) | t € R}. 1
En la Figura 2.4, se muestra como la
espiral G(f;) da lugar a las graficas
G(Rfx) (coseno) y G(Sfi) (seno).

El caso de interés para esta tesis,
es cuando f toma Unicamente valores  Figura 2.4: Grafica de f;(t) = €2t para t € [0,3] y
en los reales, es decir cuando algtin ¢k € R. Figura adaptada de [75, Fig. 5].

fERLIO0,T) :={f € L(0,T) | S(f(t)) =0Vt € R} (2.53)

3% 2 oo (2mpkt)

Suponiendo f € %Lg(O,T), usando la imparidad del seno y la paridad del coseno se
observa que

T T T
cx(f) = ﬁ(/f(t) cos(2mokt) dt —l—i/f(t) sen(2mokt) dt> = \/a/f(t)ei%‘z’kt dt = c_i(f),
0 0 0

~~

ag bk

por tanto cx(f) = c_x(f) y también ¢, (f) = v/é(ax — ib) para toda k € IN, luego, de (2.52)
se sigue que

f(t) — . ¢ c (f)eiQﬂ-d)kt-i-C, (f)efiQﬂ'd)kt — - ¢2§R c (f)ei%rd)kt
G Cue ) = 37 VR (el 1))

ol

Ay cos(2mpkt) + By sen(2mpkt). (2.54)

i
o

donde Ay := 2¢ar Yy Br := 2¢bi. La expresion en (2.54) es equivalente a la expresion
S50 o ok cos(2m okt + 0y), donde ay, := (/A2 + B2y 6 := —arctan2(By, Ay)%°, pues usan-

arctan (%) siz >0
arctan () +7  siz <0yy>0
%Se define arctan2 : R?\ {(0,0)} — R donde arctan2(y,z) = arctan (£) -7 siz <0yy<o0 ,
5 six=0yy>0

-5 sir=0yy<0

esta funcion es una modificacion de la funcion arctan($) para que sea posible obtener el angulo correcto del
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do las identidades cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sen(z)sen(y), cos(arctan(z)) = \/117 y
sen(arctan(x)) = ﬁ (se toma el caso arctan2(y,z) = arctan(yz~!), los demas casos
son analogos), se tiene que

ay cos(2mpkt + 0)) = ay, (cos(27r¢kt) Ccos ( arctan (A—")) — sen(2m¢kt) sen ( arctan (i—:)))

= aj (cos(27rqbkt) (%) + sen(2mpkt) ( A2+BQ> = Ay, cos(2mpkt) + By sen(2mpkt).
k k k

Asi, en efecto (2.54) es equivalente a

= Z ay, cos(2mpkt + Oy). (2.55)
k=0

Por tanto, toda funcion f € SVELZ%(O,T)36 se puede “descomponer” en funciones sinusoi-
dales, las cuales varian en amplitud oy y fase 6y, pero su frecuencia siempre es multiplo
entero positivo de ¢ (a ¢ también se le llama frecuencia fundamental). Se debe enfatizar
en esta posibilidad de descomponer una funcién (cuadrado integrable) de duracién finita y
codominio real en funciones sinusoidales (o “frecuencias”) proporcionada por el teorema
de Fourier, pues jugara un papel crucial en lo que resta de esta tesis.

El resultado en (2.55) es la pieza faltante para ilustrar la importancia de la funcion (o
matriz) de transferencia. Sea A un comportamiento LIT continuo UBIBO con m =1 = p,
respuesta al impulso K y funcién de salida X. Sea f € RL2(0,7') N L>°(R), de este modo

f es una entrada admisible para A, y para N € IN lo suficientemente grande se puede
N

asegurar que f(x Z ay cos(2mpkx + 6;), y como X es lineal, se tiene que
k=0
N N N
~3 2 (ak cos(2m gk + O )[t] =3 M@ ] =A@, (2.56)
k=0 k=0

=wp,(z)

de este modo Ay (f(z))[t] es una aproximacién (en la norma L2) de A(f) a través de una
suma de N evaluaciones de la funcion de salida en las funciones sinusoidales wy(z) =
oy, cos(2mokx + 0). Luego, la Proposicion 2.3.25 asegura que

tlim (Mwg(2))(t) — rrag cos(2mekt + (0 + 7)) =0 Vke{l,...,N}. (2.57)
donde wy(z) = ay, cos(2mpka + 0y), y donde 74, v, son tales que K (i2n¢k) = rpe’™, y por
tanto, de (2.57) se sigue que

N
lim Ay (f)(t) =Y reay cos(2mekt + O + ) = 0. (2.58)

t—o00
k=0

vector (z,y) en funcién del cuadrante en el que se encuentra, pues con la funcién arctan ocurre, por ejemplo:
arctan(y) = arctan(=}) sin embargo el angulo correcto del vector (—x, —y) es arctan(y) — 7. Esta funcion
esta deflnlda de modo que arctan2(y, z) = arg(z) = ¢ donde z = = + iy = re’? € C.

%0 toda funcion cuadrado integrable definida en un intervalo finito [0, T') C R, extendida periédicamente
a todo R.
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Observacion 2.4.5. Los resultados en (2.56) y (2.58) muestran que ante una entrada de
duracién finita f € L*([0,T))NL>([0,T))%’, para poder construir/inferir la funcién de salida
(aproximada) del comportamiento A ante f, basta conocer: (1) los coeficientes reales de
Fourier Ay, B, € R de f y (2) los valores ri, v € R dados por la funcion de transferencia
a través de la evaluacion K (i2npk) = rpet*, (parak € {1,...,N} y con N suficientemen-

te grande), pues de esta forma, dicha salida aproximada (denotada Ay (f)(t)), se puede
N

reconstruir mediante Ay (f)(t) = Zrkak cos(2mpkt + 6 + vi). Por tanto, la funcion (o

k=0
matriz) de transferencia provee la informacion necesaria (a traves de cambios en amplitud

y fase) para conocer en qué medida cada frecuencia de la descomposicion de Fourier de
una entrada admisible es afectada por el comportamiento A. a

Ademas de esta Ultima observacién, vale la pena mencionar que se cumple que

Mf(z)) =X (Z g cos(2mokz + ek)> — 38 Zx(ak cos(2ndla + 9,9) = Jim A (f(x).
k=0

k=0

N
Y en el caso donde la convergencia de lim Ay (f)y lim Z rioy cos(2mpkt + 0 + i)
N—o0 N—o00 o

::uk(t)
sea uniforme, entonces se puede asegurar que

N
0= lim lim Ay(f)() =Y we(t) = lim lim An(£)(t) = > ur(t) = lim X)) — Y uk(t).
k=0

N—o00 t—00 t—o00 N—o00

2.4.2. Latransformada de Fourier

Definicion 2.4.6. Sea F ¢ L'(R,C"*™)%, |a transformada de Fourier (TF) de F deno-
tada como “F{F'}” es la funcion de variable real ¢ € R definida como

F(F)(§) = /R F(t)e™ 27 gt J

La TF esta muy relacionada con lo mencionado en la Observacion 2.4.5, ya que pro-
vee ‘“informacion” sobre el contenido espectral de una funcion integrable, concretamente,
muestra “como se distribuyen” las frecuencias que componen la funcion en cuestion.

La TF también esté relacionada con los coeficientes de Fourier mencionados en (2.52).
En la obra A Friendly Guide to Wavelets [76, Cap. 1] Gerald Kaiser da una explicacion heu-
ristica de la procedencia de la TF: se considera ¢, ( f) el k—ésimo coeficiente de Fourier de
una funcion f sin ser normalizado y relativo al conjunto {¢">***|k € Z}, que corresponde
a la base de Hilbert de Lf,(o, T) del Teorema 2.4.4 (también sin ser normalizada): c(f) =

f_TﬁQ f(t)e P27kt 4t luego se considera la funcién F(fr)(¢) = f_Tﬁz (t)e~ 27 dt, que

corresponde a ¢ (f), donde se hace variar el valor ¢k (frecuencia) considerandolo como

%7Se enfatiza que tec’)ricamenle se considera f extendida periédicamente a todo R con periodo T'.
%Laigualdad se debe a que X es continua en L>(Rx) (ver Def. 2.3.3 1).
38E| poder intercambiar los limites se debe a la convergencia uniforme (ver por ejemplo, [59, Prop. 3.3.3]).

“0Se requiere F € L'(R,CP*™), pues f € L'(R) <= oo > / |f(2)] dt :/ |f(t)e™ 2™ dt.
R R
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una variable libre &, dando lugar a la funcion F(fr)(§), que depende de T'y £. El dltimo
paso para llegar a la TF es tomar el limite T — oo, pues Tlim F(fr)(&) = F(f)(&).
—00

Se debe enfatizar como la variable libre ¢ se sustituye por el término ¢k (correspon-
diente a la sucesion de frecuencias de los coeficientes de Fourier de f), ya que esto
motiva la terminologia “dominio frecuencia”, pues los valores ¢ que toma la TF: F(f)(&),
se interpretan como las frecuencias de una funcién sinusoidal.

El siguiente teorema encontrado en el libro de Gasquet y Witomski [56] ilustra la estre-
cha relacion entre f(t) y F(f)(¢) siempre que f € L?(R, C), donde

L*(R,C) := {f :R — C | f es medible y / If())?dt < oo} > LA(R).
R

Teorema 2.4.7. Paratoda f,g € L*(R, C) se cumple

(a) FF() = FF() = f e
o) [ srwata= [ Fu (6) de, es decir (f,g)r2m.c) = (F(): F(9)) 12

© 2wy = Iz es decir ([ 12)’ ([ 17 NP)’ o6, Teo. 22.1.4]

J

Este ultimo resultado es muy revelador en el siguiente sentido: la transformada de
Fourier es un operador (lineal) F : L?(R, C) — L?(R, C), con inverso, unitario (preserva el
producto escalar), y es una isometria (preserva normas y por ende distancias). El resulta-
do en el inciso (c) se conoce como teorema de Plancherel. Esto ultimo ayuda a justificar
que hay dos maneras equivalentes, de ver una funcion en f € L?>(R,C) o f € L*(R) :
(1) desde el dominio del tiempo correspondiente a f(t) , y (2) desde el dominio de la
frecuencia correspondiente a F(f)(§).

La TF resulta ser un caso particular de la TL, cuando f € L'(R) es tal que f(t) =
sit < 0, yaque en este caso F(f)(§) = [5° f(t)e 2™ du = L(f)(i2n€), es decir, F(f)
L(f)|p,donde D :={a+ibe C|a=0,b=27¢ {0 € R}. Portanto, la TF cumple los
mismos resultados que se mostraron para la TL paginas arriba. De manera reciproca, la
TL de una funcion f € L'(R) se puede ver como la TF de una funcién g que depende de
f (ver [72, Sec. 6.3]).

0

Observacion 2.4.8. En la Prop. 2.3.25 (mencionada nuevamente en (2.57)) unicamente
se contemplan los valores K (i2n¢) = W (i2r€) = L(K)(i2n€) = F(K)(€) para € € R,
es decir, la transformada de Fourier de la Rl del comportamiento es suficiente para cono-
cer los parametros ry,wy de la Obs. 2.4.5. A F(K)(§) = L(K)(i2r&) también se le suele
llamar funcion de transferencia sinusoidal, y a partir de las funciones ¢ — |W (i27€)|
(frecuencia vs. amplitud) y ¢ — arg(W (i2n€)) (frecuencia vs. fase) se pueden obtener los
diagramas de Bode [23, Sec. 3.4], los cuales tienen la propiedad excepcional de proveer
(visualmente) una idea general del comportamiento de un sistema ante frecuencias arbi-
trarias. Usualmente, la unidad de magnitud de la fase es grados y la unidad de magnitud de
la amplitud es alguna unidad de intensidad fisica en decibelios. El diagrama de Bode aso-
ciado a la funcion £ — |W (i2w€)| se conoce comunmente como “respuesta en frecuencia”
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0 ‘respuesta en magnitud”. También es posible considerar la gréfica tridimensional (o colo-
reado de dominios) correspondiente a frecuencia vs. fase vs. amplitud, es decir el diagra-
ma de Bode asociado a £ — (arg(W (i27€)), |W (i27€)|), o incluso incluir el factor tiempo,
por ejemplo tiempo vs. frecuencia vs. amplitud etc. En esta tesis no se ahondara en los
detalles para obtener el diagrama de Bode a partir de las funciones £ — |W (i2n€)| o
& — arg(W(i27§)). 4

La relacién tiempo-frecuencia es muy peculiar por lo siguiente: el estudio de una fun-
cion/sefal se suele realizar tomando un segmento temporal finito de esta, dicho segmento
se denomina ventana. Grosso modo, resulta que, entre mayor sea la longitud de la ven-
tana en el dominio tiempo, habra mayor informacién sobre el contenido espectral en la
ventana, pero no sera posible inferir en qué momento ocurrieron tales frecuencias presen-
tes en el espectro, de manera contraria, si se toma una ventana de longitud menor en el
dominio tiempo, se podra saber con mayor precisién cuales frecuencias surgieron en el
tiempo, pero el alcance temporal es escaso. En otras palabras, “localizaciones nitidas en
el tiempo y en la frecuencia son mutuamente excluyentes” [76, p. 52], simplemente, “no
es posible localizar arbitrariamente una sefal tanto en tiempo como en frecuencia” [56, p.
197]. Este fendbmeno se conoce como principio de incertidumbre. Mas detalles sobre
este tema se pueden consultar en [72, Sec. 2.5.5], [56, Sec. 22.3] o [76, Sec. 2.2].

2.4.3. Comportamientos muestreados, teorema de muestreo y transforma-
das discretas de Fourier

Esta dltima sub-seccién ya va encaminada al area de procesamiento digital de sefa-
les (DSP). En la préactica, cuando se desea analizar, almacenar, transmitir etc, una se-
Aal/funcién (continua por ejemplo), es totalmente imposible que las maquinas registren
la infinidad de valores que dicha funciéon toma a lo largo del tiempo, por tanto, lo que se
hace es usar un dispositivo cuya tarea es detectar un dato cada cierto intervalo regular de
tiempo ¢, esto motiva las siguientes definiciones.

Definicion 2.4.9. Seaw : R — R™ una funcion.

1. Lafunciéon w muestreada cada é unidades de tiempo (o simplemente 6-muestreada),
denotada ‘w5 " es la funcion wys) : Z — R™, dada por w5 (k) := w(kd), es decir, se
restringe el dominio de w al conjunto {ké € R | k € Z}.

2. El control digital asociado a wy;, denotado ‘w;}” es la funcion &5 : R — R™,
donde para cada k € Z, & 5(t) := wis (kd) sit € [k, (k + 1)d). J

En la Figura 2.5 se muestra el ejemplo de la funcién continua f(t) = % sit£0y

f(0) =1parat € [-1, 1], su funcion j-muestreada asociada fi5 (), y su control digital aso-

ciado 7[5} (t). Tomando el segundo como unidad de tiempo, ¢ es el nimero de muestras
por segundo (también llamado periodo de muestreo), y 6! es la frecuencia de muestreo
cuyas unidades son los ciclos por segundo (Hz). Por ejemplo, una frecuencia de muestreo
de 44.1kHz significa que hay §—! = 44100 muestras en cada segundo, y se estd tomando
un valor cada § = ﬁ segundos.

Aunque es posible definir un “sistema muestreado”, concepto importante en la teoria
del control (ver Def. [30, Def. 2.10.1]), el interés para esta tesis esta en lo que se observa
en la practica, a saber, la transicion de un comportamiento A LIT continuo a uno discreto,
se realiza mediante el muestreo de la respuesta al impulso de A.
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Figura 2.5: (a) Grafica de f : [~1,1] — R donde f(t) = 22 gj¢ £ 0y f(0 ) 1. (b) Grafica
de f5) : {—10,-9,-8,...,9,10} — R, la funcién s—muestreada de f con ¢ = 10, se trata de una
sucesioén finita de 21 nimeros reales. (c) Gréfica del control digital ?[5 asociado a fi;), se trata de

una funcion constante por partes en el intervalo [—1, 1). (Geogebra).
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Definicion 2.4.10. Sea A = (R, R™, RP, \) un comportamiento LIT continuo con respuesta
al impulso K. El comportamiento §-muestreado asociado a A, es el comportamiento
Ay = (Z,R™,RP, \s) LIT discreto, cuya respuesta al impulso (sucesion de Markov) es
Ky, y por tanto \s(wis) ) (k) = (K5 *wis)) (k). Las entradas admisibles de A5 son funciones
d-muestreadas cuya funcion original es admisible para A y tiene duracion finita. J

El problema que se pretenden discutir en lo que resta del capitulo es: dado A LIT
continuo ¢es posible que A LIT “aproxime” (o “simule”) con exactitud el comportamiento
original A?, ;en qué sentido, y bajo qué condiciones se da esta “simulacién”?

Considérese el escenario donde se conoce f(5(k) para alguna § > 0, pero se des-
conoce la funcién original f, ¢se puede reconstruir por completo la funciéon f a partir de
fi5)(k)? El siguiente resultado da las condiciones y el medio para hacerlo.

Teorema 2.4.11. [de muestreo (Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon)] Sea f € L*(R, C)
tal que F(f) € L*(R,C) y sop(F(f)) C [~Eméx, Emax) C R. Entonces, para toda § > 0 se

cumple que Z | f[(;](k)|2 < oo, yparatodad < 5 ! se cumple que

max

k=—o00
Z fig)(k)senc ( (t - k:é)) p.ctteR, (2.59)
k=—0o0
Sen xr
donde senc(zx) := . . Si ademas se tiene que Z | fi5)(k)| < oo, entonces la serie
k=—0o0
converge uniformemente en R y (2.59) se cumple para todat € R [56, p. 355]. J

Este teorema es de enorme relevancia para la informatica y las telecomunicaciones,
pues demuestra que para transmitir/almacenar una sefal/funcion f € L?(R) con ancho
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de banda {msx € R0 (€s decir, sop(F(f)) C [—&max, $max)), Dasta con fi5 con 5 'Hz >
26max Hz, pues a partir de fi5; se puede recuperar f por completo mediante la férmula en
(2.59). Mé&s aun, se tiene la siguiente proposicién.

Corolario 2.4.12. Seanw <€ L?(R) N L'(R) y ¢ tal que cumplen las hipdtesis del teorema
de muestreo (incluyendo la necesaria para la convergencia uniforme). Se tiene que

/ w(t) dt =46 Z W[(g}(k}> = / 7[5] (t) dt J
R oo R
Prueba. Ver Prop. A.1.52 en la pagina 185. 0

Por otra parte, también se tienen analogas de la TF en el caso discreto.

Definicion 2.4.13. Sea fj5(k), k € IN una sucesion de numeros reales (o complejos) que
proviene de una funcién j-muestreada f.

1. Latransformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT) de fi5(k), denotada DTFT]f 5],
es la funcién de variable real ¢ € R definida como

DTFT[f[(ﬂ](f) = ]T.[(S\} (€i27r§§) = Z fm(n)efi%réné’
n=0

donde f[(;\} es la trasformada Z (Def. 2.3.27) para el casop = 1 = m.

2. Latransformada discreta de Fourier (DFT) de f|5, de orden N, denotada D FTV [fis]5

es la funcion de variable discreta k € {0,1,...,N — 1} definida como
N-1 '
DFTN[fig] (k) := Y figy(n)e ™" [77, p. 89]. .
n=0

Definiendo gi5(k) = fi5)(k) si k € {0,1,...,N — 1} y g5(k) = 0 si & > N, ocurre
que DTFT(gys) (k(N6)™!) = DFTY[fi5](k) para toda k € {0,1,...,N — 1}, por tanto la
DFT es un caso particular de la DTFT y por tanto ambas son un caso particular de la TZ.
Asi, los resultados de la TZ también aplican para estas dos transformadas (en particular
el Teorema 2.3.28 de convolucion). También es posible generalizar la Definicion 2.4.13 a
matrices como se hizo en la Def. 2.3.27 (y asi también aplicaria el Teorema 2.3.29).

_ N-1 ) .
La DFT tiene inversa dada por DFTY ™ [f,5](n) = kX_:O DFT™ [ fig) (k)e'2™k/N [56, p.

671, [77, p. 145]. Las transformadas DFTN ™ y la DFTY son relevantes en la préactica como
una medio para implementar la transformada de Fourier y realizar un andlisis espectral
tanto en linea como fuera de linea*' ( [69, Sec. 4.3], [72, Cap. 5], [56, Sec. 8-10] y [77]).
Por su parte, la DTFT como analoga de la TF para el caso continuo, provee informa-
cion sobre el contenido espectral de f5). Este Ultimo tema es mas delicado, pues requiere

“1Un trabajo que ahonda en la teoria del anélisis de Fourier con énfasis en un dominio discreto y mas aun,
a partir de esta teoria, realiza la implementacién de la “convolucién circular” (en contraste a esta tesis, la
convolucion usada es la denominada “convolucion lineal”) en tiempo real (o en linea), es la tesis “Analisis de
Fourier aplicado a la convolucion en tiempo real” [69] de Pablo Fichtl. Este ultimo trabajo también sera de gran
ayuda en futuros capitulos, para aterrizar toda la teoria expuesta al fenémeno del sonido.
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de maquinaria matematica mas pesada que la mencionada hasta ahora. La problemati-
ca principal es la siguiente: si tiene sentido realizar el andlisis espectral de una funcion
d—muestreada, entonces surgen preguntas legitimas: ¢ cuales son las diferencias entre el
espectro de Fourier de f'y el espectro de Fourier de fi5?, ¢qué cambios ocurren en el do-
minio de la frecuencia al momento de muestrear una funcién?, ;se mantienen, anaden, o
suprimen frecuencias? Gasquet y Witomski lidian con esta problematica en [56, Cap. 11]
y utilizan los conceptos*? matematicos de “distribucién” y “funcién generalizada™®. Es-
tos autores definen una funcion muestreada fjs; como una distribucion obtenida mediante
[ = 0fAs = 6%, cp f(KS)Dys [56, p. 343], donde D,,; es la delta de Dirac centrada en
el punto nd, esto ultimo permite defin/ir\la “transformada de Fourier discreta” como la “TF
de la distribucion” 6 f As (denotada § f As), posteriormente se utiliza un resultado conocido
como férmula de sumacion de Poisson:

TIVEEY f(g—g):(s 3" f(nd)e 2 (56, p. 349] (2.60)

n=—oo n=—oo

esta igualdad (en el sentido de distribuciones) muestra que la transformada de Fourier
de una funcién muestreada es una funcién 1-periédica, ya que e=27(¢+07")nd — g—i2mnd,
ademas el término 3", ., f (¢ — %) exhibe que “el espectro de la sefal muestreada se
obtiene al sumar todas las traslaciones del espectro de la sefial original f” [56, p. 349].
En resumidas cuentas, muestrear una funcién en el dominio tiempo, implica “periodizar” el
espectro de la funcion original en el dominio de la frecuencia, la Figura 2.6 sintetiza muy
bien esta ultima idea.

A (1) )

T N /\}/\ Figura 2.6: Cambios en el es-

pectro de Fourier al muestrear
0 t ) N A una funcién. La nomenclatura
B afA, 1 afA, d | ,f. d

y a7 usada en las graficas adap-

tada a la usada en esta te-

Y sis es: (1) = F(), a = 9,
_/17\’\ /vx\/xv\ Ae = &max- afA, €s la funcién

da-2a-a 0 a 2a 3a Ao 1 A a—muestreada de f en el sen-
¢ a, afh, tido de una distribucion. Figura
y af(t) as 5 adaptada de [56, Figs. 37.3 y
37.4].
sill ’Wﬁ RAVARYVAS
0 1 1A
a a

La Figura 2.6 muestra los escenarios posibles de la TF de una funcibn muestreada,
el teorema de muestreo esta fuertemente relacionado, pues los Unicos dos escenarios

“2Gerald Kaiser explica grosso modo en qué conociste estos conceptos en [76, p. 26].

“3Conceptos desarrollados en gran parte por el matematico Laurent Schwartz (a mitad del siglo pasado) en
su obra titulada “Théorie des distributions”. La infame delta de Dirac, definida inicialmente como la “funcion”
6 : R — R que cumple que: 6(t) = 0'si t # 0, 6(0) = co y ademés [°_4(t)dt = 1 para e > 0, adquiere su
debido rigor y justificacion en la teoria de distribuciones de Schawrtz [72, Sec. 3.1]. Intuitivamente, la sucesion
regularizante estandar (Figura 2.3) “converge” a la delta de Dirac, que es una funcion generalizada.
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son: 671 > 26,4 Y 671 < 26,4« EN la izquierda de B, se muestra la sefal a-muestreada
de f con una frecuencia de muestreo a > 1/(2).), a la derecha esta la TF de la senal
muestreada (que es periddica), en este caso existe un sobrelape en el dominio de la
frecuencia lo cual crea amplificacién de frecuencias que no corresponden al espectro de
la senal original (fenédmeno denominado aliasing o “sobrelape”). A la derecha de C no
existe sobrelape, pues la separacion entre periodos es mayor al ancho de banda de f. La
frecuencia critica de muestreo a = 1/(2\.) se denomina frecuencia de Nyquist.

Aunque estos Ultimos conceptos se han abordado muy someramente, sirven para dar
respuestas a las preguntas planteadas parrafos arriba.

Observacion 2.4.14. Sea A un comportamiento LIT continuo UBIBO con funcion de lectu-
ra de salida )\, respuesta al impulso K y Ai5) el comportamiento muestreado asociado con
funcion de lectura de salida \s. Supongase que la funcion s — K (16 — s)w(s) (w entrada
admisible para A) cumple las hipotesis del teorema de muestreo. Entonces A5 “simula” A
por completo, en el sentido de que a partir de \s, es posible recuperar \. Esto dltimo se
Justifica al observar que

(X(w))[(g](v') =Aw)(16) =( Kx*w )() = /RK(WS — s)w(s)ds

conv. continua

=5 3" (K(16 = 8))15)()wis) () = 6( Kg) * wis) ) (T) = Xs(wie)) (7).
j=—o00 S
conv. discreta

Por tanto, para una ¢ suficientemente pequefia, se tendra que (A\(w)) s (k) = 6As(wis)) (k)
para toda k € IN. De manera mas especifica, si ~' > 2¢,.4¢, donde K y w tienen ancho
de banda &max, entonces K y K5 tienen mismo espectro de Fourier al igual que w y ws
(Fig. 2.6), luego, por los teoremas de convolucion discutidos en §2.3.3, restringiendo el
dominio de la TF a ¢ € [—&msx, max], S€ tendra que F(\(w)) = F(K * w) = F(K)F(w) =
F(K5)F(wig) = F(Kj5 * wig) = F(As(wpg))), es decir, F(Aw))(§) = F(As(ws))) () para
toda ¢ € [—Emax, Emax]- ASH, (por el teorema de muestreo), A(w) se recupera con (A(w))s) ~
dAs(wis))- Todo lo anterior justifica que A5 sera una buena aproximacion de A siempre que
las entradas y la respuesta al impulso tengan ancho de banda dos veces menor que la
frecuencia de muestreo 6. a

Al margen de la teoria, la realidad es que la mayoria de las sefiales encontradas en
la practica, tienen ancho de banda ilimitado, por lo que siempre existe el problema del
sobrelape. Si K tiene ancho de banda ilimitado o bien ancho de banda &,,,5 > % Gasquet
y Witomski comentan lo que se debe hacer:

...es necesario filtrar la sefial antes de muestrearla. Al pasar la sefal a través de un
filtro*>de paso bajo bien disefiado, se obtienen dos ventajas: se elimina el ruido de
alta frecuencia y se tiene una mejor idea sobre la frecuencia de muestreo adecuada.
Para calcular numéricamente el espectro de una sefal fisica, es necesario filtrar la
sefal antes de muestrearla. Esto es para evitar el problema del aliasing [56, p. 360].

De esta forma se puede asegurar que K5 sea fiel al espectro de Fourier de K al
. . —1
menos para frecuencias menores o iguales a 57

4Corolario 2.4.12.
4SEn esta tesis se debe entender el término “filtro” como un comportamiento A implementado o materializa-
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2.5. Resumen sobre los sistemas y comportamientos LIT

Si bien las Observaciones 2.2.20, 2.2.35, 2.3.23, 2.3.26, 2.4.5 y 2.4.14, buscaron sin-
tetizar conclusiones y resultados importantes de cada apartado, es pertinente hacer un
resumen de lo expuesto en el capitulo respecto a los sistemas y comportamientos LIT.

Caso continuo

Un sistema ¥ = (R, X, U, ¢) = (R, R™, R™, ¢) continuo LIT, es un sistema (inicializado
en zp) cuya funcion de transicion es ¢(r,0, zg,w) = £(7), donde & es la solucion del PVI:
E(t) = f(E(1),w(t)),£(0) = xo y donde f(-,-) : X x U — X es un lado derecho (Def. 2.2.21)
y lineal“®, por lo que la ecuacion diferencial (PVI) que describe (3, () a través de sus
estados es £(t) = f(£(t),w(t)) = A&(t) + Buw(t), £(0) = 2o donde A € R™ "™, B € R"™,
f(&(),0) =2 A&(t) y f(0,w(t)) =: Bw(t). Este sistema se puede ver también como un
comportamiento i/s (caja negra) Ay, con salidas en Y = R" = X, donde la funcion de

salida se define como (Def. 2.2.6 1.y Obs. 2.2.7): A(w)(t) := ¢(t,0, z9,w) = £(t), y asi las
ecuaciones que describen Ay, o (como comportamiento i/s realizado) son

£(t) = Ag(t) + Bw(t), £(0)=z0, ¥y Aw)(t)=¢(). (2.61)

Si ¥ ademas tiene salidas en Y = RP, (por definicidén) su funcién de lectura de salida
h: R xX — Y es lineal, y da lugar a un comportamiento (del sistema inicializado) Ay o
(Def. 2.2.6 2.) con funcién de salida

Nw)(t) = h(t, d(t,0,z0,w)) = h(t, £(t)) =: CE(t),  C € RP*™, (2.62)

y las ecuaciones que describen este comportamiento son

{ £(t) = A&(t) + Bw(t), £(0) = o, (2.63)
Aw)(t) = CE(t). (2.64)

Si p = ny C es la matriz identidad, la ecuacion (2.64) es el caso particular del com-
portamiento i/s en (2.61). La solucidén de (2.63) estd dada por la férmula de variacién de
parametros (Corolario 2.1.24) y (2.64) se vuelve

t
Mw)(t) = CE(t) = Cetg —i—/o Ce"™)AB w(s)ds = Cetxg + (K * w)(t). (2.65)
K(t—s)

K(t) := Ce'AB € L (R>o, RP*™) es la respuesta al impulso del comportamiento A .
Si 2o = 0, entonces (2.65) muestra que la funcién de salida esta determinada de manera
Unica por la convolucion continua (Def. 2.3.6) de la respuesta al impulso K con la entrada

particular w, es decir
AMw)(t) = (K xw)(t). (2.66)

do de alguna forma, por ejemplo, en un programa computacional o algun dispositivo electronico, el cual busca
simular el comportamiento (tedrico) original de A.

“De manera inversa, en la Prop. 2.2.25 se mostré que si una funcién f(t,z,u) : R x R® x R™ — R"
cumple que f(-,z,u) es localmente esencialmente acotada con z, u fijos, y f(¢,-,-) es lineal para cada ¢ fija,
entonces f es un lado derecho.
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En todo lo anterior se usa que si (3, 0) es LIT, entonces el comportamiento asociado Ay o
es LIT (ver Obs. 2.2.30).

Por otra parte, un comportamiento A = (R, U, Y, \) = (R, R™, R?, \) continuo LIT (com-
portamiento integral e invariante en el tiempo - Obs. 2.2.34), es un comportamiento donde
(entre otras condiciones) la funcion de respuesta A es lineal e invariante en el tiempo, y la
funcion de salida (al igual que en (2.66) para Ay o) esta caracterizada por la convolucion
de la entrada con la Rl (Prop. 2.2.33): A(w)(t) = (K * w)(t).

En cualquier comportamiento A LIT continuo (proveniente o no de un sistema con
salidas) que sea UBIBO (Def. 2.3.3) (o equivalentemente, con K € L!(R>oRP*™) - Prop.
2.3.4), siempre es posible obtener/aproximar la Rl K, evaluando la funcién de salida en
los impulsos continuos pé?o (Def. 2.3.10) para todo j, € 7, es decir

Apfy) = (K # o) (1) = K gy (1), (2.67)

donde K ;) es la jo-ésima columna de K.

La matriz (o funcién) de transferencia de un comportamiento A, es la transformada de
Laplace (Def. 2.3.11) de la respuesta al impulso (K). El teorema de convolucién (Prop.
2.3.29) caracteriza la funcién de salida en el dominio de la frecuencia, mediante el pro-
ducto de la matriz de transferencia con la TL de la entrada, ya que al aplicar la TL a (2.66),

se tiene que

Aw)(s) = (K *w)(s) = K(s)ix(s). (2.68)

Si el comportamiento en cuestion es realizado por un sistema (A, B, C), se tienen tres
equivalencias para la matriz de transferencia:

K(s)= > CAI1Bs~i = C(sI — A)'B = W{(s), (2.69)

Jj=1

donde W es una funcién racional (Prop. 2.3.18). La importancia de la matriz (o funcién)
de transferencia se debe a que provee la informacion necesaria (a través de cambios
en amplitud y fase) para conocer en qué medida cada frecuencia de la descomposicidon
de Fourier de una entrada admisible es afectada por el comportamiento A. También es
importante mencionar que la funcion de transferencia es el cociente entre la salida y la
entrada del comportamiento en el dominio de la frecuencia.

Caso discreto

Un sistema ¥ = (Z,X,U, ¢) = (R, R™,R™, ¢) discreto LIT, es un sistema inicializado
en x(, de dimensién finita, cuya funcion de transicion al siguiente estado P : Zx X xU — X
(definida en (2.19)) es lineal e invariante al tiempo, por lo que la ecuacién (de diferencias)
que describe los estados de (X, zg) es z(t+ 1) = P(z(t), u(t)) = Ax(t) + Bu(t), z(0) = xo,
donde A € R™", B € R™™, P(x(t),0) =: Az(t) y P(0,u(t)) =: Bu(t). Sizg = 0y el
sistema tiene salidas en Y = RP, entonces el comportamiento asociado a (X, 0), denotado
Ax es LIT discreto (Prop. 2.2.12), y la funcion de salida X es lineal (por un argumento
analogo a (2.62)), asi, las ecuaciones que describen Ay  (realizado) son

z(t+1) = Az(t) + Bu(t), z(0) = zo (2.70)
{ AMu)(t) = Cx(t), C e RP™. (2.71)

4K, es la jo-ésima columna de K.
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Sip = ny C es la matriz identidad en R™*", la ecuacién (2.71) es el caso particular del
comportamiento i/s del sistema (analogo a (2.61)).

La RI del sistema ¥ es A;,; = CA*B paratodo k € IN (Corolario 2.3.1).

Un comportamiento LIT discreto A = (Z,U, Y, \) = (Z,R™,RP, \) siempre tiene aso-
ciada una Rl Gnica A : N> g — RP*™ (sucesién de matrices, también llamada sucesién de
Markov), que caracteriza al sistema a través de la convolucién discreta (Def. 2.2.19), por
lo que al igual que el caso continuo se tiene que A\(u) = (A * u).

En cualquier comportamiento A LIT discreto, siempre se pueden obtener los primeros
t términos de la Rl (es decir A(1),.A(2),...,.A(t)), evaluando la funcion de salida en un
impulso discreto 6;8 (Def. 2.3.5), para ty € {0,1,...,t — 1} y para j € m, pues de manera
similar a (2.67), se tiene que A(6%0) = (Axd20)(t) = A;,)(to), donde A, (to) es la j—ésima
columna de la matriz A(ty).

La matriz de transferencia en el caso discreto es la transformada Z (Def. 2.3.27) de la

A~

Rl (A), y se tiene un resultado analogo a (2.68), debido al teorema de convolucion discreta

para matrices (Corolario 2.3.29): A(u)(s) = (A x u)(s) = A(s)a(s).

Si el comportamiento en cuestion es realizado por un sistema (A4, B, C) inicializado en
0, entonces A(t) = CA"! B, y aplicando la TZ a las ecuaciones (2.70) y (2.71) se llega al
mismo resultado en (2.69), es decir, A(s) = 2 CATIBs™ = C(sI — A)7'B = W(s).

Analisis vs. sintesis

En el caso continuo, la transicion Dominio tiempo
de una funcién del dominio tiempo al " K
dominio frecuencia es mediante la TL /  T—ay
o TF (caso particular de la TL), y para w A
el caso discreto la TZ, DFT o DTFT
(casos particulares de la TZ). La tran-
sicion del dominio tiempo al dominio

. empo al dor & AMw
frecuencia se denomina “analisis”, y el \\“\f{/ ( )

Entrada Salida

Analisis
sIsejuIs

caso inverso se denomina “sintesis”.
La sintesis se realiza con las transfor-
madas inversas: TZ~!, TF~!, DFT!
etc. La Figura 2.7 busca ilustrar estos
conceptos en un comportamiento A LIT (ya sea discreto o continuo), con Rl K.

Dominio frecuencia

Figura 2.7: Analisis vs. sintesis.

Muestreo

Todo comportamiento A LIT continuo, tiene un comportamiento LIT discreto asociado
A5 (obtenido a través del muestreo de la Rl de A), llamado comportamiento §-muestreado
(Def. 2.4.10). En §2.4.3 se argument6 como A5 sera “fiel” a A, al menos para frecuencias
menores a % Es decir, si A y A\s son las funciones de salida de A y A5 respectivamente,
entonces a partir de A\s(wis)) es posible recuperar una funcion ~+(t) que aproxima A(w) en
frecuencias menores a % es decir F(v) =~ F(A(w))| [7%%} También ocurrird que el
espectro de As(wys) sea similar al de A(w) [_Q Q} La Figura 2.8 busca sintetizar los

2 2

distintos casos abordados en el capitulo para un sistema o comportamiento LIT de dimen-
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sién finita, sefalando relaciones importantes entre los casos posibles, y sus funciones
asociadas en el dominio tiempo (DT) y el dominio frecuencia (DF).

Caso continuo Caso discreto
a8 o (%,0) = (R,R™,R™, ¢) (Fa 0) = (Z’RnaRmaP)
285 (0(7,0,0,w) = £(7), zft 1) = P(z(t), u(t))
=€) = A€(t) + Buw(t), £(0) =0 = Az(t) + Bu(t), 2(0) = 0

2 % \‘Az,o = (R, R™,RP, )\z) \AAI‘,O = (Z;chmaRp’ Ar)
£ Tg % _ t AN _ — T—7—1 .
§§ZE 2 Asn(w)(2) :/ Cet=94By(s)ds DT Ar(u)(k) = ZCA 77" Bu(j)
g% % R 0 R j=0
© DR \n(w)(€) = C(EI = A)7'Bo(8)  DF:\dr(u)(€) = C(EI — A)'Ba(€)
% Realiazacio’n\.AC — (R, Rm, Rp’ AC’) Re: iazacmr\AD — (Z, Rm, Rp, AD)

£ 2 — _

g5 )(t) = (K xw)(t) DT Ap(u)(k) = (A*u)(k)

§ = K(6)a(¢) DF: \p(u)(€) = K(£)a(€)

% o \—/'K[(;] /wm[é] == (Za Rma Rp, )‘5)

£8 respuesaal | D17 As(wp) (k) = (Kg) * wi) (k)

5 g impulso = =~

g'g muestreada DF: )\5 (W[(g]) ~ )\C (W)| [_E E]

3 2 2

Figura 2.8: Distintos casos para un sistema y comportamiento LIT. Dado un comportamiento LIT
continuo A¢ arbitrario, si se encuentra un sistema X LIT continuo (X, 0) inicializado en 0 tal que
As o = Ac, se dice que X es la realizacion de Ac. Lo mismo ocurre para el caso discreto: dado
Ap, encontrar (I',0) tal que Ar, o = Ap significa realizar Ap. Dado un comportamiento LIT Ac
arbitrario, es posible transitar a uno discreto mediante el muestreo de la respuesta al impulso, y el
comportamiento resultante también es puede ser candidato a ser realizado por un sistema discreto.

2.6. Observaciones finales

Representacion del espacio de estados y ecuaciones escalares lineales. Velimir
Jurdjevic*® enfatiza como la ecuacion diferencial matricial denominada “representacion
del espacio de estados™ £(t) = A&(t) + Buw(t), estad estrechamente relacionada con
la ecuacion diferencial escalar lineal con coeficientes constantes: £ (t) 4+ a1 €™V (t) +
a2 (t) + - - + a1€(t) = u(t), que “modela un sistema mecénico o eléctrico controlado
mediante una fuerza externa «” [31, p. 101]. Es posible convertir la ecuacion diferencial
escalar a una ecuacion diferencial matricial en representacion de estados y viceversa, mas
detalles sobre este tema se pueden consultar en [31, Sec. 4.2].

Sistemas LIT con prealimentacion, retroalimentacion, en cascada y en paralelo. Es
util representar un sistema mediante un diagrama de bloques. El diagrama de la Figura

“8La obra Geometric Control Theory [31] (1997) de Velimir Jurdjevic ofrece un enfoque geométrico (célculo
en variedades, grupos de Lie etc.) de la teoria del control. Su obra esta dirigida a niveles de posgrado.
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2.9 (a), corresponde a las ecuaciones tratadas en esta tesis: £(t) = A&(t) + Buw(t) y
n(t) = C&(t), donde n(t) :== A(w)(t).

Se pueden considerar mas factores interviniendo en un sistema LIT, por ejemplo un
elemento de prealimentaciéon D € RP*™ (feedforward), que considera el caso cuando una
entrada toma dos caminos posibles: a través del sistema y fuera del sistema directo a la
salida (Fig. 2.9 (b)). Las ecuaciones asociadas en este caso son: £(t) = A&(t) + Bw(t), y
n(t) = C&(t) + Dw(t). El tratamiento de este caso no se aleja demasiado de lo abordado
en el capitulo (ver por ejemplo [71]).

D
w-—»B’?g—E S o C B )—n w ‘B’Q%LE ; ~C%}-n
A A

(a) (b)

Figura 2.9: Diagramas de bloques de un sistema LIT (A, B, C), y de un sistema LIT con
prealimentacion (A, B,C, D).

Se pueden considerar mas variedades de elementos co-

mo: retroalimentacion a estados (la salida afecta de manera

21 — 11 directa los estados), retroalimentacion a entradas (las salidas
afectan de manera directa las nuevas entradas del sistema),

—»7)2  sensores (dependiendo de la salida, el sensor se comuni-
ca con la entrada o los estados para modificarlos), asi como

Wl afiadir comunicaciones a otros sistemas. En este ultimo caso,
Z‘3 —> 713 se hace la distincion entre sistemas (0 comportamientos) en

paralelo, donde una entrada se alimenta al mismo tiempo a
k sistemas, dando lugar a k salidas, y sistemas en cascada,
donde una entrada recorre k sistemas uno tras otro, dando lu-
—> Zk — T)k  gar a una salida final transformada por todos los sistemas. Si
los sistemas en cascada son LIT (con Rl K; para cada siste-
ma ¥;), entonces la salida  es una composicion de k convo-
luciones con la entrada w, es decir n = K- - -« K3x Kox K1 *w.

\ 4
\¢
[\}

A\ 4

Figura 2.10: Sistemas en
paralelo.

Figura 2.11: Sistemas en
dig—> - —> Y1 cascada.

A\ 4

29

A\ 4

¢Qué sigue?

Este capitulo presentd la (abstracta) teoria matematica del control enfocada en los
sistemas/comportamientos LIT de dimensién finita. En los siguientes capitulos se discutira
la aplicacion de esta teoria a tres sistemas/comportamientos concretos: (a) el sistema del
sonido como fenémeno fisico, (b) el sistema informatico del procesamiento de senales
acusticas, y (c) el sistema auditivo humano.



Capitulo 3

El sonido como sistema lineal e
invariante en el tiempo y la medicion
directa de HRTFs

N este capitulo, se busca exponer como se justifica aplicar los resultados de la
teoria de sistemas LIT al caso particular del fenémeno del sonido. Se argu-
‘ mentara como este Ultimo puede verse como dos sistemas LIT estrechamente
Cemmrldd relacionados: (1) La propagacién del sonido como sistema fisico: la conver-
sién de una onda sonora f(t) emitida en un punto P, que al interactuar con el entorno
fisico )\, se transforma en una onda sonora A(f)(t) en un punto receptor P;. (2) El sonido
como sistema en el area de procesamiento de sefales acusticas, donde a una sefal de
audio se le aplica una funcién, algoritmo, o filtro para obtener una nueva sefal. Esta ultima
concepcién es posible gracias a la tecnologia de captura y procesamiento de audio ac-
tuales, donde el concepto de muestreo es crucial. El capitulo finalizara explicando el caso
particular de la funcién de transferencia acustica referida a la cabeza.

3.1. Perspectiva general del sonido

3.1.1. Representaciones matematicas del sonido

Llanamente, el sonido es un fenémeno fisico que ocurre cuando un cuerpo vibrante
transmite su patrén de movimiento a las particulas del medio en que se encuentra, el me-
dio puede ser gaseoso liquido o sélido (principalmente). EI movimiento de dicho cuerpo
provoca una reaccion en cadena que comienza con las particulas inmediatas a la su-
perficie del cuerpo y se propaga en el medio a través de ondas longitudinales y ondas
transversales (Fig. 3.1). Tanto en un medio gaseoso como en un medio liquido, las ondas
longitudinales dominan sobre las transversales, y en el caso del medio gaseoso, la ondas
transversales son practicamente negligibles [78, Sec. 1.1.2]. Por tanto, el tipo de ondas
que se encontraran alrededor de la fuente de sonido (el cuerpo en vibracion) son ondas
longitudinales denominadas ondas acusticas o sonoras.

Dado que el sonido es producido por la vibraciéon de un cuerpo, una primera caracteri-
zacion es identificar el sonido por la funcion

fm + R0 — [—a,d], t— fin(t) (3.1)
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Onda longitudinal
Figura 3.1: Onda transversal y onda longitudinal.
E . . En ambos caso se tiene una reaccién en cadena
A "‘-.__.é, c representada por las lineas punteadas: una par-
® > < ® > <« o » ticula A que afecta a una particula adyacente By
ésta ultima afecta a una adyacente C. En las on-
e . R . das transversales las oscilaciones (movimiento)
A g - . de las particulas siguen la direccién de propaga-
qc cion de la onda, mientras que en las ondas lon-
gitudinales la oscilacion de las particulas es per-
pendicular a la direccion de propagacion. Figura
basada en [78, Figs. 1.1y 1.2].

Direccién de propagacion
—>

donde f/(t) representa la posicién de un punto fijo (elegido en el cuerpo) al tiempo ¢ y
respecto su posicién en reposo, en este caso f,,(ty) = 0 significa que el cuerpo esté en la
posicién de reposo en el instante ¢y. El codominio de f,,, es un intervalo [—a,a] C R, para
alguna a € R~ ya que el rango de movimiento es acotado.

Un ejemplo concreto de esta concepcidn es el experimento realizado por Herman von
Helmholtz a mediados del siglo XIX, y documentado en su obra' Sobre las Sensaciones
del Tono como fundamento Fisiolégico para la Teoria Musical [79]. Dicho experimento,
buscé estudiar el movimiento descrito por un diapasén vibrante A (Fig. 3.2), que consistié
en anadirle un filamento o aguja b, luego se enroll6 un papel B (cubierto con una delgada
capa de carbon) en el cilindro de un fonoautdgrafo, el cilindro rotaba a velocidad constan-
te y la aguja registraba su movimiento al desprender el carbén del papel obteniendo el
resultado en la Figura 3.3.

Figura 3.2: Configuracion del experimento de
Helmholtz. El resultado esperado es la grafica
de alguna funcién sinusoidal [79, Fig. 5].

Figura 3.3: Resultado del experimento de Helmholtz con un diapasén [79, Fig. 6].

Ahora supéngase que la posicién de la fuente se encuentra fija en un punto Py =
(zo0, Y0, 20) respecto a algun sistema de coordenadas. Las ondas longitudinales propaga-
das? alrededor de la fuente, se traducen en cambios en la presién atmosférica respecto
al tiempo. Por tanto, fijando un punto P, = (x1,y1,21) cercano a la fuente, se tiene una

'En el Apéndice B, se explica como esta obra propuso una teoria del proceso de audicién humana que
fue de gran influencia para teorias posteriores. La teoria que postula Helmholtz se apoya fuertemente en el
Teorema de Fourier discutido en §2.4, (2.55).

2A menos que se sefiale lo contrario, se presupone que el medio de propagacién es el aire o agua.
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representacion mas del sonido
70 Rso = [—pars pul, tes fP(1) (3.2)

donde f71(t) representa la presion atmosférica (o hidrostatica en el caso del agua) al
instante ¢, en un punto P, cercano a la fuente. El codominio es un intervalo [—pas, pa] C R,
donde pys es algun valor de presion atmosférica maximo. En este caso, f(¢y) = 0 significa
que en el instante ¢, se tiene la presién atmosférica normal (silencio).

Definiciéon 3.1.1. Un tono puro es un sonido cuya funcion f,, o ' asociada, es una
funcion sinusoidal (ver Def. 2.3.24), la frecuencia del tono puro es la frecuencia de las fun-
ciones f,,. Se usaran los términos “tono puro ¢”, “tono ¢” o0 “frecuencia ¢” (si no hay riesgo
de ambigledad) como sinénimos para hacer referencia a un tono puro con frecuencia

¢ 5

La Figura 3.4 busca ilustrar el siguiente escenario: una fuente sonora en un punto Py
emite un tono puro. Al tiempo 0 se comenz6 a medir la presion atmosférica en un punto
P fijo de modo que f1(0) = pys, posteriormente transcurrieron ¢; segundos y al instante
t, (marcado con la linea roja vertical) se tiene una presién minima, f71(0) = —pyy.

fP(0) = pm

St

Figura 3.4: Ondas so-
noras. Se ilustra la me-
dicién (en un punto Py)
de los cambios de pre-
sidén respecto al tiempo
de un tono puro.

El eje de las abscisas de la grafica de f* va hacia la izquierda y la ilustracion debajo
representa la presurizacion y la despresurizacién de las particulas (ondas longitudinales,
propagadas hacia la derecha) de aire a lo largo del tiempo transcurrido. Un tiempo mayor
que t; se interpreta como “el futuro” que aun no es registrado en el punto P; (naranja),
el intervalo [0,¢1] es la funcién ya registrada (azul rey), y los valores antes de 0 son los
eventos ocurridos antes de comenzar a medir los cambios de presion (morado). Es fun-
damental sefalar que esta exposicion, donde se presume la forma de f/* para valores
futuros y pasados se apoya en la suposicién de que la fuente sonora es un tono puro
siempre.

La tercer representacion del sonido es posible gracias a las tecnologias de captura
y procesamiento de audio actuales. Un micr6fono es un dispositivo electrénico capaz de
registrar las ondas sonoras que llegan él, mediante la conversién de las variaciones de
presién atmosférica en variaciones de voltaje (tension) [32, Sec. 1.1.1.]. Tal sefial de vol-
taje se denomina sefal analdgica de la onda sonora. Con lo anterior, se considera la
siguiente representacién del sonido:

fa : Rzo — [—b, b], t— fa(t) (33)
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donde f,(t) representa el voltaje asignado por el micr6fono en el instante ¢. El valor b €
R~( es el voltaje maximo manejado por el dispositivo. La manera en que se asigna el
voltaje en funcion del tiempo dependen del tipo de micréfono, por ejemplo, en micréfonos
del tipo “condensador”, el voltaje esta asignado por la posicion de una membrana interna
en el dispositivo que vibra en respuesta a las ondas acusticas recibidas [80, Sec. 2.2].

En el capitulo anterior, cuando se discuti6 el teorema de muestreo (Teo. 2.4.11), se
mencion6 que era imposible almacenar la cantidad infinita de valores que toma una fun-
cidn continua, por lo que se opta por muestrear la funcion. En la practica, la conversién de
la sefal analoga de audio a la sefal digital se lleva a cabo por un circuito eléctrico “ADC”
(analog to digital converter) [80, Sec. 2.2], el cual realiza el muestreo de la sefial original
cada ¢ unidades de tiempo en segundos, esto corresponde a la Definicién 2.4.9 de funcion
0- muestreada. Por tanto, la siguiente representacién del sonido es

f[(;} : IN — [—1, 1] NnaQ, k— f[(;](k) (3.4)

donde f[5]3 es una funcién o-muestreada proveniente de una funcién analégica f,.

La minima frecuencia audible para el ser humano es 20 hercios y la maxima es 20, 000
[3, Cap. 1]. Se denominan infrasonidos a los sonidos por debajo de los 20 Hz y ultrasonidos
a los sonidos por arriba de los 20 kHz. Factores como el volumen del sonido, la distancia
a la fuente, la existencia de obstaculos entre el receptor y la fuente, asi como la salud
del sistema auditivo son algunos factores que afectan la capacidad de percibir sonido. Por
tanto, por el Teorema 2.4.11, un valor idéneo para ¢ en (3.4) es g5y, (1a frecuencia de
muestreo convencional para grabaciones de audio es 44.1 kHz [80, Sec. 2.2]). También se
debe tomar en cuenta el fenédmeno aliasing discutido al final del capitulo anterior, causado
por los ultrasonidos, por tanto, en el proceso de muestreo realizado por el ADC también
se considera lo que Gasquet y Witomski comentan en la cita reproducida en la pagina 55
(filtrar la sefal analdgica para eliminar frecuencias arriba de 20 kHz).

Por todo lo discutido hasta ahora, se tienen al menos cuatro maneras de caracterizar
el sonido. Se supondra que f,,, f* y f, son funciones continuas con soporte compacto,
de manera mas especifica, lo que se supondra de ahora en adelante es que f.,, f11, f. €
%.(R), donde

¢.(R) :={f:R — R | f es continua, acotada y con soporte compacto}. (3.5)

Se observa que %.(R) ¢ L'(R)NL?(R), y el soporte compacto garantiza que toda funcién
f € %€.(R) tiene orden exponencial, asi que la teoria de la transformada de Laplace y de
Fourier expuesta en el capitulo anterior, asi como los resultados de teoria del control para
controles en L'(R) N L?(R), aplica para el conjunto €.(R). Por otra parte, como fis) es la
funcion —muestreada de una funcion f, € ¢.(R), se tiene que f(5 es una sucesion donde
solo un numero finito de términos son distintos de cero, y asi fj5 € £q, donde

to={1:25QN111]| (Tuca FOI) < o0, g€ (1,2}},

con la extension trivial de fi5 (fi5(k) = 0 para toda k < 0).
Los sub-indices m, a, (0 ninguno, para el caso de f1) seran usados para enfatizar qué
tipo de representacion se estd tomando en cuenta.

3El condominio es [—1,1]NQ, ya que (nuevamente) las méaquinas no pueden almacenar la cantidad infinita
de digitos de un numero irracional, solo una aproximacién racional.
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La siguiente tabla sintetiza todo lo mencionado hasta ahora.

Representacion

Descripcion

fm € €.(R)

Modela el movimiento de un punto fijo localizado en una
fuente sonora (vibracion mecanica de un cuerpo)

e C.(R)

Modela las fluctuaciones de la presion del medio de
propagacion, medidas en un punto P, € R? cercano a una
fuente sonora f,, (fluctuaciones de presion, forma de onda)

fa € 6.(R)

Modela la sefal analdgica de audio generada por un
micréfono cercano a la fuente que mide la forma de onda
(fluctuaciones de voltaje - corriente alterna)

f15] € €q

Modela la sefal digital muestreada por un circuito ADC, y
corresponde a la funcién §-muestreada (sucesion en
[—1,1] N Q, donde solo un numero finito de términos son

distintos de 0) de alguna sefial analdgica f,

Tabla 3.1: Cuatro representaciones matematicas del sonido.

Ondas sonoras en el dominio de la frecuencia: espectrograma

Las ondas sonoras son candidatas al anali-
sis de Fourier, esto da lugar a un espectrogra-
ma, donde se busca representar una onda so-
nora graficando tiempo vs. frecuencia vs. am-
plitud. Esta representacion tiene el problema de
sufrir el principio de incertidumbre (ver lo men-
cionado inmediatamente después de la Obs.
2.4.8). Para sobrellevar este problema, en el
espectrograma se toman segmentos tempora-
les cortos de una sefial digital muestreada fjs),
para llevarlas al dominio de la frecuencia me-
diante la DFT (Def. 2.4.13), y posteriormente
presentar la sucesion de cada ventana trans-
formada, donde la amplitud se representa con
un colores, el eje x es el tiempo y el eje y la fre-
cuencia ordenada de menor a mayor (Fig. 3.5).
El espectrograma permite “visualizar el sonido”,
e identificar aspectos del sonido que no son evi-

Figura 3.5: Ejemplo de un espectrograma.
“Andlisis de audio de la firma sonora de mu-
nicion real disparada a través de una exten-
sion de «bala de goma». (Forensic Architec-
ture y Lawrence Abu Hamdan)”. Modificado
de forensic-architecture.org.

dentes en el dominio del tiempo. Mas detalles sobre el espectrograma se pueden consultar
en [80, Sec. 10.4] y [81]. El concepto de espectrograma como una representacién mas del
sonido, sera importante especialmente para el siguiente capitulo.

3.1.2. Breve revision de conceptos acusticos

La cruda realidad, es que las formulas que modelan la propagacion e interaccién del
sonido en un medio y obstaculos arbitrarios, provienen de diversas ramas de la fisica


https://forensic-architecture.org/investigation/the-killing-of-nadeem-nawara-and-mohammed-abu-daher#resources
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clasica, y dependen de una cantidad generosa de variables fisicas como presién, des-
plazamiento, velocidad, temperatura, entropia, densidad (entre otras) [78, Sec. 1.1.3]. Al
margen de esto, de manera somera, en este apartado se presentan conceptos fisicos
concernientes al sonido (cuando el medio de propagacién es el aire 0 agua).

Longitud de onda, campo cercano, campo lejano y ondas planas

La longitud de onda asociada a un tono puro ¢, es el valor A = ¢y/¢o donde ¢y m/s es
la velocidad de propagacion del sonido en el medio. En el caso del aire, un valor estandar
es ¢p = 343 m/s [33, p. 32]. La longitud de onda se puede interpretar como la distancia
(en metros) que la onda ha recorrido después de haber completado un periodo.

El campo cercano asociado a ¢, se define como “la regidén del espacio dentro de una
fraccion de una longitud de onda de una fuente sonora” [82, p. 30] y el campo lejano es
la zona mayor que una longitud de onda de la fuente sonora. Si el tono ¢, se emite desde
un punto zo € R? en algun sistema de coordenadas, entonces un punto y € R estara en
el campo cercano de ¢g si'y solo si y € Bgs(xg, \) := {x € R3 | ||z — x0]| < A} (se toma la
norma euclidiana usual en R?).

Area del campo Area del campo Figura 3.6: Campo cer-

oo . lejano cano y campo lejano
Presion Presion | Presion
minima  maxima | normal de una fuente sonora.
La fuente reproduce un
tono puro con frecuencia
¢o, Y longitud de onda
A = ¢o/¢o, donde ¢ m/s
es la velocidad de pro-
pagacién del sonido en
el medio.

Fuente de sonido
(tono puro)

Como la minima frecuencia audible es 20 Hz, el maximo campo cercano de una fuente
sonora audible es la esfera de radio 17.15 m centrada en la fuente sonora. Para frecuencias
mayores a 343 Hz (la mayoria de las frecuencias audibles), el campo lejano siempre esta
a mas de 1m de distancia de la fuente, por esta razén es posible encontrar autores que
definen el campo lejano cuando la distancia entre la fuente y el receptor es mayora 1m o
1.5m.

Por otra parte, recordando la Figura 3.4, en esta se considera Unicamente la propa-
gacién de una onda en una dimensién, al considerar todo el espacio, los tonos puros se
propagan en todas las direcciones, dando lugar a ondas esféricas.

A

Figura 3.7: Representacion de la propaga-

cién de ondas planas (planos paralelos), y on-

das esféricas (esferas cuyo radio crece a me-

‘ . dida en que se alejan de la fuente). Imagen to-
~ madade [84, Fig. 1].
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El radio de tales ondas esféricas aumenta a medida en que las ondas se alejan de
su fuente, y si el receptor se encuentra a una distancia suficientemente mayor que la
longitud de onda, entonces las ondas esféricas que llegan al receptor se asemejan a
planos paralelos (ondas planas). La ventaja de considerar escenarios en el campo lejano,
es que en este caso las ondas esféricas se pueden tratar como ondas planas, y el manejo
de estas ultimas es mas amigable para explicar la interaccién del sonido con obstaculos.

Intensidad (volumen)

Independientemente de las unidades de consideradas, la manera mas usual de asig-
narle una magnitud a un sonido f € %.(R) de duracion T's, es mediante la férmula

1
Rus(f) = (% fOTf(t)2dt>2. Para una funcién muestreada fj; con N € IN muestras, se

1
utiliza la férmula Rus(fis) = (% S f[g](k)Q)E. Ambas asignaciones se conocen co-
munmente como media cuadratica o RMS (root mean square).
Por otra parte, dada cualquier unidad u de intensidad y un valor minimo de referencia
I,y € R>o enuunidades, siempre se puede considerar su escala asociada en decibelios,
donde la escala nueva esta dada por

LdB(I) = 1010glO (I/Iref) ) (36)

para cualquier intensidad 7 u > I,.¢ u. De esta forma la unidad de referencia I,.; dada en
u unidades, se vuelve 0 en su escala en decibelios.
En acustica, la intensidad del sonido I* depende de dos factores:

1. la impedancia, particularmente la impedancia caracteristica del medio de propa-
gacion® dada por la férmula Z, = poco (sSuponiendo que las ondas acusticas son
planas) [83, Ec. 5.10.2], donde p, es la densidad del medio (en kg/m3) y ¢, es la
velocidad de propagacién del sonido en el medio®.

2. La presion, cuya unidad es el Pascal (Newton normal a superficie de metro cuadra-
do): Pa = N/m? = kg - m/s? - m? = kg/m - s2.

La relacion entre intensidad acustica I, impedancia caracteristica Z; y presion p “efectiva
(valor en Pa RMS), se da mediante la férmula I = Z, 'p? [83, Ec. 5.9.5].

Recordando entonces la Figura 3.4, por lo mencionado hasta ahora, la unidad corres-
pondiente a p,; son los pascales. La intensidad I (en W/m?) de una onda sonora 1 (en
Pa RMS) de duracién T's, se obtiene con la formula

”

1= 75 "Rus (1) @.7)

Aunque esto Ultimo se cumpla, usar las unidades Pa o W/m? resulta inviable por lo si-
guiente: William Yost [57, Cap. 3] menciona que si I,.¢ es la minima intensidad acustica

*Por definicién, la intensidad acustica es la energia que viaja a través de una unidad de area por unidad
de tiempo (flujo de energia), y sus unidades son vatios/watts sobre metro cuadrado (W = J/s = N-m/s =
kg - m?/s%) [78, Sec. 1.4.3].

SIntuitivamente, a mayor sea la impedancia caracteristica, mayor es la fuerza necesaria para mover las
particulas del medio.

®Las unidades resultantes de la impedancia caracteristica (kg/m?)(m/s) = kg/m - s = Rayl se denominan
rayleighs, en reconocimiento al trabajo del fisico Lord Rayleigh (John William Strutt). En el siguiente capitulo
se discutira su llamada “teoria duplex”.
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perceptible para un oido humano sano, entonces la maxima intensidad acustica antes de
que el oido se destruya es
Iméx = 1014Iref7 (38)

cien billones de veces la unidad de referencia original. Por tanto, usar las unidades Pa y
cubrir el rango dinamico humano (10'* unidades de intensidad), implicaria manejar fun-
ciones que toman doscientos billones de valores posibles. Aunado a lo anterior, el oido
humano distingue mejor los incrementos de intensidad de manera exponencial (elevando
el valor original a un numero fijo) que de manera lineal (sumando algun valor fijo al va-
lor original) [3, Sec. 1.8]. Estas razones motivan el uso de la escala en decibelios SPL
(sound pressure level) como unidad estandar para expresar la intensidad (volumen) de un
sonido. De acuerdo con Schnupp y colegas [3, Sec. 1.8], la minima intensidad acustica
perceptible ronda los 20 micro-pascales en RMS, es decir, I,..; = Z; (20 x 107°)2W/m?,
por lo que la ecuacién (3.8) indica que la maxima intensidad en el umbral del dafo es
Imaz = 102512 x 1075)2 W/m?. En este caso, de las ecuaciones (3.6) y (3.7) se sigue
que la intensidad de una onda sonora f* € %.(R) en dB SPL y de duracion T's, es

75 "Rus (1) Rus (11
Lag(I) :=10logyq (I/Irer) = 101ogy <ZO_1(2 N 50_7))2 = 20log, P(o) )
0

donde poPa := 2 x 107°Pa = 20uPa (en RMS). El volumen minimo es 0dB SPL =
Lag(Irc5) y el volumen maximo (antes del dafo inmediato) es Ly (/msx) = 140dB SPL.

Existen otros criterios para asignarle un valor de intensidad a una onda sonora, sin
embargo la escala dB SPL (equipada con el criterio RMS) es de las mas usadas en la
literatura.

Como ya se menciond, la escala dB admite unidades de intensidad arbitrarias, por lo
que esto abre el camino para extrapolar todo lo mencionado en este apartado al caso del
voltaje para la funcion analdgica f,, y la sefial digital fi5 (en el contexto del procesamiento
digital de sefales, donde se usa el RMS discreto). En general, existe una estrecha rela-
cidon entre variables fisicas mecénicas (usadas en acustica), y variables fisicas eléctricas
usadas en los “circuitos RLC” [85, Tabla 3.1].

Por ultimo, se debe enfatizar la fuerte dependencia entre intensidad y contenido es-
pectral de la onda sonora asi como una fuerte dependencia de la posicion del receptor
con respecto a la fuente sonora. La intensidad es menor a medida en que el punto de
medicion se aleja de la fuente. Una aproximacién para este ultimo fenémeno es la ley del

, I 2 . : :
cuadrado inverso, donde se asume que I—Q = <E> , donde I, es la intensidad medida
1 T2
a una distancia ro (en metros) de la fuente, e I; la intensidad medida a una distancia r;
de la fuente, donde r» > r1. De esta forma se puede calcular el cambio de intensidad en
dB SPL respecto a ambas fuentes, ya que

I 2 r

I—Q = <E> = Lap(I2) = Lap(I1) + 20 logg <*1) : (3.9)
1 T2 T2

Por ejemplo, si 7y = 2ry, entonces Lag(l2) = Lag (1) + 20 logy, (3) = Lag(I1) — 6 dB SPL,

por esto ultimo, la ley del cuadrado inverso también se puede expresa como la propiedad:
“el nivel sonoro disminuye 6 dB por cada duplicacion de la distancia” [3, p. 188].
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Interaccion del sonido con obstaculos

Enla Figura 3.8 se considera un escenario donde el receptor se encuentra en el campo
lejano de un tono puro, por lo que las ondas son representadas por lineas paralelas (que
representan las ondas planas).

K Sonido
\ P directo
Y \

-

Sonido
reflejado

Figura 3.8: Algunos fe-
1 némenos acusticos que
.- - H) Sonido ocurren cuando un tono

<J / diffactado  pyro interactda con un
Receptor obstaculo. Figura modi-
i Fig. 7.
,900% / ficada de [86, Fig. 7.3
Onda incidente y (B)]
absorcion
LAY AT WA FEAAL A LA AN /s

Pared

La separacion entre las lineas paralelas representa la longitud de onda del tono puro.
La fuente incide en el obstaculo, dependiendo del material y dimensiones de éste, habra
una absorcion de la onda sonora, esto causa una reduccién en su amplitud (atenuacion)
al momento de ser reflejada. La reflexién es el “rebote” de la onda en el obstaculo, es
atil hacer una analogia con el caso de la luz, donde el angulo de incidencia de un rayo
de luz (en una superficie plana y reflejante) es el mismo que el angulo de salida del
rayo. Por otra parte, la difraccion es la capacidad del sonido (tono puro) de rodear el
obstaculo con poca o nula alteracién en su amplitud. La difraccion ocurre si la longitud de
onda del tono es mayor o similar a las dimensiones del obstaculo [86, Cap. 7]. A medida
en que la longitud de onda aumenta (frecuencia disminuye), la difraccién es mayor. En
contraste, a medida en que la longitud de onda disminuye (frecuencia aumenta) existe una
menor difraccion y la sombra acustica se hace mas presente. La sombra se refiere a la
zona donde existe una atenuacion de la intensidad causada por el obstéculo, al impedir el
paso de la onda incidente y al haber poca presencia del fenédmeno de difraccién. También
hay una porcion del tono original que no es afectado por el obstaculo, correspondiente al
sonido directo. Existen otros fenédmenos que afectan el comportamiento del sonido que no
se toman en cuenta en la Figura 3.8, uno de ellos es la refraccion, que corresponde a la
“desviacion” de la direccién de una onda sonora en el medio, factores como cambios en
la temperatura y la presién atmosférica influyen en este fenémeno [86, Cap. 8]. Por otra
parte, el conjunto de ondas sonoras que viajan en un mismo espacio crean interferencias,
las cuales pueden ser constructivas (incrementan la amplitud de ciertas frecuencias) y
destructivas (disminuyen la amplitud de ciertas frecuencias). Por ultimo, si la onda sonora
tiene suficiente intensidad, el obstaculo mismo (u objeto en el que incide la onda) puede
vibrar a causa de la onda incidente, dando lugar a la transmision y en algunos casos
resonancia. La transmision se refiere a que el obstaculo se vuelve una fuente sonora
mas, al oscilar en respuesta a la onda incidente y es capaz de re-transmitir el sonido. La
resonancia es un concepto mas general, que se refiere a la cualidad natural de objetos
0 escenarios fisicos a “responder mejor” a una (o varios) tonos puros/frecuencias. Las
frecuencias donde el objeto “responde mejor”, se denominan frecuencias de resonancia
del objeto en cuestion. Este fendmeno se puede explicar e ilustrar con mas facilidad al
considerar el caso particular de los resonadores de Helmholtz.
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Resonadores de Helmholtz y resonancia

Un resonador de Helmholtz, es una esfera de vidrio o metal con una abertura o cuello.
Sean Ry un resonador de Helmholtz, ¢g € R~ su frecuencia de resonanciay ¢; € Rg
cualquier otra frecuencia, luego considérense dos escenarios.

Figura 3.9: Resonador de Helmholtz
hecho de vidrio [79, Fig. 16 a], y
diagrama de un resonador ideal con
los elementos que determinan su fre-
cuencia de resonancia ¢y.

Escenario 1. Una fuente de sonido en un punto P, cercano a Ry, emite el tono ¢y con
una intensidad Ip. Sea f,, : [0,7] — R>¢ la funcion que modela la intensidad acustica
medida por 7' segundos, en algun punto P; cercano a la salida del cuello L.

Escenario 2. Una fuente de sonido en P, emite el tono ¢; con intensidad I;. Sea
gw : [0,T] — R la funciéon que modela la intensidad medida en el mismo punto P;.

En ambos casos, las ondas que inciden en Ry haran que las particulas de aire en el
resonador vibren de forma simpatica a las ondas incidentes, “el fluido compresible en el
resonador actia como un resorte” [33, p. 94], por lo que en el cuello del resonador se
generan ondas acusticas. Entonces, el fendmeno de resonancia se refiere a que siempre

ocurrira que n[léx] fuw(t) > n[léx] gw(t), es decir, la intensidad en el cuello L siempre es
tel0,T tel0, T

mayor cuando el tono puro incidente en Ry es ¢y.

En un resonador ideal, la frecuencia de resonancia ¢, se determina con la férmula
= co\/% [33, Ec. 3.601], donde ¢, es la velocidad del sonido en el aire, A es el area
de la seccion transversal del cuello, L es la longitud del cuello y V' es el volumen total del
resonador.

El resonador de Helmholtz ayuda como modelo o prototipo para comprender el fe-
némeno de resonancia acustica y extrapolarlo a casos més generales. Cualquier objeto
con cavidades, asi como cualquier lugar encerrado (habitacién, cueva, tunel, etc.), ten-
dran una o varias frecuencias de resonancia acustica asociadas (asi como frecuencias
de anti-resonancia), es decir frecuencias que el objeto o escenario: amplifica de manera
natural en respuesta a una onda sonora (resonancia), o bien atenia de manera natural
(anti-resonanicas)’. Los fendmenos de resonancia y anti-resonancia aplican también a
circuitos eléctricos, y especialmente a escenarios en mecanica donde se involucran resor-
tes [83, Sec. 9]°.

El ultimo fenémeno acustico que se menciona, es el de difusion, que corresponde a

"Un ejemplo muy ilustrativo de este fenémeno es la obra de Alvin Lucier: I Am Sitting in a Room (1969). La
obra es una grabacion de una serie de grabaciones construidas de manera iterada en vivo. Todo comienza
con Lucier grabando su propia voz en un cuarto, sea esta la grabacion 1, denotada G+, después reprodujo G
en el mismo cuarto y grabd (nuevamente) la respuesta del cuarto ante G; obteniendo asi una nueva grabacion
G>. De esta forma, la n—esima grabacion G.,,, se obtiene grabando la respuesta al cuarto ante la reproduccién
de G,_1. Cada iteracion filtra la voz a través de la respuesta del cuarto. Después de 31 iteraciones lo Unico
que se escucha son los tonos puros que corresponden a las frecuencias de resonancia del cuarto.

8En algunos casos, estos fenémenos son modelados con ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales,
por lo que la teoria de sistemas LIT aplica, y la funcién de transferencia asociada tiene toda la informacién de
las atenuaciones y amplificaciones de frecuencias. No se entrara en estos detalles.
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“la distribucion en el angulo solido de flujo de energia sonora” [87, p. 1358], y es de par-
ticular interés en el disefio de salas de concierto, teatros, cines, parlamentos, auditorios,
salones de conferencia etc, donde se busca que el sonido llegue a todos las personas de
manera clara y efectiva. Si bien muchos de estos problemas se pueden subsanar con la
ayuda de tecnologias de audio actuales, el problema del disefio de un correcto escenario
acustico sigue sin ser trivial. En el articulo “Architectural acoustics” [87] de 1966, Manfred
Schroeder explica las dificultades y factores importantes a tener en cuenta en el disefio de
una sala de concierto. Un trabajo mas reciente respecto a este tema se puede consultar
en [88].

Campo libre y campo difuso

Al combinarse los fendmenos mencionados hasta ahora en un lugar cerrado, se crean
una reberveracion, que corresponde a todas las interacciones que ocurren entre la on-
da sonora (fuente) y los obstaculos del escenario particular. Por lo anterior, se pueden
distinguir entre dos escenarios posibles.

El campo libre (o abierto) se refiere a un ambiente carente de superficies u obstacu-
los que puedan reflejar una onda sonora. Las camaras anecéicas buscan simular este
escenario. Las paredes de estos cuartos estan disefiadas para absorber lo mejor posible
cualquier onda sonora incidente. De este modo, todo cuerpo opaco dentro del campo libre,
Unicamente recibira el sonido directo (Fig. 3.8) de una fuente. Un ambiente como este, es
atil para estudiar la interaccion del sonido con algun objeto particular, ya que se tiene la
ventaja de poder prescindir de cualquier reflexion que pueda crear alguna interferencia no
deseada.

En contraste, el campo difuso es cualquier ambiente con obstaculos capaces de re-
flejar las ondas sonoras. Este ambiente es el mas comun para el ser humano (es raro que
encontrarse en un entorno anecoico).

3.2. ¢La propagacion del sonido es un sistema LIT?

Al buscar aplicar las definiciones y conceptos de la teoria del control al fenémeno fisico
de la propagacioén del sonido, una propuesta preliminar o punto de partida, es considerar
el sistema 4 = (R, X, U, ¢x) (asociado a un conjunto A C R?) donde:

1. A C R3, es no vacio y compacto, que se interpreta como la forma del lugar donde
se propaga el sonido (ambiente)®.

2. El espacio de estados X es el conjunto de los valores de la presion posibles en cada
uno de los puntos del medio de propagacién A, es decir X = R* (el sistema es de
dimension infinita).

3. El espacio de entradas es U = R, ya que las entradas admisibles del sistema son
funciones f* € %.(R), que corresponden a onda sonoras emitidas desde un punto
# € A. El sistema ©* es completo respecto al conjunto %,.(R).

9Es necesario tomar en cuenta (al menos) la forma del lugar, pues en la seccién anterior se mostré6 como
los fenédmenos de reflexion, difraccion, sombra etc., dependen fuertemente de los obstaculos, dimensiones y
en general las caracteristicas fisicas del lugar donde se emite la onda.
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4. La evaluacién ¢x (T, 0, g, %) de la funcion de transicion indica todos los valores de
la presion en cada punto de A al tiempo 7, en respuesta a un sonido f* : [0, 7] — R.

Ademas de lo anterior, es razonable considerar el sistema como invariante en el tiempo, ya
que un sonido emitido en un tiempo ¢y, no creara distintos efectos que un sonido emitido
en un tiempo t; > ¢y (desde el mismo estado z() en el ambiente A.

Para cada par de puntos en el ambiente, Py, P, € A, donde el punto P, correspondiente
a la posicion de una fuente sonora, y el punto P; corresponde a la posicion de recepcién
de la fuente, se define el “sub-sistema” E%mpl = (R, X, U, ¢) del sistema ©*, donde:

1. El espacio de estados X corresponde a los valores de presién en el punto P, es
decir X = R.

2. U = R corresponde al espacio de entradas, que en este caso son Unicamente fuen-
tes sonoras emitidas desde el punto F.

3. La evaluacion ¢(t,0, zg, f70) de la funcion de transicion indica el valor de la presién
en el punto P, en respuesta a una fuente f ¢ %.(R) de duracion 7 segundos.

El sistema Elémpl = (T,X,U¢) = (R,R,R,¢) ya es de dimensién finita y por tanto
candidato a la teoria expuesta en el capitulo anterior. Z;%D,Pl también es un comporta-
miento i/s Azé b0 = (R, X, U, A) (Def. 2.2.6), donde la funcion de respuesta \ es

0,P1’

AOT(FI0) = ¢(7,0,0, f10).

La funciéon X representa el valor de la presion en el punto P, € A ante cualquier fuente
sonora £,y en el tiempo final 7. Para relajar la notacién, sea

AP i=Aga (3.10)

Py,Py’

El comportamiento Af}l’ es el indicado para explicar la captura de HRTFs, pues cuando P;

es un punto cercano al canal auditivo humano, el comportamiento Af}f (o sistema’?) es el
que Watanabe y colegas mencionan en su articulo sobre captura de HRTFs: “la ruta de
propagacion del sonido desde la fuente de sonido en una direccion determinada hasta la
entrada del canal auditivo del sujeto” [19, p. 160].

Lo que se pretende discutir en lo que resta de esta seccion, es la siguiente afirmacion:

el comportamiento Aﬁ? es LIT continuo, es decir, es lineal, integral e

invariante en el tiempo, y ademas es UBIBO. (3.11)

La afirmacion (3.11) justifica el poder aplicar toda la teoria de obtencién de respuestas
al impulso, convolucion, funcién de transferencia etc, al fenémeno de la propagacion del
sonido (de un punto emisor Py, a un punto receptor P;). Sin embargo, se debe advertir, en
esta tesis no se justificara rigurosamente (3.11), solamente se mencionaran argumentos
para respaldarla.

Para justificar la afirmacién (3.11), se tienen al menos dos alternativas:

°En Ia literatura sobre captura de HRTFs, no se usa la terminologia de Eduardo Sontag, por lo que se usa
el término sistema como sinbnimo comportamiento (caja negra).
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1. verificar que el sistema 21%07131 es lineal, ya que de esta forma su comportamiento
asociado A7? es LIT (Obs. 2.2.30 y Prop. 2.2.32), o bien

2. verificar (3.11) directamente.

En ambos casos la invarianza al tiempo ya se cumple. La linealidad también es una
propiedad bien reconocida y usada en acustica cuando las intensidades no rebasan un
umbral.

Los fendmenos de pequeia amplitud se pueden describir con una buena apro-
ximacién en términos de ecuaciones lineales diferenciales y algebraicas. Dado
que los fenémenos acusticos son tipicamente de pequefia amplitud, el anali-
sis que acompafia a la mayoria de las aplicaciones de la acustica, en conse-
cuencia, se basa en una teoria linealizada, brevemente denominada acustica
lineal [33, p. 27].

Por tanto, no esta en tela de juicio considerar la funcion \°7(-) = ¢(r,0,0,-) como
lineal, es decir
AT (af T+ bg?) = ax®T(F10) 40X ("), (3.12)

El problema, o la dificultad yace en verificar los demas requerimientos que exige el sis-
tema axiomatico de Eduardo Sontag. Tomar la primer alternativa (verificar que el sistema
EémPl es lineal) implica verificar que E%O,Pl cumple la Definicién 2.2.26, es decir (entro
otras cosas), se debe verificar que se trata de un sistema continuo de clase C*, con lado
derecho g, tal que #(7,0,0, ff°) = £(7), donde ¢ es solucién (Gnica) de un PVI con la
forma £(t) = g(t,£(t), fF0(t)), £(0) = 0. Esta alternativa exige ahondar en las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el sonido. Una candidata inmediata a tomar en cuenta es la
ecuacion de onda (en una dimensién), sin embargo esta Ultima es una ecuacién parcial
de segundo orden, y (en principio) no es posible verla como una EDO lineal, ademas de
que hace falta tomar en cuenta los efectos de reflexién, refraccion etc, del ambiente A.

La segunda alternativa es mostrar que A]ﬁf cumple la Definicion 2.2.29, que (entre
otras cosas), implica verificar que

(a) A7 es un operador lineal (acotado),
(b) A77(0 @ f0) = AT f10), donde 0 es la enterada idénticamente igual a 0 en [o, 1),

(c) por la Proposicién 2.27, se debe mostrar que existe un kernel
K € L% (R>0, R?), tal que K(t,7) = K(t — 7) p.ct. 7 < ¢
donde A7 (f10) = [ K(7 — s) f(s) ds, para todo 7 € Rx.

El inciso (a) se justifica debido a lo mencionado en (3.12), ademas de que el operador
en efecto es acotado, pues un sonido siempre decae en intensidad (esto justifica también
que el comportamiento es UBIBO). El inciso (b) también se cumple, pues el sistema no
responde hasta que se emite un sonido en el punto P,. Respecto al inciso (c), Pablo
Fichtl [69, Cap. 1] menciona en su tesis como es posible justificar de manera heuristica
la existencia de un kernel para el comportamiento Aﬁ): tomando en cuenta el fenémeno

9Se presupone que esto se cumple siempre que 70, g™ € €.(R) y a,b € R>( sean tales que af + bg"o
no exceda una intensidad determinada, donde el sonido pierde la cualidad de ser lineal.
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de reflexion, un sonido f* dara como resultado en el punto de recepcion P; la suma de
“copias” del mismo sonido £, pero con cambios en intensidad y desfasadas en el tiempo,

asi se justifica que f7(t) Xy Jo K(7—s)f"(s)ds, donde K posee lainformacion de todas
las atenuaciones correspondientes para cada instante. Esta ultima concepcion esta muy
ligada al método de modelado acustico geométrico (ray tracing), donde se busca simular la
respuesta al impulso (discreta) de un cuarto con superficies interiores planas. Este método
considera la propagacion del sonido como rayos (rectas en R?) que parten del punto de la
fuente P, y siguen trayectorias (en todas direcciones) hasta llegar a una pared u obstaculo,
donde se “refleja” el rayo con el mismo angulo de incidencia (ley de Snell). Posteriormente
se analiza el conjunto de rayos cuya trayectoria coincide con un area (previamente elegida)
centrado en el punto de recepcién Py, y con esta ultima informacién es posible reconstruir
una Rl de un sistema LIT discreto.
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(a) [89, Fig. 1] (b) [90, Fig. 2]

Figura 3.10: (a) Representacion bidimensional del modelado acustico ray tracing, a partir de la
fuente (S) se proyectan rayos en distintas direcciones y Unicamente se toman en cuenta las tra-
yectorias que llegan al area del receptor (R). Cada rayo tiene asociado un retraso en el tiempo
respecto al sonido que incide de manera directa (r1), y también tiene asociada una intensidad,
tanto el retraso como la intensidad dependen del nimero de reflexiones y la longitud total de la
trayectoria. En (b) se busca representar graficamente el caso tridimensional (modelo de una sala
deconciertos), los rayos son las trayectorias que parten de la fuente y llegan a una zona cercana
al receptor.

En [89] se dan detalles de una técnica para este método de modelado. En [90, 91]
se puede consultar un resumen de las distintas técnicas de modelado geométrico para
reverberacion en cuartos'?, y en [93, Cap. 2] se discute el origen histérico de este método.

Todo lo mencionado hasta ahora muestra que hay distintos caminos posibles para jus-
tificar la afirmacion (3.11). Es legitimo hacer la critica: si no se da una prueba rigurosa
de (3.11) ¢ por qué habria de suponerse por verdadera? Una respuesta inmediata es que,
experimentalmente, al tratar el comportamiento A?f como LIT, se obtienen resultados fa-
vorables (como si en efecto se tratase de un sistema LIT continuo UBIBO), una evidencia
de esto ultimo es la efectividad de los filtros HRTF.

2Estos métodos son usados en la actualidad por su bajo costo computacional y eficacia (al menos para
tener una respuesta al impulso preliminar de la reverberacion de un cuarto). El paquete lanzado en 2018 para
Python: “Pyroomacoustics” [92] busca construir Rls de cuartos con fuentes y receptores arbitrarios utilizando
métodos geométricos.
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3.3. Medicion directa de HRTFs

3.3.1. Elimpulso en acustica y las senales de prueba (test signals)

Bajo la suposicion (que de ahora en adelante se dara por verdadera) de que A]];‘f en
(3.10) sea LIT continuo y UBIBO, se puede asegurar que Aj’;f tiene asociada una respues-

ta al impulso Kﬁf : R>p — R integrable (Obs. 2.2.35 y Prop. 2.3.4), Unica (Prop. 2.2.31),
que caracteriza el sistema mediante la convolucién continua (Obs. 2.2.35), y la cual se
puede aproximar tomando como entrada algun impulso (Def. 2.3.10). Recordando la Figu-
ra 2.3, al extrapolar el concepto de impulso al caso del sonido, se tiene que, grosso modo,
un impulso acustico es un sonido de duracién corta e intensidad alta. Desde el siglo pa-
sado, para lograr un sonido con estas caracteristicas, se ha recurrido a una variedad de
recursos como: “pistolas que disparan cartuchos de fogueo, globos que explotan o bolsas
de papel y fuentes de chispas eléctricas” [88, p. 315]. Estos ultimos métodos son efectivos
si los escenarios tienen dimensiones pequenas. Para el caso de un entorno mas grande
(por ejemplo una sala de conciertos), es necesario un sonido con mas energia. Manfred
Schroeder comenta como, ante la tarea de capturar las Rls de una sala de conciertos
(asociadas a distintos micréfonos distribuidos en toda la sala), tuvo que recurrir al uso de
un pequeno canon artillero (esto se desarrolla en el afno 1963):

Las mediciones exteriores del impulso del candn fueron alentadoras en cuanto
a energia, duracion de la rafaga y repetibilidad. Con el cafén colocado en
el escenario de la Filarménica y los micréfonos distribuidos entre el publico,
disparamos el canon. El fuerte estallido de energia envié ondas sonoras por
toda la sala que fueron captadas por todos los micréfonos. El fuerte sonido
llam¢ la atencién del director de la sala, quien entré inmediatamente y entr6 en
panico porqgue la visibilidad era mala debido al humo de la explosién. El director
prohibié més disparos e inmediatamente comenzé a intentar disipar el humo y
el olor del cafién antes de la actuacion de la noche [93, p. 4].

Actualmente hay herramientas disponibles més sofisticadas para emitir un impulso,
como un “altavoz omni-direccional” [88, p. 315].
En la teoria, emitir un impulso p’°(¢) y registrar el resultado en el punto P; corresponde

. sz A ¥ .z . . .
a realizar la evaluacion pfo % X(p'?) ~ Kﬁf, de la funcién de salida, es decir, se aproxima

la respuesta al impulso del comportamiento Aﬁ; (ver (2.32)).

Existen otras senales de prueba (test signals), a partir de las cuales también es posible
obtener la RI de un escenario acustico con ayuda de la sintesis (ver Fig. 2.7). La idea
bésica es la siguiente: sea fI’(¢) cualquier onda sonora con ancho de banda &4y, la
funcion de transferencia sinusoidal F(K 1) (&) = K} (i2n¢) (ver Obs. 2.4.8) cumplira que

F(KR)(E) =

f(?(f))@ VE € [0, Emind, (3.13)

F(f3)(€)

es decir, la funcién de transferencia sinusoidal (en el rango de frecuencias [0, {msx]) S€
puede obtener dividiendo la TF de la salida con la TF de la entrada. Posteriormente, la Rl
en el intervalo [0, &] se puede obtener aplicando la TF inversa al cociente en (3.13) (Teo.
2.4.7). Por ejemplo, una sefal de prueba usada en la actualidad es la sine sweep, que
esencialmente realiza un “pbarrido” continuo de todas las frecuencias audibles, detalles de
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esté método se mencionan en [94], y una implementacion de este método de captura se
puede consultar en [69, Sec. C3]. Otra sefal de prueba es el AOTSP o “impulso alargado
y optimizado de Aoshima”, los detalles de este caso se muestran en [95].

3.3.2. La teoria detras de la medicion directa de HRTFs

Con todo lo mencionado hasta ahora, es posible explicar el funcionamiento y escenario
de la medicién de HRTFs. Se considera un ambiente anecoico con un sujeto de pruebas
presente, y los comportamientos A, AL, donde L € R3 es un punto en el canal auditivo
izquierdo, R € R? el derecho y P € R? es cualquier punto alrededor de la persona, todo

esto desde el sistema de coordenadas referido a la cabeza o SCRC (Fig. 1.1). Sean Xf y

~P . . . . .
AR las funciones de salida respectivas. Producir un impulso p”(t) € %.(R), corresponde a
las evaluaciones

D)) = () ~ KE(8) y Aa(pP)() = k(1) ~ KR(1), (3.14)

que aproximan las respuestas al impulso K{', K € 4.(R) de los comportamientos en
cuestion. Las ondas sonoras kf’ y k% se capturan en los puntos L, R € R? con micréfonos,
por lo que se da la siguiente transicion entre representaciones del sonido:

P P P
kL — kL(l — ]’CL [(5] € EQ, (315)
~~ ~~~ —~——

onda sonora sefal analdgica sefial muestreada

y de igual forma para R. En las transformaciones (3.15), la Obs. 2.4.14 juega un papel
crucial, pues se esta haciendo la transicion de los comportamientos LIT continuos AL y
A%, a los comportamientos muestreados asociados Af 5 Y AL s> @ través del muestreo
de las respuestas al impulso (aproximadas) & y k&. Una frecuencia de muestreo adecua-
da (por ejemplo 6! = 44.1kHz), junto con un filiro anti-aliasing, en la sefial analogica antes
de muestrear, garantizaran que ki’ (9] simule el comportamiento original LIT continuo Af
al menos para frecuencias ¢ € [0, %} es decir, el espectro de Fourier de la convolucidon

. . . .. . ~P
discreta k{ ) * fis), sera el mismo que el de la convolucién continua EE s+ f70 ~ AL (f)
para tales frecuencias, y donde f|5 es una funcién muestreada con ancho de banda %

Tedricamente, las respuestas al impulso ki y k& deberian ser suficientes para emular
los estimulos de la localizacion de una onda sonora emitida desde el punto P, sin embar-
go, en la literatura se enfatiza que tales Rls se deben de “ecualizar”. En la practica, cuando
se busca capturar las Rls kf’ y k&, ocurre que estas no se obtienen en estado “puro”, sino
alteradas por las condiciones particulares de la camara anecoica junto con las caracteris-
ticas especificas del equipo de captura. Por lo anterior, es necesario considerar un tercer
comportamiento AL’ (con Rl ¢t’), esta vez con el sujeto de pruebas ausente, es decir, se
mide la Rl del escenario anecoico desde el punto de emision al origen del SCRC con el

sujeto de pruebas ausente. Sea entonces AOP[é] el comportamiento muestreado asociado

con RI q{f[&} y funcién de salida XOP[;. Se espera que el impulso (emitido desde el punto P)
capturado en la posicion del oido sea filtrado previamente por el comportamiento Al’, es
decir, para el impulso p”, a diferencia del caso ideal en (3.14), se prevé que k’f[é] *q§[5] sea

la Rl de Af[é] y kf[é] * qg[é] sea la Rl de AL - Esto ultimo justifica la definicion de HRTF
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“oficial”, encontrada en la literatura'®: la funcion de transferencia [eferidg ala cabeza o
HRTF (para cada oido) se define como la funcién de transferencia hfw y hi (5, donde

R [0]?
~P ~ =P A
- Mos(f) KL - Mes(fs) kR
pE .= Lo — y R =1 —_— U (3.16)
R (fs) o R (fs) o
05\J1[o] 06\J[9]

por lo que en el dominio tiempo, las igualdades en (3.16) corresponden a las Rls (llamadas
HRIRs - head-related impulse responses) dadas por

) —pP —1 _
hi s = Ans(fis1) * (Ma(f[s])) = ki * ()" Y (3.17)

~P ~P -1 _
hi s = AR s(fi) * (Ao(s(f[&])) = ki * (@)

Anadir el término (qéj[é])_l y (q{f[&])—l en las ecuaciones (3.16) y (3.17) se conoce como
la operacién de ecualizacién, y la motivacién detras (como se habia mencionado previa-
mente), es que ¢’ “contiene todos los factores externos de los HRTF medidos, incluida
la fuente de sonido y los equipos de reproduccién del sistema de prueba. [...] [la ecua-
lizacion] se puede utilizar para eliminar los efectos de las respuestas de las fuentes de
sonido en las respuestas de magnitud y fase de los HRTF” [20]. EI HRTF es la funcién
de transferencia obtenida con el cociente de las funciones de transferencia asociadas a
Afm y Ag[él [19] (y de manera analoga para el oido derecho). Estrictamente hablando,

las HRTFs Bf 5 Y i}ﬁ 1] correspondientes al comportamiento cuyas entradas son sonidos
emitidos en el origen del SCRC (con el sujeto de pruebas ausente) y cuyas salidas son
el sonido que llega al oido respectivo del sujeto de pruebas (desde el punto P) [97]. Tal
comportamiento no puede existir fisicamente y es contra-intuitivo, sin embargo, la motiva-
cion detras de la definicion (3.16) es eliminar las posibles alteraciones del escenario de
captura mediante la ecualizacion.

Con lo mencionado hasta ahora, el filtro HRTF asociado al punto P = (po, 6o, ¢0) (y @
una persona particular) en el dominio tiempo, se puede expresar como la funcién

HRTF(po,HO,qf)O) : EQ — EQXEQ

fi5g = HRTF(po,00,00)(fig) = (hf 15 * fis)s i 5 * fia)) »
(3.18)
que se debe interpretar como una sefal estéreo (la primer entrada se dirige al canal
izquierdo y la segunda al derecho). El filiro en el dominio de la frecuencia corresponde a
la funcion

—

HRTF(po,00,¢0) : € — CC x ¢°
(3.19)

fis — HRTF(po,00,%0)fl5 = (hf[g}f[é]ahﬁ[g]f[é])-

Se enfatiza que las Rls hf oL hk ) € {q tienen duracion finita, es decir, existe N € IN

®Dada por primera vez por Jens Blauert de acuerdo a Maller [96].
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tal que hf [5](k) = 0 para toda k£ > N. Un resultado que no se menciond en el capitulo
anterior, asegura que toda RI finita (sucesién de Markov finita), siempre puede realizarse
(ver [30, p. 293]), por tanto, como Af oY Aﬁ 15> Son realizables, las transformadas Z de las
Rls dan lugar a un cociente de polinomios en s € C con coeficientes en R (Obs. 2.3.19).

Desde el punto de vista del procesamiento las sucesiones hl 5 Y hﬁ (9] corresponden
a los coeficientes de un “filtro FIR” (finite impulse response) [98, Sec. 5.3.3] y [100].

Todo lo mencionado en esta sub-seccidn buscé explicar, tedricamente y desde un pun-
to de vista matematico, la razén de ser de la Ecuacién (1.1), que era una de las preguntas
que dieron origen a esta tesis. Como se menciond en la introduccién, sorprendentemente,
escuchar hf x fis) en el oido izquierdo, y hﬁ 8] * fi5) en el derecho por el misma persona
asociada a las Rls, crea la ilusién auditiva (tan realista que puede ser indistinguible del
escenario real [22] y [23, Sec. 22.3]) de escuchar f siendo emitida desde P'“. La Figura
3.11 busca ilustrar como el escenario real logra emular satisfactoriamente el escenario
simulado o virtual.

Escenario real

Escenario simulado

Figura 3.11: Escenario real (fisico) vs. escenario simulado o virtual del HRTF (DSP). Por
un lado, un sonido f es emitdo desde un punto P en SCRC, que al interactuar con el
ambiente da lugar a dos salidas en el oido. Por otra parte, en el escenario virtual se parte
de una funcion §-muestreada fi5, que es filtrada por el HRTF y emitida directamente en
los oidos.

La misma configuracion de captura de HRTFs aplica a cualquier ambiente, por lo que
este método funciona para modelar la audicién espacial en un sentido mas general, donde
se toma en cuenta la reverberacion. Esto ultimo da lugar a los filtros BRIRs (binaural room
impulse responses), que pueden ser capturados de manera analoga al HRTF (Unicamente
cambiando el ambiente anecoico por un ambiente particular con reverberacién), y en este
caso se les denomina BRIRs “medidos”, por otra parte, también es posible tomar un HRTF
en el dominio tiempo y convolucionarlo con la Rl de un cuarto para obtener una BRIR
“sintetizada” [96, Sec. 7].

Como se argumento en el capitulo anterior, la funcién de transferencia sinusoidal (Obs.
2.4.8) provee la informacién necesaria para saber en qué medida la amplitud y la fase es

“Esto puede considerarse como una evidencia empirica de la afirmacién (3.11).
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afectada por el comportamiento. En este caso la funcién de variable real y codominio
real & — |hf 5] (i27€)|, se denomina funcién de transferencia de magnitud, y la funcion

£ arg(ﬁf 5] (127€)) se denomina la funcién de transferencia de fase, ambas asociadas al
HRTF correspondiente al punto P en el SCRC. Los diagramas de Bode asociados a ambas
gréaficas ayudan a la investigacion de la audicién espacial, pues son una representacion
visual que sintetiza como son afectadas las frecuencias (audibles) del comportamiento
asociado al HRTF. Tales diagramas ayudan a comprender las llamadas pistas espectrales.
Esto ultimo se retomara con mas atencién en el siguiente capitulo.

3.3.3. Breve vistazo a la practica: captura de HRTFs en camaras anecdicas

El enfoque de la seccién anterior fue muy tedrico, en la practica se deben tener en
cuenta varios factores para una correcta medicion de HRTFs. En un reporte técnico pu-
blicado en 2014 [19], Watanabe y colegas documentan el procedimiento de captura de
HRTFs para 105 sujetos de prueba. La Figura 3.12 muestra la configuracion usada.

El diagrama muestra al sujeto de pruebas al centro de un arreglo de altavoces circular
de radio 1.5 m. Nétese como el eje interaural pasa por el centro del circulo y la punta de
la nariz esta alineada horizontalmente con las cavidades auditivas como en el SCRC (Fig.
1.1), tal alineamiento se realiza con ayuda de punteros laser colocados en la estructura
circular.

Anechoic room

Axis of rotation ™

]-‘)‘I_P"?S filter ADCowetter | |~ _[|"""""

PC Azmgplif;rm]) |—-| Switching array
Figura 3.12: Escenario de la medicién directa de HRTFs en [19]. Adaptado de [19, Fig. 1].

En este caso, el conjunto de puntos desde donde se emiten los impulsos B es

PB={(15600)cR |0 A, o€ E}, (3.20)
km km
donde A = {%eRyongH,ke]N}yE:: {EE]R] —3§k§8,keZ}.Esto

corresponde a una particiéon regular de 5° para el circulo en el plano XY y una particion
de 10° para el plano Y Z, en este ultimo considerando Unicamente los grados —30° =
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—37—20°, —10°, 0°, 10°, ..., 80°'°. De esta forma, la base de datos contiene (sin contar la
direccion 8 = 0, ¢ = 90°) (J]A||E|)105 = 90720 HRIRs o HRTFs.

Dado que el HRTF depende unicamente de la interaccion fisica del sonido con la ana-
tomia del cuerpo, también es posible (a expensas de obtener HRTFs no personalizadas)
utilizar maniquies (cabezas artificiales), disefiadas para investigacion acustica (Fig. 3.13
a), que dan lugar a HRTFs “genéricas”. Este ultimo método fue seguido en [29].

No existe una convencion para la forma de elegir el conjunto en (3.20) (especialmente
los angulos de acimut y elevacion). En un articulo muy reciente [26], You Zhang y colegas
adhieren esta problematica y buscan subsanarla con ayuda de redes neuronales, unifican-
do diez bases de datos de HRTFs (entre ellas esté la de Watanabe y colegas), que poseen
distintas maneras de tomar el conjunto 8 (Fig. 3.13 b). En relacion al trabajo en [26], un
intento por llegar a una convencion para un formato estandar para filtros acusticos es-
paciales, es la llamada “convencion SOFA” (Spatially Oriented Format for Acoustics), los
detalles se pueden consultar en el enlace: sofaconventions.org.

RIEC 3D3A CIPIC

2=, N - SADIE II Crossmod Llsten HUTﬁBS
(a) [29, Fig. 3] (b) [26, Fig. 1]

Figura 3.13: (a) Mediciéon de HRTFs con un maniqui KEMAR (Knowles Electronics Acous-

tic Research Mannequin). (b) Distintas formas de tomar los puntos de referencia para las

HRIRs de distintas bases de datos de HRTFs. “RIEC” corresponde al conjunto 98 en (3.20),
de la biblioteca en [19].

3.4. Observaciones finales

En este capitulo se buscé justificar como la teoria de los sistemas LIT es aplicable
al sonido y en particular en la captura de HRTFs. Para la comprension, obtencion e im-
plementacién de estos filtros intervienen distintas disciplinas, en este caso el enfoque fue
puramente tedrico, a continuacién se mencionan brevemente otros enfoques importantes
con bibliografia sugerente.

Otros enfoques

DSP. Desde el punto de vista practico del procesamiento digital de senales, el interés
esta en como lidiar con una base de datos de HRTFs (auralizacién, ver §1.1.2), y su
correcta implementacion tanto en linea como fuera de linea (dependiendo del objetivo
deseado). Si se esta tomando en cuenta el movimiento de la fuente sonora, ¢,cémo realizar

®Esta configuracién es similar a la usada en [21] (mencionada en §1.1.2), de hecho, Watanabe y colegas
mencionan basarse en tal configuracion.


https://www.sofaconventions.org

3.4. OBSERVACIONES FINALES 81

el cambio entre las convoluciones de las RlIs? (o su equivalente en el dominio frecuencia)
de modo que la trayectoria deseada coincida con las Rls respectivas. Esto se aborda en
[28,42,98,99]. Aunado a lo anterior, se tiene el problema de interpolacién: inferir un HRTF
intermedia entre dos puntos de captura, (por ejemplo, un HRTF situado entre dos puntos
inmediatos x,y € P en (3.20)), problematica que se aborda en [98, Cap. 6] y [49,100-103].
En esta misma linea de investigacién, es pertinente sefalar la tesis doctoral “A Model
of Head-Related Transfer Functions based on a State-Space Analysis” [104] de Norman
Adams, donde se aplican conceptos de teoria del control al manejo de una base de datos
de HRTFs para la implementacion de un espacio virtual auditivo (o acustico).

Enfoque técnico. En este enfoque se hace énfasis en las herramientas necesarias para
capturar las Rls y su correcto uso: la posicion especifica de los micréfonos en el canal
auditivo, tener en consideracién las funciones de transferencia del equipo de audio usado
(microfonos y altavoces que emiten el la sefal de prueba o impulso), la conversion rea-
lizada por el ADC y el DAC en el proceso de captura, etc. También se buscan métodos
para agilizar el proceso de captura. En [105], Song Li y Jirgen Peissig hacen una revisién
y sintesis de los factores técnicos (y también tedricos) a tener en cuenta para la captura
de HRTFs. Los articulos [19,97] también aborda detalles técnicos importantes a tener en
cuenta.

Modelado fisico. Dado que alun no se tiene un método efectivo para personalizar HRTFs,
se han hecho distintos esfuerzos para personalizar HRTFs, (brevemente clasificados en
§1.1.2 con base en el trabajo de Torres [18]). Desde el punto de vista fisico

...es posible especificar la presidén en el timpano para una fuente desde cualquier
ubicacién simplemente resolviendo la ecuacion de onda con condiciones de frontera
apropiadas para el torso, la cabeza y la oreja. No hace falta decir que esto es un
problema analiticamente y computacionalmente intratable [7, p. 199].

Para lidiar con esta “intratabilidad” se recurre a los métodos de simulacién numérica
denominados “BEM” (boundary element method) y “FEM” (finite element method), los
cuales son efectivos para personalizar HRTFs, pero tienen costo computacional muy alto
[106, Sec. 11.2.3]. En [18, Sec. 2.5] se mencionan distintos trabajos dedicados a este
enfoque (hasta 2014). [107] es un trabajo mas reciente dedicado a esta perspectiva. El
software de cédigo abierto MESH2HRTF lanzado en 2015, sintetiza HRTFs utilizando el
método BEM (detalles en mesh2hrtf.org).

¢Qué sigue?

Un tema que no se abordé en este capitulo, fue el papel de las HRTFs en la investi-
gacioén de la habilidad de audicidén espacial, pues en ellas estan capturadas (codificadas)
todas las pistas de la localizacién. Este tema se dejo de lado a proposito para enfatizar
la siguiente observacion: las HRTFs cumplen exitosamente con reproducir los estimulos
asociados a la localizacién y prescinden por completo de un conocimiento acerca del fun-
cionamiento del sentido del oido y las pistas que el sistema auditivo toma en cuenta para
la localizacion y la audicion espacial’®. En contraste, es vélido preguntarse 4cuales son

®En cierto modo, esta es la “magia” de la teoria de sistemas LIT, pues no es necesario saber el funciona-
miento y conducta interna de la caja negra, siempre se puede imitar el comportamiento mediante la respuesta
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y como operan las pistas de la localizacién?, ;qué informacién contiene el HRTF, como
para que el oido las interprete como el escenario real y reproduzca los estimulos de la
localizacion?, ¢ qué se debe tener en cuenta si se desea modelar un HRTF “desde cero”?
(tema que se abordara en el Gltimo capitulo). Para contestar estas ultimas preguntas, es
necesario adentrarse en el proceso de audicion, especialmente en el comportamiento y
modo de operacion de tales pistas.

al impulso y la convolucion (en el dominio tiempo), o la funcién de transferencia y el producto puntual (en el
dominio frecuencia).



Capitulo 4

Perspectiva general de los primeros
tres sectores del sistema auditivo y
una introduccion a las imagenes
auditivas de R. Lyon

s CTUALMENTE se tienen identificados muchos aspectos importantes sobre el pro-
ceso fisiolégico de la audicion humana, sin embargo, aun existe demasiado por
descubrir, especialmente a nivel del oido interno y el sistema nervioso central

= auditivo (SNCA). El sistema auditivo humano se puede dividir en cuatro secto-
res: oido externo, oido medio, oido interno y el SNCA.

Este capitulo busca exponer (a grandes rasgos) el proceso de audicién humana en los
primeros tres sectores del sistema auditivo con énfasis las posibles transformaciones y
transducciones que puede sufrir el sonido a lo largo del proceso. Esto con dos objetivos:
1. dar una breve introduccién al concepto de “imagen auditiva” de Richard Lyon, donde se
aplica la teoria de sistemas LIT al proceso fisioldgico de la audicién y 2. preparar el terreno
para los temas que se abordaran en el siguiente capitulo: las senales que el SNCA toma
en cuenta para realizar la localizacidén asi como su justificacion fisiologica.

Partes del sistema auditivo

El primer sector se compone de la oreja (o pabellén auditivo) y el conducto auditivo
externo. El timpano se considera parte del segundo sector y es una membrana que se
adhiere a un pequerio hueso llamado martillo, este a su vez se adhiere al yunque y este
ultimo se adhiere al estribo. La base del estribo esta en contacto directo con la céclea (a
través de la ventana oval). Los tres pequefios huesos se denominan huesecillos del oido.
En el oido medio también se encuentra una cavidad que conecta con el area nosofaringea,
denominada trompa de Eustaquio. La céclea es el elemento principal del tercer sector, se
trata de un hueso con forma de caracol que esté lleno de dos liquidos: perilinfa y endolinfa.
Los conductos semicirculares son tres conductos delgados en forma de arco y forman
parte de la coclea. La céclea se comunica con las fibras nerviosas auditivas (también se
denominan nervios acusticos o nervios vestibulococleares) y estas ultimas se comunican
a su vez al SNCA a través del 8*° par craneal. EIl SNCA es el cuarto y ultimo sector del
sistema auditivo y corresponde a partes especificas del tronco encefalico y el cerebro.
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En la Tabla 4.1, Yost caracteriza cada uno de los sectores antes mencionados por su
modo de operacién y la funcidon que cumplen. Esta tabla condensa aspectos fundamen-
tales del proceso de audicion y servira como apoyo y constante referente durante este
primer apartado dedicado a los primeros tres sectores del oido.

9

Sector I: oido

Sector II: oido

Sector lll: oido

Sector IV: SNCA

e Localizacién

e Estimulacién se-
lectiva de la venta-
na oval

externo medio interno
e Timpano
e Oreja e Huesecillos del e Coclea .
Partes Cond oido Fib ) Partes especificas
principales e Con ucto au- o Fibras nerviosas del cerebro
ditivo externo e Trompa de Eus- auditivas
taquio
. . ] . e Mecanica
Modo de Vibraciones de Vibraciones . oo L
L . L e Hidrodinamica Electroquimica
operacién aire mecanicas o
e Electroquimica
e Igualacion de
presion
e Proteccion e Coincidencia de o Filtrado de distribu- .
. e . ) o Procesamiento de
Funcién o Amplificacién impedancia cion

e Transduccion

informacién

Tabla 4.1: Caracterizacién de Yost de los cuatro sectores del sistema auditivo y las partes princi-
pales que lo componen. Tabla adaptada de [57, Fig. 6.1].
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De la fuente sonora al sonido incidente en la oreja

Considérese una onda sonora f¥ € %,.(R) emitida desde un punto P (4, ¢, p) del SCRC.
f¥ se registra en un punto inmediato a la posicion de la fuente que lo produce. Depen-
diendo del ambiente, por lo mencionado en el capitulo anterior (ver (3.10)), la primer trans-
formacién que sufre el sonido desde el punto de emisién a un punto inmediato en la oreja
corresponde al comportamiento Af para el oido izquierdo, y A% para el derecho con fun-

ciones de salida Xf y Xﬁ respectivamente, por tanto, la primer transformaciéon que se toma
en cuenta es B B o p
2o C(R) = C.(R) x C(R), o(fF) = (O, \m)- (4.1)

correspondiente a las funciones de salida de los comportamientos AL’ y AL conectados
en paralelo. Como referencia, Ao es el escenario real que se plantea en la Figura 3.11, y
se toma en cuenta como punto de partida para el proceso de audicion.

4.1. Oido externo y medio

El proceso de audicién comienza con la incidencia de Xf en la oreja izquierda o Xﬁ en
la derecha. S.p.g. sea fi(t) := Xﬁ(t). La oreja junto con el canal auditivo externo forman un
sistema complejo de resonancias y anti-resonancias que generan alteraciones en forma de
crestas y valles del espectro de Fourier de f1, y en funcién de la direccion de procedencia
de la onda [6, Sec. 2.2]. Tales alteraciones que amplifican y reducen determinados rangos
de frecuencias crean patrones que el SNCA es capaz de reconocer y asociar con una
determinada direccidn, dando lugar al reconocimiento de pistas monaurales o espectrales
[1], por esta razdn Yost (Tabla 4.1) menciona que una de las funciones del oido externo es
la de localizacién. Las pistas monaurales se explicaran con mayor atencion mas adelante
cuando se trate el tema de la localizacién.

Con lo dicho hasta ahora, se considera la transformacion
A C.(R) = 6.(R) (4.2)

donde \i(f1)(t) =: fo(t) es la onda sonora medida en el canal auditivo externo en un
punto inmediato al timpano después de haber sido transformada por la oreja y el canal
auditivo.

El timpano vibra de forma simpatica a la onda sonora f»(t) y transmite su vibracion en
cadena por todos los huesecillos del oido hasta la base del estribo, la cual esta acoplada
directamente a la coclea a través de la ventana oval. El timpano realiza la transduccion

Yo Go(R) — Gu(R) (4.3)

donde X2(f2)(t) =: fn3(t) describe la vibracién mecénica de un punto determinado del
timpano al tiempo ¢ y en respuesta a la onda sonora fs.

La trompa de Eustaquio permite la entrada del aire exterior a la cavidad del oido medio.
De esta forma la presién dentro en la cavidad se iguala a la presion atmosférica del exterior
y es posible la adaptacién a percibir el sonido a distintos niveles de presion atmosférica
[57, Cap. 6].
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Dos modelos para el timpano y los huecesillos

En este breve apartado se muestran dos modelos fisicos del timpano y los huecesillos,
no se ahondara mucho en los detalles te6ricos de cada modelo, el objetivo de abordarlos
es justificar la existencia de una transducciéon de ondas sonoras a vibraciones mecanicas
y a su vez la existencia de una amplificacion de las ondas sonoras que se generan en la
céclea.

Prensa hidraulica. Yost[57, Cap. 6] argumenta
que el funcionamiento del timpano y los hueseci-
llos es analogo al funcionamiento de una prensa A
hidraulica, pues existe una diferencia considera- !
ble entre el area efectiva del timpano que registra P
movimiento ante un sonido incidente (~ 55 mm?)
y el area de la base del estribo (~ 3.2 mm?).
Haciendo referencia a la Figura 4.2, debido al Ay
principio de Pascal' debe ocurrir que la presion
P, = 1 sea igual en cualquier punto del con-

A . . . F:
tenedor, en particular para el punto inmediato al 2
tapdn pequefio se tiene que P, = P, asi £2 = L1

Ay T A P,

y F, = #4355 Por lo tanto, si el timpano es empuja-
do con una fuerza Fy, se tiene que la fuerza final Figura 4.2: Prensa hidraulica. Contene-
en la base del estribo es F; = 3341 ~ 17F,. Auna- dor con dos aberturas y dos tapas movi-
do a lo anterior, los huesecillos martillo y yunque
actuan como un sistema de palancas, de 1.3 a 1
y la fuerza del martillo aplicada al yunque hace que este ultimo haga un efecto de pandeo
el cual “provoca una multiplicacion adicional por 2” [57, p. 74]. Con base en lo anterior,
Yost argumenta que la presién p; aplicada por el timpano a la cadena de vibraciones del
oido medio, puede escalar a la presién ps = (17)(1.3)(2)p1 = (44.2)p;. Con este modelo,
la presidn recibida en la céclea puede llegar a ser hasta 44 veces mayor que recibida por
el timpano, lo que corresponde a un incremento de 20 log;, (44) = 32.8690... dB.

les que sellan las aberturas.

Piston. El segundo modelo para el timpano y los huecesillos del oido es considerar el
sistema como un pistén sin masa ni friccién, en la Figura 4.3 se muestra el planteamiento
de Puria y Steele [108].

Tube 1: Ay, p1, & Tube 2: Ay, py, C
Incident wave—» [ _ : Figura 4.3: Modelo simplificado del
—— Transmitted wave sistema del timpano y los huecesi-
g L E o , llos [108, Fig. 1].

Rigid piston, no
mass, no friction

'El principio de Pascal para fluidos asegura que la presién aplicada a un fluido en un contenedor cerrado
es la igual en todos sus puntos.
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El conducto auditivo exterior se considera como un tubo 1 que tiene area transver-
sal A, densidad p; y velocidad del sonido ¢y, el pistdn conecta con el tubo 2 con area
transversal A, (que representa la ventana oval que conecta con la coclea), densidad ps y
velocidad del sonido c;.

Un tono puro fin(t) = B;sen(2m¢ot) incidente de forma perpendicular al piston, dara
lugar a fi(t) = Bysen(2m¢pt) (onda transmitida al tubo 2) y fiei(t) = By sen(2m¢ot) (onda
reflejada por el pistén al tubo 1). Siguiendo la teoria en [85, Cap. 5], el “coeficiente de trans-

mision” T' de la propagacion de la onda en el pistdn, es el valor T' = Gtr(((()]’ ?) [85, p. 223],
Oin ’

donde se cumple que o(z,t) = pcafgz’t) [85, p. 210], y donde f(x,t) : R x R>9 — R es

una onda sonora en propagacion. En este caso, se consideran fi,(t), fu(t) y fret(t) €nun

punto fijo z = 0 (en el piston), por lo que la funcién fi,(t) es equivalente a la funcién fi,(0, t)

con fin(z,t) = B;sen(yzx + 2wgpt) para algun v € R~ (lo mismo para fu(t) y fref(t)). Con

lo anterior, se tiene que

T on(0,1) pmw _ p2c2 B, 27 fo cos(2mPot) _ =B (4.4)
ain(O,t) plclm#w PlclBiW ZlBi’ '

donde z; = p1c1 Yy 21 = pace SON las impedancias acusticas especificas de cada fluido
(mencionadas antes en §3.1.2). Siguiendo la teoria en [85], para encontrar la razén %,
se parte de dos suposiciones: 1. la presion incidente en el pistdn y la presion reflejada es
igual a la presién transmitida

B; + B, = By, (4.5)
y 2. las fuerza del tubo 1 debe ser la misma del tubo 2
A1Biz1 — A1Br21 = Fupo 1 = Fubo2 = A2Bt2s. (4.6)

La fuerza de la onda reflejada es negativa pues va en direccién contraria al pistén. De
(4.5) se tiene B, = B, — B;, sustituyendo el valor de B, en (4.6) y desarrollando se llega a
que la razén entre amplitud de onda transmitida y onda incidente es

Bt 2@5
==+ = ) 4.
. 2
con a = % y 8 = Z.. Finalmente de (4.4) y (4.7) se llega a que . +a 5 = T. El modelo
«

de Puria y Steele indica que un tono puro incidente en el tubo 1 provoca un incremento
de 201og;(T) dB en la amplitud del tono transmitido al tubo 2 (céclea). Tomando? ¢; =
344m/s y co = 1500m/s, p1 = 1.225kg/m3 y py = 1029kg/m?, A; = 0.055m? y Ay =
0.00322m? (los valores de areas de Yost [57, Cap. 6]), se llega a que T ~ 34, por lo que el
incremento es de 201og;,(34) = 30.6295... dB.

Ambos modelos muestran como el incremento de la presion sonora en la ventana oval
oscila los 30dB. Este incremento es muy conveniente, pues como ya se menciond, la
céclea esta llena de liquido y la generacién de ondas sonoras en liquidos requiere mas
trabajo en comparacion con el aire (debido a la impedancia).

2Se toman valores usuales del agua de mar ya que desde un punto de vista puramente acustico, los
liquidos que llenan la coclea (perilinfa y endolinfa) “son esencialmente agua (un poco salada)” [3, p. 52].
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4.2. Oido interno

Las vibraciones mecanicas que son recibidas y amplificadas en la base del estribo
crean ondas acusticas acuaticas en la ventana oval, esto ultimo da lugar a la transforma-
ciéon

Az 6.(R) = €.(R) (4.8)
donde A3(fm3)(t) = fi(t) (ver (4.3)) describe la onda sonora (fluctuaciones de la presion,
esta vez respecto a la presién hidrostatica normal en el liquido perilinfa) medida en la
ventana oval después de haber sido amplificadas por el sistema del timpano y huecesillos,
y cuya generacion se debe al movimiento de la base del estribo, esta Ultima realiza la
transduccion del sonido como movimiento oscilatorio al sonido como onda sonora. f, se
origina en la ventana oval, y se propaga por la espiral de la coclea, puede recorrer la zona
de la rampa vestibular, la rampa timpénica o bien el conducto coclear (ver Figura 4.4).

Membrana
de Reissner

Conductos Membrana
semicirculares tectorial

de Corti /

/
Membr:;na
ba,silar

Area de la rampa
timpanica

Fibras
nerviosas
auditivas

Rampa timpanica
Membrana basilar
Organo de Corti
Conducto coclear
Membrana de Reissner

Perilinfa

Endolinfa

Figura 4.4: Partes significativas de la coclea para el proceso de audicién. Las flechas indican
como un sonido emitido en la ventana oval se dirige a la espiral coclear, que tiene tres conductos
principales: la rampa vestibular, la rampa timpanica y el conducto coclear. El helicotrema es el
punto donde la rampa vestibular se conecta con la rampa timpanica. Se presenta un corte trans-
versal de la espiral coclear para ilustrar que el 6rgano de Corti esté presente a lo largo de toda la
espiral y sobre la membrana basilar. Se sefala la posicion de la membrana tectorial que es uno
de los elementos del érgano de Corti. El dibujo de la membrana basilar busca evidenciar su forma
particular en vista transversal.

Los conductos semicirculares® no juegan un papel fundamental en el proceso de au-
dicion, su funcién esta asociada a ayudar el sentido del equilibrio mediante la recoleccion
de “informacion sobre la direccion de la gravedad y las aceleraciones de nuestra cabe-
za’ [3, p. 52].

Los elementos del oido interno que realizan el siguiente proceso de transduccién son
la membrana basilar y el érgano de Corti. Estos dos requieren de una mayor atencion.

3Que sorprendentemente se asemejan a un sistema de coordenadas tridimensional, pues pareciese que
cada uno estuviese ubicado de modo que coinciden con los planos XY ,YZy X Z.
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4.2.1. La membrana basilar (MB)

Sila coclea fuera una novela, sin duda la membrana basilar seria uno de los personajes
principales. La base de la MB se adhiere a la pared 6sea de la céclea, se encuentra entre
la ventana oval y la ventana circular, esta en contacto con la rampa timpanica y es parte
del conducto coclear, que recorre toda la espiral de la céclea. La membrana tiene una
longitud media de 35 mm y una forma muy particular.

/Base y zona de la ventana oval y ventana circular %
g
@
3
Q
(a) Forma de la MB en vista superior. Figura 4.5: MB en vista
superior y transversal.
Ventana oval .
—" Rampa vestibular §
— — 8
- _—eBase  Rampa timpanica 3
*~sVentana circular P P o

(b) Forma de la MB en vista transversal.

En la Figura 4.5 se representa la membrana y la coclea como si estuviesen “desen-
rolladas”, la base es rigida (vista transversalmente) pero angosta (vista superiormente), y
gradualmente al llegar al &pice en el helicotrema ocurre lo contrario: es suave y delgada
(vista transversalmente) y ancha (vista superiormente). El marco negro que encierra la
membrana representa la superficie 6sea de la espiral coclear. La MB recibe una atencién
especial debido a que es la parte de la cdclea que presenta una respuesta mecanica signi-
ficativa a un sonido que se propaga por la espiral coclear. El conocimiento del movimiento
y algunos de los patrones de respuesta de la membrana se debe en gran parte al trabajo
de Georg von Békésy. Las ondas sonoras originadas en la ventana oval producen una
onda viajera transversal (recordar la Figura 3.1) en la membrana [3, Cap. 2]. La Figura 4.6
ilustra este fendmeno. Aunado al fenédmeno de la onda transversal, esta el fenémeno de la
respuesta de la MB a dos tonos puros, el cual se describe a continuacion.

Comportamiento de la MB a un sonido compuesto de dos tonos. Una onda sonora
f(t) compuesta de dos tonos puros, es decir, f(t) = Asen(2wpot) + B sen(2m¢1t), emitida
en la ventana oval (se presupone que los tonos son audibles), causara una onda “viajera”
transversal en la MB, dicha onda tendra la caracteristica de tener dos valores maximos
(el desplazamiento vertical de la membrana es maximo) a lo largo de la membrana. En
palabras de Yost: “si la céclea recibe dos frecuencias diferentes simultdneamente, cada
una de ellas creara un desplazamiento maximo en diferentes puntos a lo largo de la MB”
[57, p. 95], Schnupp y colegas también mencionan este fendmeno: “diferentes frecuencias
crearan vibraciones maximas en diferentes puntos a lo largo de la membrana” [3, p. 62].
Haciendo referencia a la Figura 4.6, se considera la posicion de la membrana “congelada”
en un instante ty posterior a la emision del sonido compuesto de dos tonos puros. Al
tiempo ¢, se puede considerar la posicidn de la membrana como una funcién continua
f:10,b,] — R. El fendmeno descrito como “un desplazamiento méaximo en diferentes
puntos a lo largo de la membrana” se ve reflejado en dos puntos maximos f(zo), f(z1),
es decir se cumple que f(z9) > f(x)y f(z1) > f(x) paratodo x € [0,b,,] \ {zo,z1}- by, €S



90 CAPITULO 4. PRIMEROS TRES SECTORES DEL OIDO E IMAGENES AUDITIVAS

la longitud de la membrana y el eje x representa la posicion de la membrana en reposo.

y Rampa vestibular Figura 4.6: Onda
(zo, f(z0)) (z1, f(21)) transversal en la
Y MB en respuesta
a un sonido com-
Ny puesto por dos
Puntos maximos tonos puros.

Rampa timpanica

/

BWa091|9H

C
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Lo anterior implica que la MB responde mejor a ciertas frecuencias en determinadas
posiciones a lo largo de ella, a este fendmeno se le conoce como tonotopia de la MB.

La tonotopia de la MB. En la coclea existen dos fuentes de resistencia mecanica que
afectan cualquier sonido que propagado por la rampa vestibular: “una proporcionada por
la rigidez de la MB, la otra por la inercia de los fluidos cocleares” [3, p. 56]. La rigidez
mencionada se refiere a la vista transversal de la Figura 4.5. Ambas resistencias se en-
cuentran opuestas, pues a medida que la rigidez de la membrana disminuye, la “inercia”
de un sonido propagado por el liquido coclear se pierde (conforme se propaga por la ram-
pa vestibular). Lo anterior provoca que un sonido tome una trayectoria “comprometida”, es
decir, una trayectoria:

...suficientemente larga como para que la rigidez ya haya disminuido un poco, pero
no tanto como para que la resistencia de inercia [inertial resistance] ya haya crecido
dramaticamente. Y debido a que la resistencia de inercia depende de la frecuencia,
el compromiso Optimo, el camino de la resistencia més baja en general, depende
de la frecuencia. Es largo para frecuencias bajas, menos afectadas por la inercia, y
cada vez mas corto para frecuencias mas altas [3, p. 57].

De esta forma se le asigna una tonotopia a la MB, es decir “cada punto de la membrana
basilar tiene su propia ‘'mejor frecuencia’, una frecuencia que hara que este punto de la
membrana basilar vibre mas que cualquier otro” [3, p. 57]. La base de la membrana tiene
preferencias por frecuencias altas y a medida que se avanza por la espiral coclear la
frecuencia disminuye hasta llegar al helicotrema. Basandose en diversos estudios y datos
empiricos, Greenwood [109] propone la siguiente funcion

T(x) := 165.4(10%9% — 1), (4.9)

la cual busca modelar la tonotopia (frecuencia) 7'(x) de la MB en funcién de la distancia
z (en milimetros), desde el helicotrema a la base. Para x = 1 mm (punto cercano a la
punta de la MB en el helicotrema) se tiene la frecuencia 7'(1) ~ 24.5Hz, y para x = 35mm
(longitud media de la MB humana), se tiene que 7'(35) ~ 20,657.2Hz, por lo que es un
modelo acorde con el rango de frecuencias audibles del oido humano. La Figura 4.7 (a)
presenta la distribucion de las frecuencias a lo largo de la membrana. Se presenta la vista
superior de la membrana (Figura 4.5 (a)), y la escala de grises indica el nivel de rigidez
de la membrana en esa posicién. La Figura 4.7 (b) muestra las distintas distribuciones la
funciéon de Greenwood graficamente en la membrana. Los numeros fuera de la espiral son
las frecuencias asociadas y los numeros marcados de manera regular son la distancia
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desde el apice en mm. Lyon afade 88 circulos dispuestos a lo largo de la membrana,
que corresponden a las frecuencias de las notas musicales de la escala temperada desde
Ao = 27.5Hz hasta Cg = 4, 186 Hz, (las 88 teclas del piano).

Figura 4.7: Tonoto-
pia de la membrana

3000 basilar.

(@) [3, Fig. 2.3]. (b) [23, Fig. 14.10].

Apoyandose en los fendmenos de la tonotopia y los puntos maximos en respuesta a
dos tonos, Yost menciona (Tabla 4.1), que una de las funciones principales del oido interno
es el filtrado de distribucidn, es decir, un sonido se “descompone” y se distribuye en la MB
tomando una nueva representacion: ondas transversales en la membrana que tienen pun-
tos maximos asociados por la tonotopia. Aunque lo anterior esté comprobado, “tratar de
deducir el tono de un sonido desde donde las amplitudes de vibracién de la membrana
basilar son maximas es a menudo imposible” [3, p. 62], por lo que aln estan en debate e
investigacion por la comunidad cientifica los detalles de la relacién entre ondas sonoras re-
cibidas en la ventana oval y el movimiento en la MB que estas provocan. “No tenemos una
imagen muy detallada de cédmo responde realmente la membrana basilar a los sonidos
complejos en varios niveles de sonido” [3, p. 72]. “La comprension actual de cdmo surgen
las propiedades del movimiento de la membrana basilar es incompleta” [110, p. 440]. Al
margen de esto ultimo, se sabe que la MB: (1) responde mejor (mediante ondas transver-
sales) a ciertas frecuencias en determinados puntos a lo largo de ella (tonotopia) y por
ende “actia como un banco de filtros mecanico que separa los diferentes componentes
de frecuencia del sonido entrante [en la ventana oval]” [3, p. 64], y (2) es el elemento del
oido interno que realiza la transduccién de ondas sonoras acuaticas en movimiento meca-
nico, este movimiento ya no se trata de una oscilacién (como en el caso del timpano o los
huecesillos del oido medio), ahora es un movimiento que consiste en ondas transversales
en ella.

Con base en lo mencionado hasta ahora, se tiene que la onda sonora f, originada en
la ventana oval y proveniente de la transformacién A3 en (4.8), es transformada por la MB
en una funciéon que modela la posicion de la membrana al tiempo ¢, es decir, se considera
la siguiente transformacion*

M C(R) = CY2(Rsg x [0,by]) (4.10)

donde M\4(f1)(t) =: fus(t,z) es la funciéon que describe la posicion de la MB al tiempo ¢
(b, es la longitud de la MB). La funcion f en la Figura 4.6 es la funcién fus(to, z) para to

“Las transformaciones que se proponen a partir de ahora (concretamente en (4.10), (4.11) y (4.12)), son
(en esencia) las que propone Licklider en su articulo A duplex theory of pitch perception [111], el cual se
abordara mas adelante.
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fijo. CO(R>o x [0,b,,]) es el conjunto de funciones continuas (con la norma uniforme) de
Rso x [0,by,) en R.

Se asume que el movimiento de la membrana basilar capturado en la funcién fyg(t, =)
codifica toda la informacion que se envia desde la ventana oval, y es el responsable de
activar el érgano de Corti para seguir con el proceso de audicién.

4.2.2. El 6rgano de Corti

Adherido a lo largo de la MB se encuentra el 6rgano de Corti cuya funcion es la trans-
duccién del sonido codificado por el movimiento de la MB en sefales electroquimicas.
Visto transversalmente (como se presenta en la Figuras 4.8 y en la ampliacién de la Figu-
ra 4.4) el érgano posee de tres a cuatro hileras de células ciliadas exteriores y una hilera
de células ciliadas interiores, llamadas asi porque poseen pequefnos pelos en sus extre-
mos que se denominan estereocilios (EC), la altura de los EC varia de forma gradual (ver
ampliacién de la Figura 4.8). En la punta, cada EC esta unido por una estructura proteinica
denominada tip link. En contacto cercano con los EC esta la membrana tectorial.

Estereocilios
Tip-link .
Figura 4.8: Corte transversal

del 6rgano de Corti. La MB
Célulaciliada  S€ €Ncuentra en la base. Se
(ccly presenta una ampliacion de
la punta superior de una cé-
lula ciliada exterior. Las fle-
chas buscan ilustrar como
los estereocilios (cuyo tama-
fo es gradual) se desvian de
su posicion normal debido al
empuje de la MB. Edicién so-
, ; e bre imagen meédica de Ser-
./r;ﬂ pawans / D vier Medical Art.

Membrana basilar (MB) Fibras nerviosas auditivas
(en conexion con el
8vo par craneal)

Célula ciliada Membrana tectorial

exterior (CCE)

Cuando la MB se mueve, los EC son empujados contra la membrana tectorial provo-
cando que se inclinen o desvien de su posicion en reposo, lo que produce una tensién en
la estructura tip link. La tension en la tip link causa la apertura de canales de iones que
permiten la entrada de iones de potasio positivos (K 1)° a los EC. La ampliacién que se
muestra en la Figura 4.8 busca ilustrar este fendmeno, las flechas en la celulas ciliadas
exteriores representan su movimiento en respuesta a la vibracién de la MB (también se-
fialada con flechas) y se representa la desviacion de los EC. Un mayor estiramiento de la
tip link significa la apertura de mas canales de iones. La apertura de los canales permite

5La endolinfa que llena el conducto coclear tiene una alta concentracién de iones de potasio positivos, esto
es lo que hace que se diferencie de la perilinfa. La alta concentracién de K se debe a la stria vascularis, una
estructura en el conducto coclear que esta secretando constantemente dicho ion. El conducto coclear sano
tiene un potencial de 80 mV [3, Cap. 2].


https://smart.servier.com/smart_image/organ-of-corti/
https://smart.servier.com/smart_image/organ-of-corti/
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la entrada de una corriente despolarizante hacia el interior de la célula ciliada, ademas:

...debido a que la corriente de K* permitida en la celda es proporcional al
namero de canales abiertos, el patron de vibracion mecanica se traduce asi en
un patrén analogo de corriente despolarizante. Cuanto mayor sea la desviaciéon
de los estereocilios, mayor sera la corriente. (...) Por lo tanto, esperamos que la
diferencia de voltaje a través de la membrana de la célula ciliada aumente y dismi-
nuya periddicamente en sincronia con la vibracion de la membrana basilar [3, p. 67].

De este modo, para un punto fijo a lo largo de la MB, hay una relacion directa entre el
desplazamiento vertical de la MB y la cantidad de corriente que genera la célula ciliada,
esto ocurre para ambos tipos de células ciliadas, sin embargo hay diferencias significativas
entre ambas.

CCls

Un experimento [112] (mencionado también
en [3, Cap. 2]), que consistié en medir los cam-
bios de voltaje de una CCI de un cuyo, encontro
que para tonos bajos, la CCI presenta un patrén

AAAA

sinusoidal de corriente alterna (CA) y a medida
que incrementa la frecuencia se comienza su-
primir la componente de CA y comienza a apa-
recer una componente de corriente directa (CD)
cada vez mas significativa. La Figura 4.9 regis-
tra el resultado del experimento en cuestion. Se
muestran los cambios del voltaje en una CCl en
respuesta a un tono puro (marcado en hercios
a la derecha de cada sefal) a un volumen de
80dB SPL y en un intervalo de tiempo 70 ms. A
los 2000 Hz se comienza a apreciar una compo-
nente significativa de CD y a medida que sube
la frecuencia la componente de CA desaparece
gradualmente para ser reemplazada por com-
pleto por la componente de CD. El experimen-
to sugiere que en la cdclea humana ocurre un
fendmeno similar, a saber, para frecuencias ba-
jas, los voltajes de las CCls responden con una
corriente alterna que es analoga al movimiento
de la MB (y a su vez al tono puro al que res-
ponde dicha membrana), pero a medida que la
frecuencia aumenta, al voltaje de las CCls se va
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Figura 4.9: Resultados del experimento de

afadiendo un componente de DC que “se des-
b g Palmer y Russell. Adaptado de [112, Fig. 9].

polariza al aumentar el nivel de sonido, pero no
sigue los ciclos individuales de la forma de onda del estimulo” [3, p. 82]. Por ultimo, es
importante mencionar que las CCls también realizan una tarea de compresion, es decir, si
el movimiento en un punto de la MB tiene mucha amplitud, la CCl correspondiente a ese
punto no excedera un umbral de intensidad [23, Cap. 1].
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CCEs

Una diferencia importante entre las CCEs y las CCls es que los estereocilios de los
CCEs vibran con las ondas de la MB®, de este modo las CCEs presentan dos respuestas
a las ondas en la MB: un movimiento de desviaciéon (que comparten con las CCls) y un
movimiento oscilatorio perpendicular a la superficie de la membrana tectorial (que no po-
seen las CCls). Las CCEs siempre estan en contacto directo con la membrana tectorial y
una de sus funciones mas importantes es amplificar un sonido recibido. El proceso de am-
plificacion de las CCEs ocurre mediante un ciclo de retroalimentacién donde la onda en la
MB hace que los EC de las CCEs vibren, provocando que la MB se mueva nuevamente, lo
que causa que esta vuelva a empuijar los EC. Este bucle de retroalimentacién es “capaz de
agregar cantidades bastante sustanciales de energia mecénica a vibraciones muy débiles
de la membrana basilar” [3, p. 70], sin embargo este proceso de amplificacion adn no se
comprende del todo: “¢ qué, por ejemplo, impide que este ciclo de retroalimentacion meca-
nica se salga de control? [3, p. 70]. Este mecanismo de amplificacién tiene preferencia por
sonidos de baja intensidad, es decir, los sonidos débiles reciben una mayor amplificacién
en comparacién con los sonidos fuertes, a este fenémeno se le denomina no linealidad
compresiva (compressive nonlinearity).

La amplificacion que proveen las CCEs juega un papel fundamental en el proceso de
audicién, pues un dafo en estas células implica un grado significativo de discapacidad
auditiva [3, Sec. 2.3]. En el apartado dedicado a la membrana basilar se mencion6 que
aun no se comprende por completo la respuesta de la membrana a sonidos complejos a
distintas intensidades, esto se debe en parte al ciclo amplificacién de las CCEs.

Resumiendo, las CCE amplifican las ondas mecéanicas de la MB, mientras que las
CCI generan una senal de voltaje que refleja el movimiento de la MB (transduccién). Las
senales de las CCI son andlogas a la oscilacién de la MB para frecuencias bajas y a
medida que la frecuencia incrementa se afiade una componente de CD que opaca cada
vez mas la componente de CA.

Con base en lo dicho hasta ahora, considérese una particion Pyg de la MB (intevalo
[0,b] € R), Pug = {x1,...,2n}, donde 0 < z; < z3 < ... < z, = by,. De esta forma se
propone la transformacion

X5 : Cg(R>0 X [O,bm]) — CKC(R)”
fMB(taz) = (hl(fMB(taml))7""hn(fMB(taxn)))a

As(fue(t, ) = (hi(fus(t, 71)), -, hn(fums(t,2,))) €S el vector de n entradas donde cada
funcion h;(fus modela las fluctuaciones de voltaje respecto al tiempo de una CCl en un
punto z; de la MB. Cada f(t,z;) corresponde al movimiento de la membrana basilar en
un punto fijo z; y la funcién h;(t) ahade las modificaciones propias de la CCl: compresion,
amplificacion, uso de CA para tonos graves con una componente de CD, cada vez mas
significativa para tonos agudos.

(4.11)

8Existe un video de un estereocilio (de un cuyo) aislado y visto en el microscopio “bailando” al ritmo de
una cancion, el estereocilio recibié la sefial analoga a través de una pipeta. El experimento fue realizado por
Jonathan Ashmore y colegas. El video pude verse en la pagina asociada al libro de Schnupp, Nelken y King:
auditoryneuroscience.com.


https://auditoryneuroscience.com/ear/dancing_hair_cell
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4.2.3. Fibras nerviosas auditivas

El siguiente paso de la transmisidén de informacién sonora es la comunicacién de las
células ciliadas con las fibras nerviosas auditivas. Las CCls y CCEs se comunican con
fibras nerviosas “tipo I” y “tipo 1I” respectivamente. Respecto de las fibras nerviosas tipo
Il, Schnupp y colegas mencionan que se sabe muy poco de su funcién, es dificil acceder
a ellas para estudiarlas, ademas de que “parecen inadecuadas para el propésito de pro-
porcionar el flujo rapido de informacién detallada requerida para un sentido agudo de la
audicién” [3, p. 55], asi, la atencién recae en las fibras tipo I.

Cada CCI se conecta con diez a veinte fibras tipo |, estas fibras estan formadas por
neuronas tipo | capaces de una rgpida transmisién de informacién, la manera en que las
CCl se comunican con las fibras es la siguiente:

Las sinapsis en la pared de la célula ciliada interna detectan cambios en el
voltaje de la membrana con canales de calcio activados por voltaje y ajustan la
velocidad a la que liberan el glutamato transmisor de acuerdo con el voltaje de
la membrana. (...) cuanto mayor es el flujo de corriente, mas despolarizado es
el voltaje de la membrana y mayor es la liberacién de glutamato. (...) Cuanto
mas vibra una parcela particular de la membrana basilar, mayor es la tasa de
activacioén de las fibras del nervio auditivo que provienen de esta parcela [3, p. 76].

Lo significativo de la cita anterior para esta tesis, es que las CCls convierten el voltaje
en senales compatibles con el sistema nervioso, y ademas estas sefales preservan la
informacion enviada desde la MB. Las senales que maneja el sistema nervioso auditivo
son trenes de disparo (también llamados impulsos nerviosos) [3, Sec. 2.4], fenbmeno que
consiste en una secuencia de impulsos eléctricos, disparos (0 “potenciales de accion”),
que realiza una neurona determinada y transmite a sus vecinas. Para el caso de las fibras
nerviosas auditivas, debe existir informacion sonora implicita o codificada en cada tren de
disparo que genera una CCI. Ruyter [113], menciona que existen al menos dos métodos
para codificar un tren de disparo: 1. verificar si el patron temporal entre disparos es signi-
ficativo, o 2. considerar el tren como “ruido que se debe promediar para revelar sefales
significativas” [113, p. 1805]. En este caso ocurre que ambos métodos son significativos,
el primero por el fenébmeno “phase locking” y el segundo porque da lugar a los histogra-
ma de tiempo de periestimulo o PSTHSs (peristimulus time histograms). A continuacién se
abordan someramente ambos fenémenos.

Phase locking o aseguramiento de fase

Parrafos arriba se argument6 como, en respuesta a frecuencias bajas, una CClI produ-
ce una corriente alterna que es similar al tono puro (Fig. 4.9), resulta que la respuesta de
una de las fibras asociadas a dicha CCI, es un disparo casi en sincronia con la cresta del
tono en cuestién, pero que no ocurre siempre, de modo que se considera un fenémeno
aleatorio [3, Cap. 2], la Figura 4.10 busca representar este fenémeno.

De este modo, el fendbmeno phase locking (que se puede traducir como “aseguramien-
to de fase”) ocurre cuando una fibra nerviosa se “asegura” a una frecuencia y comienza a
disparar en sincronia con la aparicion de algunas crestas de un tono puro.

Muy ligado al fendmeno de aseguramiento de fase esta el fenémeno “volley principle”
(que se puede traducir como “principio de torrente”), tal principio supone que las fibras
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Figura 4.10: Fenédmeno de phase locking.

Simulacién del registro del disparo de una

fibra nerviosa auditiva en respuesta a un

. tono de 100 Hz (linea gris). Se observa co-

h \' H “ ‘ mo cada disparo ocurre cerca de la cresta

Mf*f“f“*”"?"“wwlk“w‘\#WW'M,fW"“"“‘“ﬂWq"h’“‘ﬁW 4‘ del tono pero no de manera exacta y no
! 1

0 l;”‘W"WW siempre. Figura tomada de [3, Fig. 2.14].

ldwJ.w.wﬁmeWmW Joi

nerviosas asociadas a una CCI (que son de diez a veinte) se complementan entre ellas
para llenar informacion faltante y asi tener la informacién completa de la actividad temporal
de cada tono puro.

En otras palabras, “si una fibra nerviosa se
salta un ciclo particular de estimulo sonoro, otra ~ simies \ AN\ N\ N\ AN\
fibra nerviosa vecina puede marcarlo con un
impulso nervioso” [3, p. 84]. La Figura 4.11,
busca ilustrar el principio de torrente junto al  Fiver2
fendbmeno de aseguramiento de fase. Ambos  Fiers
fendbmenos permiten al oido llevar informacién ... _1
temporal’ a través del conjunto de fibras ner-
viosas para tonos de hasta 5 kHz para el gato,
9kHz para el buho y desconocido para el ser
humano [54, Cap. 6]. El fenédmeno de phase comined { | 1 L L 4 111
locking es importante para tareas auditivas co-
mo juzgar el tono o altura (pitch) de un sonido Figura 4.11: Volley principle o principio de
complejo (por lo tanto es fundamental para la torrente, las fibras en aseguramiento de fase
audicion musical) o la tarea de realizar la locali- se complementan entre si para capturar por
zacion, como se vera mas adelante, através de completo las crestas de un tono puro. Figura
las pistas de diferencias de tiempo interaurales. tomada de [114, Fig. 2.4].

" | | | | |
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| | | | |
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PSTH

Los PSTHs son histogramas donde el eje de las abscisa representa la duraciéon de
un estimulo determinado, dividida en intervalos de tiempo iguales (bins) y el eje de las
ordenadas la probabilidad frecuencial (en disparos por segundo o Hz®) de disparo de una
neurona para cada bin. Un PSTH proviene de un raster plot o spike raster que también
es una representacion bidimensional, donde el eje de las abscisas representa la duracién
del estimulo y en el eje de las ordenadas se presenta el nimero de ensayo, donde en
cada renglén registra el tren de disparo asociado al estimulo para una neurona fija. La
Figura 4.12 presenta un ejemplo de un raster plot con su respectivo PSTH. Se trata de
un experimento realizado por Wright y colegas [115] donde se registraron los trenes de
disparo de una neurona (localizada en una zona cerebral dedicada a la audicién) de un
pajaro pinzén cebra. Cada tren de disparo se registrd en respuesta a un estimulo sonoro
fijo.

En A, se muestra el Spike raster de 4 s de duracidn que registra los trenes de disparo
de una neurona del pajaro en respuesta al estimulo sonoro. Se hicieron ochenta ensayos

’La informacién temporal se refiere a tener la capacidad de reconocer el tiempo entre crestas del tono
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Figura 4.12: Ejemplo de un spike raster y su respectivo PSTH. Adaptado de [115, Fig. 1].

(marcados a la izquierda cada 20 lugares en el eje de las ordenadas). B corresponde
al PSTH asociado al spike raster A, el tamano de los bins fue de 1ms, se presenta la
escala de 50 Hz o 50 disparos por segundo (spikes / s). La forma de convertir un raster a
un PSTH es mediante kiEB donde k; es el nimero de disparos en el bin i—ésimo (en este
caso hay 4000 bins), E el nimero de ensayos (en este caso E = 80) y B el nUmero de
bins en un segundo (en este caso B = 1000). C es la sefal analoga (fluctuaciones de
voltaje) del estimulo sonoro: pajaros de la misma especie cantando. D es una ampliacion
del segmento que se muestra en el recuadro de A. La barra negra en la parte inferior
representa un tiempo de 50 ms.

El PSTH es importante por lo siguiente: recordando la tonotopia de la MB (Fig. 4.7),
existe evidencia de que las fibras nerviosas preservan esta misma tonotopia, es decir,
ante un tono puro f(t) = Asen(2m¢ot), hay mayor actividad neuronal (mayor cantidad
de trenes de disparos con frecuencias de disparo significativas en comparacion con otras
fibras vecinas) en las fibras conectadas a la CCl que se localiza en el punto de la tonotopia
de la MB correspondiente a la frecuencia ¢y. Por lo tanto, cada fibra nerviosa auditiva tiene
una frecuencia caracteristica, que es la frecuencia que le corresponde en el lugar de la
tonotopia de la MB a través de la posicion de la CCl a la que se enlaza la fibra en cuestion.
De este modo “el patron de vibracion en la membrana basilar se traduce en un cédigo de
ritmo-lugar’ neuronal en el nervio auditivo” [3, p. 76].

Ante un sonido percibido, se espera que al 8'° par craneal se le transmita una serie de
trenes de disparo correspondientes a cada fibra nerviosa las cuales se pueden ordenar

puro.
8No se debe confundir la frecuencia probabilistica de veces que hubo disparo de una neurona (como es el
caso del PSTH), con la frecuencia de disparo de una neurona (disparos por segundo), por ejemplo.
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por frecuencia. Todo lo anterior desemboca en la siguiente afirmacion: la representacién
sonora que el 8'° par craneal le entrega al SNCA se asemeja al de un espectrograma, en
el sentido siguiente: “cuando comparas el espectrograma con las respuestas neuronales,
notaras una relacién clara y directa entre la energia del sonido y las distribuciones de
frecuencia de activacién neuronal [PSTH]” [3, p. 80]. La Figura 4.13 ilustra esta ultima
afirmacién, se trata de un experimento [116] (también mencionado en [3]) realizado por
Delgutte, que consistié en lo siguiente.

1. Serealizaron 8 PSTHs, cada uno asociado a la respuesta de entre 2 a 7 fibras nervio-
sas auditivas de un gato, al estimulo sonoro de una voz pronunciando el enunciado
“Joe took father’s green shoe bench out’”.

2. Las fibras nerviosas de cada histograma se eligieron tal que la frecuencia carac-
teristica ¢;, i € {1,2,...,8} de cada fibra se encuentre en un ancho de banda
de media octava (respecto a una frecuencia fija), es decir, para cada histograma
las frecuencias caracteristicas de las fibras elegidas se encontraron en el inter-
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valo (?6,@ (2112)6> — (%,cbi\/i) C R con 400 < ¢; < 4000 para cada
(2%) :

i €{1,2,...,8}. Las frecuencias ¢; se representan con pequefias marcas en el eje
de las ordenadas de la Figura 4.13 A (en el articulo no se especifican las frecuencias
concretas).

Se apilaron los histogramas de menor a mayor frecuencia y se comparoé el arreglo con
el espectrograma correspondiente al estimulo sonoro. Como resultado se observa una
clara relacion entre el arreglo de PSTHs (Delguette llama este arreglo “neurograma”) y
el espectrograma de estimulo por lo siguiente: un volumen de sonido significativo en un
determinado rango de frecuencias del espectrograma (escala de grises) corresponde a
una frecuencia de disparo significativa en los histogramas correspondientes o cercanos al
rango de frecuencia en cuestion, también se observa que ambas representaciones com-
parten el mismo instante de inicio de la actividad sonora u onsets®.

La tesis final (respecto al tercer sector del sistema auditivo) de Schnupp y colegas, es
que las fibras nerviosas auditivas terminan por entregarle al SNCA la informacidén sonora
en una representacion que se asemeja al de un espectrograma (ver §3.1.1), pues es una
representacién en funcion de tres magnitudes: 1. tiempo, 2. lugar (frecuencia), que corres-
ponde al tren de disparo en una fibra con una frecuencia caracteristica y 3. intensidad,
correspondiente a la frecuencia de disparo.

Se propone la dltima transformacién de un sonido al llegar al SNCA como sigue:

A6 Ce(R)" — My20(M(Rs0))
Sl 1(t) 3120(75)
(M (fug(t, 21)), ooy P (fis (t, ) — : . . (4.12)

So1(8) o Swaol®)

X¢ toma el vector (h1(fus(t, 1)), ..., hn(fms(t, z,))) ¥y lo transforma en la matriz con
entradas en M (R~o) (funciones medibles de R~ a R). Cada entrada h;(fus(t,z;)) se
transforma en un vector de veinte entradas: (S;1(t), ..., S;20(t)) (correspondiente al i-ésimo
renglon de la matriz), donde cada entrada es un tren de disparo S;;(t), definido como
S;;(t) = 1 si hay un potencial de accién al tiempo ¢ y 0 e.o.c. Se espera que cada vec-
tor de 20 entradas preserve la informacion de la funcion h;( fus(t, xz;)). Existen definicio-
nes matematicas mas especializadas para un tren de disparo (por ejemplo, con deltas
de Dirac [117, Sec. 1.3.3]), ademas de que la teoria de la probabilidad en este punto
es imprescindible, pues el disparo de una neurona es un fenémeno aleatorio. También
existen toda una teoria desarrollada para abordar el tratamiento y la interpretacién de la
informacién que transporta un tren de disparo, apoyada en la teoria de la informacién de
Shannon [113]. Se deja la discusién del proceso de audicion hasta este punto (por ahora).

9Se denomina onset a cada inicio de una actividad sonora significativa (incremento subito de volumen). En
el caso del experimento de Delgutte, los onsets estan determinados por cada inicio de una silaba del estimulo
sonoro y es facil identificarlos. En general determinar un onset para una sefial de audio arbitraria requiere de
un criterio que involucra intervalos de tiempo y umbrales de volumen elegidos a conveniencia y de acuerdo a
la actividad que se desee analizar.



100 CAPITULO 4. PRIMEROS TRES SECTORES DEL OIDO E IMAGENES AUDITIVAS

4.3. Resumen del proceso de audicion para los primeros tres
sectores del oido

Se concluye el apartado dedicado a los primeros tres sectores del oido con la Tabla

4.2 y la Figura 4.14 que sintetizan todo lo mencionado hasta ahora.

7 iy Representacion del sonido
Parte Alteracion sonora ~
(senal)

o

& Altera el espectro de una onda Onda sonora, funcién f € G.(R)

& Orei sonora incidente en funcion de su que describe los cambios en la

g reja direccion de procedencia. presion (respecto a la presion

o Transformacion \; en (4.2). atmosférica normal) en el tiempo

(@)

Transduccion de ondas sonoras a
Timpano oscilaciones mecanicas.
Transformacion s en (4.3)

o . Amplifican las oscilaciones (con Oscilacion mecanica, funcién

a Huesecillos . .

w . ayuda del timpano) alrededor de f € 6.(R) que describe los

s del oido . -

o 30dB cambios en la posicion del cuerpo

8 Transduccion de oscilaciones (respecto a su posicion en reposo)

mecanicas a ondas sonoras en el tiempo
Base del L o
: propagadas por el liquido perilinfa
estribo 2 o~
de la coclea. Transformaciéon \; en
(4.8)
Transduccién de ondas sonoras . .
acuaticas en ondas longitudinales F“’:jc'on _{)E C{c (R0 % [O,bén])l que
Membrana | enla MBy descomposicion de las escribe el movimiento de la
basilar (MB) frecuencias que componen el membrana basilar de longitud b,
) : ; (ondas transversales) a lo largo del
sonido debido a la tonotopia. tiempo
Transformacién A4 en (4.10)
Is: tran ion las vi-
* CC.: s: transduccion de a~s Vector u € 6.(R>o)™ donde cada
. braciones de la MB en senales . ;
Células ; o entrada describe los cambios de
- de voltaje y compresién si la se- .
ciliadas - : voltaje en las CCls para

o L fial rebasa un umbral de ampli- . . .

z interiores y = frecuencias bajas y a medida que

o . tud. Transformacién A5 en (4.11) o

w exteriores . P ; la frecuencia incrementa solamente

= e CCEs: amplificacion (no lineal .

z . se tienen valores constantes o 0

o compresiva)

8 Representacién ritmo-lugar o
neurograma. Matriz de trenes de
disparo v € M, x20(M(Rx0)), que

. codifican el volumen (frecuencia de
Fibras L ~ . ) e
nerviosas Transduccion de sefales de voltaje | disparo), onsets y duracion (inicio y
" . en trenes de disparo. duracion de la actividad neuronal) y
auditivas tipo o~ : )
| Transformacion \g en (4.12) frecuencia (cada tren asociado a la
frecuencia caracteristica de la fibra
por el que es transmitido). Hay
registro de actividad temporal para
frecuencias bajas (phase locking)

Tabla 4.2: Alteraciones y transducciones que sufre un sonido a lo largo de los primeros

tres sectores del sistema auditivo.
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1. Onda sonora emitida

%(R)

\)\ )
6. Ondas transversales de |a}CO(]R>0 x [0, b))

membarana basilar

timpano en respuesta a la onda
sonora

5. Onda sonora amplificada,
generada por la base del estribo
y propagada por la perilinfa

desde un punto del SCRC}‘KC (R)

(inmediata a la fuente sonora) o
Ao

2. Onda sonora transformada

por el ambiente (antes de |nC|d|r} ‘gc ]R)

en el oido) >
A1

3. Onda sonora filtrada por eI

sistema de resonancias

antiresonancias de la oreja y eI % (R)

conducto auditivo exterior (antes

de llegar al timpano) Xz

4. Vibracion mecanica del}

(inmediata a la ventana oval)

Xs
7. Vector de funciones que

describe los cambios de voltaje e (R)
de las CCI

6
8. Fibras nerviosas auditivas,

matriz de trenes de disparo, se M R
consideran 20 trenes de disparo Mxo( >0))
por cada CCI

Figura 4.14: Esquema que ilustra las transformaciones que se proponen en (4.1), (4.2),
(4.3), (4.8), (4.10), (4.11) y (4.12) (comportamientos en cascada). Imagenes tomadas de:
A “Hand draw gramophone sketch design” por Harryarts en Freepik.com. B Dibujo ana-
tomico del oido Meyers Konversations-Lexikon. C “Interior del laberinto 6seo derecho” y
D “Seccion diagramatica longitudinal de la cdclea”, dibujos anatémicos de la coclea por
Henry Vandyke encontrados “Anatomy of the Human Body” de Henry Gray [118].

4.4. Introduccion a las imagenes auditivas de Lyon

El libro Human and Machine Hearing: Extracting Meaning From Sound (2017) [23] de
Richard Lyon presenta un modelo para disefiar una “maquina auditiva” capaz de simular


https://www.freepik.com/free-vector/hand-draw-gramophone-sketch-design_11762634.htm#query=vintage%20phonograph&position=3&from_view=keyword&track=ais
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el sistema auditivo humano. Lo anterior presupone y exige un conocimiento del proceso
fisiolégico de audicién, aunque este proceso aun no se comprende del todo, Lyon busca
capturar y modelar los aspectos conocidos de dicho proceso. En el breve prefacio a la
obra, Roy Patterson sintetiza como es que Lyon pretende realizar esta tarea, vale la pena
citar el parrafo completo.

La idea de Lyon de un sistema de machine hearing tiene cuatro “capas”. Las prime-
ras dos simulan el andlisis de frecuencias auditivas en la céclea y la construccion
de la imagen auditiva en el tronco encefdlico. Juntas forman un modelo auditivo
que pretende simular todo el procesamiento mecanico y neuronal necesario para
producir tu imagen auditiva inicial de un sonido, es decir, la representacion audi-
tiva interna del sonido que se cree que proporciona la base para la percepcion,
transmisién, andlisis de la escena auditiva, y todo el procesamiento posterior. La
tercera capa aplica la extraccién de caracteristicas dependientes de la aplicacién a
la imagen auditiva y reduce la masa de caracteristicas a una forma dispersa para la
cuarta capa, que extrae el significado con técnicas de aprendizaje profundo. Juntas,
la tercera y la cuarta capa convierten el modelo auditivo en una forma especifica de
maquina auditiva, disefiada para realizar una tarea auditiva particular. [23, p. xv].

La Figura 4.15 sintetiza el sistema machine hearing que propone Lyon.
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Figura 4.15: Diagrama que muestra las cuatro capas del sistema de machine hearing de Lyon.
Figura de [23, Fig. 26.1].

En el parrafo citado aparece el término “imagen auditiva”, el objetivo de esta seccion es
explicar grosso modo este concepto, pues se busca evidenciar como la teoria de sistemas
LIT juega un papel fundamental en la teoria de Lyon. Este autor menciona que el concepto
de imagen auditiva se inspirara tanto en el modelo de Jeffress de localizacion de una pista
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DTI, como el modelo de Licklider de percepcién de la altura'®. A continuacién se explican
estos modelos, para después abordar las imagenes auditivas.

4.4.1. EIl modelo del procesamiento de una pista de DTI de Jeffress

En el articulo A place theory of sound localization (1946) [119], Jeffress propone un
modelo del mecanismo de comparacion que presupone una pista de DTI. En la Figura
4.16 se tiene una representacion grafica del modelo. Para cada oido (auditory tract), se
considera el camino que recorre una unica fibra nerviosa auditiva. Por todo lo mencionado
hasta ahora, se puede suponer que las fibras tienen una frecuencia caracteristica ¢.
Entonces ante un tono puro f(t) = Asen(2w¢ot) emitido desde una direccidén determinada
(6o, ¢0), ocurre lo siguiente: cada fibra de cada oido envia la informacién sonora por dos
posibles caminos (marcados como a y b para el caso izquierdo en la Figura 4.16). El
camino a se dirige a la escalera ipsilateral mientras que el camino b se dirige a la escalera
contralateral. Centrando la atencién en la escalera izquierda, esta recibe la informacién
del oido izquierdo en el punto X, y del derecho en Y.

Dependiendo de la direccion

(0, ¢), puede que la informacion lle- 1234567 7654321

gue primero a X 0 a Y. Ante el tono Tertiary Fibers

puro f emitido en el plano sagital (el q q
plano que parte simétricamente en X,

dos al cuerpo humano), tanto la fi- N ) (-P*'"‘T’/
bra auditiva izquierda como la de- o 1 —
recha envian informacion al mismo Y N g »
tiempo, pues el sonido llega a am- N }g ( <

bos oidos al mismo tiempo, y ade- e - ‘g o /
mas (para este caso) se postula que k A L ® s y

la informacion de cada oido llega a \ ? )
los puntos X y Y al mismo tiempo. ' \"\% e
Posteriormente a la llegada de la in-

formacién (tren de disparo) a Xy Y, L

en ambos puntos la informacién se a N
distribuye en 7 vias de transmisién. b )

Se considera que la informacion de |~

cada una de las fibras que compo- " d”g;frfmc, a d,.f;"ofrg/'rfm,
nen la escalera es transmitida por

orden y en un intervalo de tiempo  |“7T 2 o sisers <

to regular, es decir, el tren llega al

punto Y y se comienza a medir el Figura 4.16: Modelo de Jeffress del procesamiento

tiempo, de modo que al tiempo 0, 1a  de una pista de DTI. Adaptado de [119, Fig. 1].
informacion enviada llega primero a

la “fibra terciaria” (tertiary fiber - TF) numero 7, al tiempo ¢, llega a la TF 6, al tiempo 2t
se llega la TF 5, y asi sucesivamente hasta que al tiempo 6ty se llega a la TF 1. De la

°En el siguiente capitulo se abordara con méas atencién esta pista, por ahora, basta recordar lo mencionado
en §1.1.1, la pista DTI conociste en asociar un intervalo interarural de tiempo con una direccién determinada.

1°Se traduce el término inglés “pitch” como “altura”. Por este término se entiende al juicio que da cada
persona, de qué tan agudo o grave es un sonido percibido. El juicio de la altura de un sonido se traduce en
asignarle una frecuencia (o frecuencias) al mismo.
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misma forma, ante el tren que llega al punto X, se comienza a medir el tiempo, de modo
que al tiempo 0, la informacion llega inmediatamente a la TF 1, al tiempo ¢y llega ala TF 2,
al tiempo 2ty a TF 4, hasta que al tiempo 6t, se llega ala TF 7. Con lo anterior en cuenta,
Jeffress explica que en el modelo, la activacién de una fibra terciara ocurre siy solo si esta
recibe informacion de ambos lados al mismo tiempo o dos fibras consecutivas son acti-
vadas con un retraso de un intervalo de tiempo. Por ejemplo, la fibra terciaria 4 responde
ante un sonido emitido en el plano sagital, pues dado que en este caso la informacién de
ambos oidos llega al mismo tiempo al punto X y Y, se tiene que al tiempo 0, la TF corres-
pondiente a X llega a la TF 1 y la correspondiente a Y llega a la TF 7, al primer intervalo
de tiempo ¢y, la TF X llega a la TF 2 mientras que la TF Y llega a la 6 etc. El Unico caso
en el que una fibra terciaria es activada al mismo tiempo es cuando han transcurrido tres
intervalos de tiempo 3¢, pues en este instante tanto la fibra correspondiente al punto X
como el Y llegan a la fibra terciaria 4. Con el mismo razonamiento se puede ver como las
fibras terciarias 1, 2 y 3 estan asociadas a un sonido emitido a la derecha del plano sagital
y las fibras 5, 6 y 7 a sonidos a la izquierda del plano. Dependiendo del retraso entre las
llegadas a los puntos X'y Y puede que exista un intervalo en el que coincida la llegada de
ambos lados en unica fibra terciaria, o el otro caso es que exista un intervalo en el que la
informacion llegue con una fibra de diferencia. En el modelo de Jeffress, la activaciéon de
las fibras terciarias se traduce en la identificacién de una direccién propia de una pista de
DTI. Jeffress menciona que se toman siete vias para las fibras terciarias como ejemplo
ilustrativo, pero aclara que el modelo puede admitir un nimero arbitrario, y se espera que
este mecanismo actue en cada una de las fibras por cada frecuencia caracteristica.

4.4.2. El modelo de percepcion de altura de Licklider

En el articulo titulado A duplex theory of pitch perception (1951) [111], Licklider propone
un modelo que busca explicar la forma en que el sistema auditivo puede inferir la altura
de un sonido. Para poder explicar el modelo, primero es necesario explicar brevemente la
dificultad que encierra la identificacion de la altura por parte del SNCA.

Hasta ahora, Unicamente se ha mostrado (segun la tesis de Schnupp y colegas), que
la céclea le entrega al SNCA un neurograma. Una pregunta natural es: ;como es que el
SNCA (a partir de dicho neurograma) deduce la altura de un sonido arbitrario? Tal cues-
tién no es facil de responder debido a que la altura es una variable subjetiva mas que
fisica [54, Sec. 2.1], por lo que hay confusidon en conceptos tan basicos como el signi-
ficado del término “altura” como posible atributo de un sonido arbitrario [54, Sec. 6.2.5],
ademas, “varios sonidos con misma altura pueden tener composicion frecuencial distinta,
mientras que sonidos con bastante composicion frecuencial similar pueden evocar distin-
tas alturas” [3, p. 95]. El caso sencillo (y que en principio parece redundante) es deducir la
altura de un estimulo de tono puro, en este caso el SNCA podria determinarla facilmente
de la siguiente forma: un estimulo de tono puro con frecuencia ¢y se traduce en el despla-
zamiento maximo en el punto asociado a ¢, de la MB (determinado por su tonotopia), a
su vez esto se traduce en la actividad neuronal de fibras nerviosas cuya frecuencia carac-
teristica es ¢, asi, la altura del tono puro es (como se espera) la frecuencia del tono puro
mismo. El caso dificil y que aun esta en debate [54, Cap. 6], es como determinar la altura
de un sonido arbitrario (si es que la tiene), pues un sonido complejo producird actividad
significativa a lo largo de toda la MB, lo que se traduce en distintos componentes frecuen-
ciales del sonido y transportados por una gran cantidad de fibras nerviosas, entonces,
una pregunta importante es: de todo este conjunto de frecuencias (0 arménicos, cuando
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el sonido es periédico) ¢ cual de ellas corresponde a la altura, o como es posible deducir
la altura a partir de este conjunto? Ohm postulé que ante este escenario, la altura consiste
en identificar la frecuencia fundamental, que corresponde a la menor componente de la
descomposicion de Fourier del sonido [54, Cap. 2]. Si bien esto funciona para la mayoria
de sonidos periddicos (p. ej. timbres musicales) resulta que sustraer artificialmente la fre-
cuencia fundamental de un sonido periédico aun produce la altura de la fundamental, esto
ultimo llevé a la hipétesis de que los arménicos restantes producen un movimiento en el
punto de la MB correspondiente a la fundamental en su tonotopia, o en otras palabras, “si
se eliminan los armonicos inferiores del estimulo fisico, se pueden reintroducir mediante
distorsién en la coclea” [54, p. 14], aunque esto ultimo puede ocurrir, Licklider demostré
que la altura aun se percibe incluso si se suprime la fundamental y ademas se reemplaza
por ruido [54, Cap. 2]. Por otra parte, también se debe tomar en cuenta que existen soni-
dos no periédicos que evocan la percepcién de altura [3, Sec. 3.2]. Ante este problema,
se han propuesto distintas teorias y modelos, que buscan explicar como a partir de las
componentes frecuenciales, el SNCA determina una altura. De Cheveigné [54, Cap. 6] y
Lyon [23, Cap. 2] dan una extraordinaria exposicién de tales posturas, entre ellas esta la
de Licklider. Este autor teoriza que el SNCA realiza operaciones de autocorrelacién para
identificar la altura de un sonido y al igual que Ohm, considera que basta con identificar la
frecuencia fundamental de un sonido periddico para inferir su altura. EI modelo provee de
una manera de hacer esto incluso si la fundamental esta ausente.

Definicién 4.4.1. Sea f € RL2(0,T), se define la funcion de autocorrelacion de f,
denotada “ry” como

T
rr: R = R, 7 = r¢(7):=(ffr) ::/0 f@&)f(t —r)dt, (4.13)

donde f-(t) := f(t — T) para cada T € R. N
Proposicion 4.4.2. Para toda f € RL2(0,T), la funcion r; esta bien definida y alcanza
puntos maximos ent = 7 conn € Z. J
Prueba. Ver Prop. A.2.3 en la pagina 186. O

Por otra parte, aunque f no sea periddica, si f € L?*(R) se puede definir ry(7) :=
fR f(t)f(t—7)dty esta funcion también tiene un maximo en 0 (el argumento es analogo al
de la Prop. 4.4.2). La autocorrelacién es una herramienta util para determinar fenémenos
“cuasi-periodicos”. Intuitivamente, r; responde a la pregunta ¢qué tanto se parece f a
si misma pero recorrida 7y unidades en el tiempo? si el parecido es alto, se tendra que

r#(70) ~ r£(0).

Explicacion del modelo de Licklider

Se considera la funcion fyg(t, «) de la transformacién definida en (4.10), que describe
las posiciones de la membrana basilar al tiempo ¢. Fijando un punto z; € Pyg particion de
la longitud de la membrana basilar (ver lo mencionado en 4.11 en la pagina 94), se tiene

'%Un sonido periddico es un elemento de RL2(0,7), por lo que se puede ver como suma de funciones
sinusoidales, donde cada sumando tiene frecuencia que es un mdltiplo entero de la “fundamental”, es decir
de ¢o = 7 (ver (2.55)).
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la funcion fus(t, z;) que describe el movimiento oscilatorio del punto z; fijo a lo largo de la
membrana al tiempo ¢. Este movimiento se ve reflejado en los cambios de voltaje de las
CCls (salvo la compresion-amplificacion y la introduccién de corriente directa a medida
que la frecuencia aumenta) y posteriormente en las fibras nerviosas auditivas. La posi-
cidon z; tiene una frecuencia audible ¢; asociada mediante la tonotopia de la MB. Licklider
supone que la céclea realiza esencialmente lo mismo que el “espectrografo de sonido”
desarrollado por los laboratorios Bell, que es una de las primeras maquinas capaces de
analizar las componentes frecuenciales de un sonido y producir su espectrograma [120].

Observacion 4.4.3. E/ modelo supone que, ante un sonido emitido en la coclea, fys(t, x;)
es una funcion periddica (continua), cuyo periodo es 4 . Por lo que esto se supondra en lo
que resta de la explicacion. J

fus(t,z;) se transforma en a lo mas vein-
te trenes de disparo (ver (4.12)). Sea entonces

Sa(t) un tren de disparo asociado a la funcion l l l l
fus(t,z;). Enla Figura 4.17, se presenta un es- 02

qguema basico del proceso neuronal de autoco- "l ‘*l C’l C.l
rrelacion de Licklider, el punto A representa el T Yt _JtU It

camino del tren de disparo en cuestién, un ca- _o_< I I I

mino de la bifurcacién distribuye el tren S4 a las 4 ot
neuronas Cy%, mientras que el otro llega a las o

neuronas By, asociadas con un valor de retraso

7, de modo que el estado de By, ante eltren 5S4 Figura 4.17: Adaptado de [111, Fig. 1].

es S4(t—kr). By tiene conexién con la neurona

Cy, de esta forma C}, recibe potenciales de acciéon de dos neuronas distintas y se postula
que es necesario que By y A disparen de manera “casi simultanea” para que C} sea ac-
tivada''. Entonces el tren de disparo de Cy es Sg, (t) = Sa(t)Sa(t — k7). Dy, realiza una
operacion equivalente a la autocorrelacién de la Def. 4.4.1 acumulando los potenciales
de accion de Cj, y disipandose “quiza a una tasa proporcional a la cantidad acumula-
da” [111, p. 129]. Asi, Dy produce el tren de disparo S4(t)Sa(t — k7), donde la linea “-”
simboliza la operacién de autocorrelacion o una operacién analoga compatible con este
caso'2. Queda por aclarar cuél es la operacion explicita que representa “S(t)Sa(t — k7).

Licklider explica la construccion de esta operacion paso a paso, y la denomina funcion
de “autocorrelacién en desarrollo” (running autocorrelation function), sin embargo no lo
hace en términos de trenes de disparo, sino en términos de las funciones fug(t, x;).

Sea entonces f una de las funciones fiug(t, z;) para alguna z; € Pyg. En referencia a
la Figura 4.18, en A se muestran las graficas de f(t) y f(t — 7j) con t € R>q. B muestra
su producto f(t)f(t — 7;). Haciendo el cambio de variable t = t;, — 7" para una t;, > 0 fija,
se obtiene la funcion h(T') = f(tx — T)f(tx — 7; — T'), mostrada en C, donde también se
muestra una funcion w(7T') decreciente. Nétese como en C y D se dibujan las funciones de
modo que el dominio avanza hacia Ia izquierda En D se muestra el producto h(T)w(T') y
en E la funcion ¢(t, ;) fR (T) dT, de la cual ¢(tx, 7j) es uno de sus puntos.

""En este aspecto hay una gran similitud con el modelo de Jeffress

12E| ejemplo toma una fibra nerviosa de referencia, sin embargo (al igual que hace Jeffress) Licklider men-
ciona que el modelo se considera como un trabajo en conjunto entre fibras, siendo capaz de relacionar las
respuestas de un grupo de ellas con frecuencia caracteristica similar.
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A representan la informacién envia-
da por un grupo de neuronas a través
de las fibras nerviosas auditivas, asi co-
mo su proceso de retraso ejemplificado
por el grupo de neuronas B de la Figu-
ra 4.17. B representa el producto de am-
bas funciones que realizan las neuronas
C. Para verificar el proceso de autoco-
rrelacion para 7;, se tendria que calcular
“[g f(t) f(t—T;) dt = r¢(7;)”, pero “no sa-
bemos nada de los futuros de los men-
sajes que recibimos” [111, p. 132], por
ello se tiene la funcién h(T) en C, que
se puede interpretar como fijar un tiem-
po t;, de la funcion f(t) f(t—;) y analizar
su “pasado”, es decir, las t's tales que
t < t;. De esta forma solo bastaria hacer
la autocorrelacién de 0 a oo, donde T' = 0
es el instante presente ¢, y el incremen-
to hacia oo representa el pasado. Asi, se
podria realizar la autocorreleacion me-
diante “fR>0 f(tk; — T)f(tk — T — T) d1”,
solo hay un factor mas que debe tomar-
se en cuenta: “el sistema auditivo so-
lamente opera en el presente y en el
'no-tan-extremo-pasado-distante’ del es-
timulo acustico” [111, p. 132]. Por lo tan-
to se afade el producto de la funcién
w(T) que al ser decreciente y positiva,
privilegia los valores presentes (cerca-
nos a 0 en su dominio) y le da menos
peso a los valores mas antiglos (aleja-
dos de 0 en su dominio), a w se le de-
nomina weighting function, para los pro-
poésitos de este modelo, basta con consi-
derar w(T") como cualquier funcién de-
creciente, positiva e integrable en R
(por ejemplo w(T') = e~ para algun
¢ € Rsp) y que vale 0 en los negativos

7 hd "
E
¢(t77j):/]R f(t—T)f(t—Tj—T)w(T)dil/’,/
e _3 ij)
T f

Figura 4.18: Construccion de la funcién de auto-
correlacién en desarrollo de Licklider. Adaptado de
[111, Fig. 4].

. La Figura 4.18 D ilustra la intencion detras de

introducir w al producto de f(t,, —T') f(t, — 7, — T'), donde, los valores que mas contribuyen
a la integral (zonas coloreadas en negro) son los cercanos a 0. Todo lo anterior motiva la

siguiente definicion.

Definicion 4.4.4. [Licklider] Sean f € ¢.(R) y w € L'(R) tal que w(x) > 0 para todo
z € R, se define la funcion de autocorrelacion en desarrollo (ACD) denotada ¢; como

¢r: R? —

(t,7) +— c;Sf(t,T):/]R f&=T)f(t—17—T)w(T)dT.

R
L (4.14)
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Proposicion 4.4.5. La funcion ACD esta bien definida y es uniformemente continua (por
lo que su gréfica es una superficie en R3). a

Prueba. Ver Prop. A.2.12 en la pagina 191. 0

La funcién ACD es muy simi-
lar a una autocorrelacién pues
Tf t— T f]R t T —

7)dT, y esta uItlma dlflere de la
funcion ¢, Unicamente por la au-
sencia de la funcién w y el hecho
de que la integral esta definida pa-
ra los reales positivos.

El modelo de Licklider propo-
ne que el SNCA aplica la fun-

cion ACD a cada fus(t, i), CON  Figura 4.19: Superficie generada por la funcién de auto-

1
Ti € PMB y para w < L(R) ?,X' correlacion en desarrollo. Adaptado de [111, Fig. 4].
ponenC|aI decremente La funcién

ot 7j) = [g_, f(t=T)f(t—7; —T)w(T)dT, en E, corresponde a un corte de la superficie
formada por Ia funC|on ¢(t,7) de la Def. 4.4.4 con T = 75, y donde ¢(t;, 7;) s un punto de
tal corte.
La teoria de Licklider concluye que, ante un sonido, la coclea termina por enviar al
SNCA el conjunto de superficies {¢’ : 2; € Pus} C P(RR?), donde cada ¢, esta dada
por

qbeB: RQEO - R

(t.7) = o3 (tT)= X fus(t =T, z;) fue(t — 7 — T, 2;)w(T) dT

(4.15)

Es decir, se aplica la funcion de autocorrelacién en desarrllo a cada fus(t,z;) con
x; € Pyg. Para t; fijo, F (Figura 4.19) muestra el corte ¢(tx, 7), que se interpreta como
la autocorrelacion aplicada al comportamiento mas reciente de una funcién fug(t, x;). Por
otra parte, para 7; fijo, el corte ¢(¢,7;) muestra el comportamiento de la funciéon de auto-
correlacion para un unico punto 7; a lo largo del tiempo.

Inferir la altura a partir del modelo

Queda por argumentar cdmo es que a partir del conjunto de superficies {‘b%s DX €
Pug}, el SNCA pueda inferir la altura de un sonido periddico. La Figura 4.20 A esquematiza
todo el modelo de Licklider: la dimensidén z corresponde a la longitud de la membrana
basilar (al eje x también se le denomina eje de la frecuencia caracteristica - CF) y genera
las funciones fis(t, ;) que a su vez codifican el grupo de neuronas A para distribuirla al
grupo de neuronas B en la dimensién 7, perpendicular a la dimensién z. Posteriormente
el grupo de neuronas C genera la superficie (codificada en trenes de disparo) descrita en
la Figura 4.19 F mediante la funcion ¢’ (¢, 7) de la Def. 4.15.

En un tiempo ¢, fijo, se tiene un conjunto de cortes

= {¢%_(tr,7) - zi € Pu} C P(R?), (4.16)
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Se enfatiza la siguiente observacion.

Observacion 4.4.6. Para x; € Pyg y tx € Rxo fijos, la funcion ¢% (tx,7) (cuya dnica
variable es t) se interpreta como la funcion de autocorrelacion r (Def. 4.4.1), aplicada al
comportamiento mas reciente de la funcion fuy(t, z;) con0 < t < ty. J

B3
— Autocorrelogroms — C

1
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Figura 4.20: A esquema del modelo de Licklider. Adaptado de [111, Fig. 2]. B1 cocleograma, B2
respuesta de las CCls al cocleograma, B3 autocorrelograma asociado a las respuestas de cada
CCl y SACF. Modelo de deteccién de tono de Meddis y Hewitt en respuesta a los diez primeros
armonicos de un tono con frecuencia 200 Hz. Adaptado de [121, Fig. 3]. C Autocorrelograma y
SACF en respuesta a los armoénicos 3, 5, 7 y 9 del tono fundamental 200 Hz. Aunque no esta
presente la fundamental, es posible deducirla a través de la SACF o notando dénde se alinean
todas las crestas (zonas obscuras) de cada arménico. Adaptado de [54, Fig. 6.9]. B3 y C son una
aplicacion del modelo de Licklider y cada gréfica es un ejemplo del conjunto C;, definido en (4.16),
para un tiempo t.

Si se “apilan” las graficas de cada elemento de C,,, ordenandolas respecto a su fre-
cuencia caracteristica se obtiene un autocorrelograma (Figuras 4.20 B3 y C), resulta que,
“si el estimulo es periddico, una cresta se extiende por la dimensién CF con un retraso
igual al periodo. El tono puede derivarse de la posicién de esta cresta, pero Licklider en
realidad no proporcioné un procedimiento para hacerlo” [54, p. 194]. El modelo explota el
teorema de Fourier: toda funcién periédica (cuadrado integrable en el periodo) se puede
representar como suma de funciones sinusoidales cuyas frecuencias son multiplos ente-
ros de la frecuencia fundamental (recordar (2.55)), de esto ultimo, de la Prop 4.4.2 y de las
Observaciones 4.4.3 y 4.4.6, se sigue que, ante un sonido periédico s(t) con frecuencia
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fundamental ¢(, que se genera en la ventana oval de la céclea, ocurrira que el periodo de
cada funcién ¢§:AB (tr,7) € Cy, €5 M/, paraalgin n; € IN\ {0} con ¢ la frecuencia funda-
mental de s(t), y por lo tanto se puede asegurar que si se apilan las funciones ¢;€;'AB (tg, 7),
siempre coincidiran en el periodo igual a 1/ pues es el minimo comun mdltiplo de los
periodos de cada ¢’ (tx, 7).

Para ilustrar mejor la idea del autocorrelograma de Licklider, en las Figuras 4.20 B1,
B2 y B3, se tiene la simulacion de un modelo del oido interno de Meddis y Hewitt [121]
en respuesta los primeros diez arménicos del tono puro con frecuencia 200 Hz (todos los
armonicos con misma amplitud), las tres graficas muestran los ultimos 7.5 ms del estimulo.
En B1 se tienen apiladas las funciones que describen el movimiento de la MB para ca-
da punto x; (channel center frequency), esta representacion se denomina cocleogramay
proviene de un banco de filtros que buscan simular la respuesta de la membrana a cual-
quier sonido, tal representacién es una propuesta a la transformacion descrita en 4.10.
Se observa una irregularidad en la amplitud de las crestas de cada funcién, siendo mayor
para frecuencias alrededor de 2.5 kHz, posteriormente en B2 se tienen las respuestas de
las CCls al cocleograma (hair cell response), ahora la irregularidad de las amplitudes del
cocleograma se ha subsanado, esto se debe a que el modelo considera la cualidad de
compresion que poseen las CCls.

La informacion se lleva por el grupo de neuronas A hacia el proceso de autocorrelacion
realizado por el grupo de neuronas By C previamente descrito. A cada funcién en B2 se
le aplica la autocorrelacion en desarrollo ¢ _(tx, 7), nuevamente se apilan las graficas de
cada funcién ordenadas por frecuencia caracteristica para obtener la representacion en
B3 (autocorrelograma). Se observa como existe una cresta que todas las componentes
tienen presente, correspondiente al periodo dado por la frecuencia fundamental 200 Hz
(linea vertical roja). Debajo del autocorrelograma, se observa una grafica mas pequena
titulada “Summary ACF” que se explica brevemente a continuacion. Sumando cada abs-
cisa del autocorrelograma se obtiene la funcion summary autocorrelation function (SACF)
propuesta por Meddis y Hewitt. Usando los términos y conjuntos definidos hasta ahora, la
funcion SACF se puede definir como

SACFy, : Rx — R, y = SACF,(y)= Y ¢7 (ty)

z;€ Py

Dado que qbf{m (tk,y) esta bien definida y es continua para cada z;, se tiene que SACF,,
también esta bien definida y es continua. Si la funciéon SACF,, tiene un punto maximo,
entonces ese punto corresponde a la coincidencia de todas las crestas de las funciones en
Cr y por lo tanto es el periodo de la fundamental (linea vertical roja en B3 y C), pues todas
tienen un maximo en ese punto (Prop. 4.4.2). Esto ultimo también se ve ejemplificado
en la Figura 4.20 C de Cheveigné [54, Cap. 6], que es un autocorrelograma al igual que
B3, con la diferencia de que se representa la magnitud de la ordenada de cada funcion
con una escala de grises. C corresponde a la respuesta de un sonido compuesto por los
armonicos 3, 5, 7y 9, nuevamente de la frecuencia 200 Hz. En este caso la fundamental
esta ausente, sin embargo se muestra como hay una coincidencia unanime de puntos
maximos Unicamente en el punto que corresponde al periodo de la frecuencia fundamental
0.5ms = 0.005s, de modo que ﬁ = 200 Hz. Debajo del autocorrelograma en C también
se encuentra la SACF que muestra el periodo correspondiente. Lo anterior asegura que,
incluso si se sustrae la frecuencia fundamental, aun es posible deducirla a partir de los
demas armonicos cuya frecuencia es multiplo de la fundamental.
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El objetivo es explicar la imagen auditiva de Lyon, por lo que no se mencionara mas
sobre estos modelos'3, méas detalles se pueden consultar en [54, Cap. 6] y [121,122].

4.4.3. Laimagen auditiva

La imagen auditiva, formalmente denominada “imagen auditiva estabilizada” (SAI -
stabilized auditory image) asociada a una senal acustica f, es el resultado de el siguiente
proceso: f es la entrada de un sistema compuesto por un conjunto de filtros acusticos no
necesariamente lineales, que en conjunto buscan simular el comportamiento fisiolégico de
los primeros tres sectores del sistema auditivo, para posteriormente producir una salida de
varias senales (representando las salidas de las fibras nerviosas auditivas) a las cuales
se les aplica la funcién de autocorrelacién de Licklider, para producir una sucesién de
autocorrelogramas, los cuales forman la SAI.

Richard Lyon propone la SAl como un recurso mas en el “andlisis de escenas auditivas”
y la “audicion roboética”. La premisa u objetivo basico de estas ultimas dos disciplinas es,
dada una sefal de audio (o conjunto de sefales), realizar alguna de las siguientes tareas:

1
2
3
4

Saber donde estan las varias fuentes de sonido.
Separar las fuentes en canales con sélo una fuente.
Saber qué es cada una de esas fuentes y etiquetarlas.

Filtrar el sonido de las fuentes etiquetadas “ruido”.

6
7
8

Decidir cuél es la mas importante “ponerle atencion”.

(1)
)
@)
(4)
(5) Saber qué es lo que esta diciendo cada una de las fuentes del tipo “persona”.
(6)
(7) Comprender qué es lo que esta diciendo la fuente mas importante.

(8)

Reaccionar a ruidos no esperados.

- ... entiempo real, en ambientes muy dindmicos [123, p. 6].

Sin duda, de entre estas tareas, las mas complejas de llevar a cabo son (3), (5) y (7),
pues se esta buscando extraer “significado” de una sefal digital (muestreada) de audio,
es decir, se pretende extraer el significado jde un conjunto de valores numéricos! En este
punto el analisis de Fourier puede ser Util, pues si una senal de audio en el dominio tiempo
no dice mucho respecto al contenido del mensaje, quiza en el dominio de la frecuencia
sea mas plausible encontrar alguna pista que ayude a dilucidar el mensaje en cuestion,
sin embargo, el dominio de la frecuencia también tiene limitaciones como el principio de
incertidumbre (mencionado inmediatamente después de la Obs. 2.4.8).

Maquinas capaces de entender el habla human existen en la actualidad: Alexa (Micro-
soft), Siri (Apple) o Google Assistant, todas estas utilizan “aprendizaje automatico” (ma-
chine learning) y “redes neuronales artificiales” para poder operar [124,125]. Llanamente,
“el término aprendizaje automatico se refiere a la deteccion automatizada de patrones sig-
nificativos en los datos. En las Ultimas dos décadas se ha convertido en una herramienta
comun en casi cualquier tarea que requiera extraccion de informacién de grandes conjun-
tos de datos” [126, p. xv]. Por otra parte, dentro del paradigma del aprendizaje profundo:

3Por ejemplo, respecto a su operatividad y efectividad, Schnupp y colegas llanamente aseguran que “la
autocorrelacion en su forma pura no es un mecanismo muy plausible para extraer la periodicidad por las
neuronas” [3, p. 117].
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Una red neuronal artificial es un modelo de computacion inspirado en la estructura
de las redes neuronales del cerebro. En los modelos simplificados del cerebro, éste
se compone de una gran cantidad de dispositivos informaticos basicos (neuronas)
que estan conectados entre si en una compleja red de comunicacion, a través de la
cual el cerebro es capaz de realizar calculos muy complejos. Las redes neuronales
artificiales son construcciones computacionales formales que se modelan segun
este paradigma computacional [126, p. 228].

Estos modelos requieren alimentarse de una gran cantidad de datos para poder “en-
trenar” y ser funcionales. En el contexto del andlisis de audio, los datos son fragmentos
de audio, en dominio tiempo, dominio frecuencia o alguna otra representacién. Lo que
propone Lyon, es entrenar los modelos de aprendizaje profundo mediante las imagenes
auditivas, es decir, en vez de entrenar el modelo con una base de datos de ondas sonoras
“crudas”, a estas se les realiza previamente un “pre-procesamiento” (correspondiente a la
SAl), con la expectativa de obtener mejores resultados con el modelo.

Como ya se menciong, la imagen auditiva estd basada en los modelos de Jeffress y
Licklider. Ya explicados estos ultimos y teniendo en cuenta la exposicién del proceso de
audicién en los primeros tres sectores, se pueden explicar las primeras dos capas del
sistema de Lyon.

Simulacion de la céclea

Lyon le dedica gran parte de su obra a discutir los distintos modelos y métodos que
han surgido para modelar la cdclea. Realiza una revision de literatura sobre distintas pro-
puestas que han surgido en las Ultimas décadas para los comportamientos A4, As Ag (Fig.
4.14), donde se dan reglas de correspondencia explicitas, respuestas al impulso o funcio-
nes de transferencia (si los comportamientos son lineales) para las funciones A4, A5 ¥ Ag
en (4.10), (4.11) y (4.12). Lyon termina por elegir un conjunto de filtros (comportamientos),
denominados CARFAC (cascade of asymmetric resonators with fast-acting compression)
y ACG (automatic gain control), que primero simulan la respuesta de la membrana basilar
ante un sonido, y después simulan la respuesta de las CCls a la membrana. El modelo de
la céclea de Lyon descompone un sonido en 70 canales donde cada canal corresponde
a la tonotopia de la MB y describe su movimiento dado por los filtros implementados. La
respuesta de la MB da lugar a un cocleograma (un ejemplo de esta representacién es la
Figura 4.20 B1). Posteriormente se tiene la respuesta de las CCls al cocleograma llama-
do NAP (neural activity pattern). Lo fundamental en esta primera etapa de procesamiento,
es que una onda sonora incidente se transforma en 70 funciones, donde cada modela
la respuesta de cada conjunto de las CCls y esta determinada por el conjunto de filtros
CARFAC y ACG.

Filtros gamma. Si bien escapa de los alcances de esta tesis entrar en los detalles de
los sistemas planteados por Lyon, es pertinente mencionar el papel del llamado “banco
de filtros de tono gamma (BFTG)” (gamma-tone filter bank), el cual busca modelar el mo-
vimiento de la MB'4. En secciones anteriores se hizo énfasis en que la MB era la respon-
sable en convertir las ondas sonoras generadas en la ventana oval en ondas mecéanicas
transversales en la membrana, y que a su vez la MB tiene una tonotopia, pero que se

Una justificacién del uso de estos filtros para modelar el movimiento de la MB se da en [3, Sec. 2.4].
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desconocen los detalles de su respuesta a sonidos arbitrarios. Al margen de esto ultimo,
una aproximacion preliminar y método vigente para modelar el movimiento de la MB ante
sonidos arbitrarios, es el sistema BFTG, donde se considera la MB como un conjunto de
sistemas LIT comunicados en cascada.

Un filtro de tono gamma con frecuencia central f., es un comportamiento de tiempo
continuo (con m = p = 1) con respuesta al impulso:

K(t) = at™ te 7 cos(2n fut +6), t € Rso, [127, Ec. 1] (4.17)

donde b € Rso es un parametro que determina la duracién de la RIl, « € R+ es una
amplitud arbitraria, n € N> se denomina el “orden” del filtro y 6 es una fase arbitraria. Las
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Figura 4.21: Graficas de respuestas al impulso del sistema BFTG.
Rls de los filtros gamma tienen la forma de una funcion sinusoidal con una “envolvente”
con forma de una funcidn de densidad gamma. En la Figura 4.21 (a) se muestra la grafica
de (4.17) para f. = 1000, n =4y b = 125.
Patterson [127] menciona que para modelar la MB, un valor idéneo para b en funcion de

fe (conn = 4) es: (1.019) ERB(f.), donde ERB(f.) := 24.7 (41'?0’360

frecuencias < 10kHz). En este caso, el diagrama de Bode de la funcion de transferencia
K (frecuencia vs. amplitud) toma las distintas formas que se muestran en la Figura 4.23.
Se observa que cuando el filtro tiene frecuencia central baja, el rango de frecuencias que
permite pasar es muy limitado, y a medida en que la frecuencia aumenta (junto con el
valor b), el rango de frecuencias atenuadas disminuye.

La siguiente cuestién es como disponer un numero finito de estos filtros a lo largo
de la MB (o de un rango determinado de frecuencias). Por ejemplo, como es que se

+ 1) (valor efectivo en
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eligieron las frecuencias centrales de los 15 filtros mostrados en la Figura 4.21 (b) o en la
Figura 4.237 En este punto entran en juego las llamadas “escalas de frecuencia auditiva”
(auditory frequency scales), Lyon [23, Sec. 5.6] menciona que la forma general de estas
escalas es

fesc(f) = Alogyg (f/ fsato +1), f € [10,00) (4.18)

donde A es alguna constante de amplitud y fsaito €S Una frecuencia fija. La funcion inversa
_ K
de (4.18) es fes}:(f) = Jsalto (10A - 1)-
Asi como fue provechoso cambiar la escala de intensidad sonora a decibelios (§3.1.2),

también lo es hacer un re-escalamiento de la frecuencia, mediante (4.18). Existen distintas
maneras de re-escalar el rango de frecuencias audibles, por ejemplo:

1. para A = 2595y fsaio = 700 se obtiene la escala “mel”.

2. Para A = 214y fsano = 228.833 se tiene la escala “ERB” (equivalent rectangular
bandwidth) [128, Ec. 4], esta Ultima es la usada para el sistema BFTG.

1 . ., 1 f
. Para A = — = 165.4 ne la fun n(l ( 1)),con
3. Para 0.06 Y fsalto 65.4 se tiene la funcié 0.06 0810 1644 +

inversa fesg(f) = 165.41og,, (10 — 1), que es la funcion de lugar vs. frecuencia
de la MB de Greenwood mencionada en (4.9).

Por esto Ultimo, en |a literatura se menciona que # C';‘i‘r’:le(r;‘r’]i"’l‘a Fri:‘;ter';‘l’ia
la escalg ERB es esencialmente la escala lugar vs. Filtro | ccala ERB) | idénea (Hz)
frecuencia de la MB de Greenwood [127,129].

9.3949 400

El método seguido para construir un banco de
filtros gamma es el siguiente: se elige un intervalo
de frecuencias audibles y un numero k de filtros que
se deseen usar, posteriormente se divide el interva-
lo I en k—1 segmentos regulares en la escala ERB.
De esta forma, cada punto P de la division del inter-
valo I en la escala ERB (o0 en la membrana basilar)
tienen asignado un filtro gamma con f. = fess(P), y
b= (1.019)ERB(f.) con n = 4.

Como ejemplo, Scnhupp y colegas consideraron
el intervalo de 400 Hz a 10000 Hz y 15 filtros. La lon-
gitud del intervalo en la escala ERB es ~ 25.9216,
que dividido en 14 partes iguales es ~ 1.8516. Con
estos Ultimos datos, la Tabla 4.22 muestra la fre-
cuencia central f. idénea para cada filtro en to-
do el intervalo considerado. Primero se calculars)n 31,6141 ~ 6.638.80
los valores regulares en la escala ERB con la fér-
mula 21.41og; (55am55 + 1) + (k — 1)1.8516, donde 33.4657 | ~8,152.94
k € {1,...,15} es el niumero del filtro. Posteriormen- 15 35.3173 ~ 10,000
te se convierte cada ERB a frecuencia mediante la
funcién inversa 228.833 (1()% - 1), de esta mane- Figura 4.22: Valores idoneos para la
ra se obtienen las frecuencias centrales idoneas pa- frecuencia central de 15 filtros gamma
ra los 15 filtros. La Figura 4.21 (b) muestra las gréafi- dispuestos en el intervalo de frecuen-
cas de las Rls respectivas de los 15 filtros gamma.  cias de 400 Hz a 10, 000 Hz.

11.2465 ~ 538.62

13.0981 ~ 707.82

14.9497 | ~ 914.3158
16.8013 | ~ 1,166.33
18.6529 | ~ 1,473.91
20.5045 | ~ 1,849.29
22.3561 | ~2,307.44
24.2077 | ~ 2,866.58
26.0593 ~ 3,549

27.9109 | ~ 4,381.86
29.7625 | ~5,398.33

Mol Dol o Nolalsaw N =
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Por otra parte, en la Figura 4.23 se muestran las gréficas de un banco de 32 filtros
gamma en el dominio de la frecuencia, esta vez el intervalo considerado es 50 a 8,000 Hz.
La frecuencia central de cada filtro se determiné con el mismo método de la Tabla 4.22.
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Figura 4.23: BFTG (32 filtros en el rango 50 — 8, 000 Hz) y tonotopia respectiva de la MB. Gréficas
en el dominio frecuencia: funciones de transferencia sinusoidal (frecuencia vs. amplitud), diagra-
mas de bode o respuestas en frecuencia). Figura adaptada de mathworks.com.

Encima de la grafica se posiciona la membrana basilar en vista superior, para ilustrar
como la escala ERB es similar a la funcién lugar vs. frecuencia de Greenwood. La Fig.
4.23 se toma de la documentacion del paquete Audio Toolbox para MATLAB, donde ya
estan implementados estos filtros. También es pertinente sefalar la existencia del paque-
te Auditory Modeling Toolbox (amtoolbox.org) para MATLAB/OCTAVE, creado por el grupo
ABBAA'®, donde se tienen implementados mas modelos del sistema auditivo para la in-
vestigacion en audicion y procesamiento de audio, este paquete es reciente y aun sigue
siendo actualizado [130].

Teniendo el conjunto de respuestas al impulso de filtros gamma K;(t) con j € {1,...,n}
ordenadas de mayor a menor frecuencia (asociadas a algun intervalo de frecuencias), el
sistema BFTG conociste en conectar los comportamientos en cascada, anadiendo una
salida a cada comportamiento como se muestra en el diagrama de bloques en la Figura

4,24,
wo—>p| K l#K2 l= K3TTKnAl

m 2 3 Tn—1 U

Figura 4.24: Diagrama de bloques del sistema BFTG, consiste en comportamientos co-
nectados en cascada con salidas en cada transicion a la siguiente RI. Las Rls se eligen
con el método mostrado en la Tabla 4.22. Figura basada en [23, Fig. 12.9].

El sistema tiene n salidas, donde cada salida representa el movimiento de una parcela
de la membrana basilar ante una onda sonora arbitraria w'6. Si se apila la respuesta de

SAabba: aural assessment by means of binaural algorithms.
®Una animacién del movimiento de la MB en respuesta a distintos sonidos basada en el sistema BFTG


https://la.mathworks.com/help/audio/ref/gammatonefilterbank-system-object.html
http://amtoolbox.org/
https://www.oeaw.ac.at/en/ari/forschung/fachbereiche-teams/hoeren/aabba-aural-assessment-by-means-of-binaural-algorithms
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cada comportamiento gamma de menor a mayor frecuencia se obtiene un cocleograma,
que corresponde a las Figuras 4.15 (Cochlea simulation) o 4.20 B1.

Fotogramas y la SAI

Licklider supone en su modelo que la membrana basilar actia de la misma manera
que el teorema de Fourier, donde un sonido se descompone en suma de funciones sinu-
soidales generadas a lo largo de la membrana, sin embargo, por lo expuesto hasta ahora,
este no es el caso (ver §4.2.1). A pesar de esto, la funcion ¢, de Licklider se puede aplicar
a cualquier funcion f, continua con soporte compacto, Lyon aprovecha este hecho para
construir la imagen auditiva.

Primero, una onda sonora f(t) € ¢.(R) entra al sistema de filtros CARFAC-ACG, asi,
f(t) se transforma en las funciones H,(t) € ¢.(R) con i € {1,...,70}, donde cada una
describe las fluctuaciones de voltaje de una CCI. Aplicando la funcion de ACD a cada
H, se obtienen las funciones ¢y, (¢t,7), con i € {1,...,70}. Luego, tomando el intervalo
de tiempo de interés I = [ty,t1] C R del sonido que se desea analizar, considérese
Pr = {to,x1,...,t1} una particién regular del intervalo I, con ¢ty < =1 < ... < t1, asi se
puede definir el siguiente conjunto:

SA .= {C;, :ty € P} con Ci, = {om,(te,7) : i € {1,...,70}}, (4.19)

donde ¢y, (t,7) = H;(t-T)H;(t—7—T)w(T)dT, es la funcion de ACD de Licklider en
R>o

(4.15) y w es una funcién exponencial decreciente. El conjunto SAI{ tiene por elementos
un conjunto de autocorrelogramas por cada instante ¢, donde cada uno de estos ultimo
corresponden a los cortes ¢y, (tx, 7) para cada i € {1,...,70}. La imagen auditiva de Lyon
es la visualizacion de cada autocorrelograma C,, en orden, es decir, la imagen auditiva es
considerar cada elemento C;, € SAI}C como un fotograma (frame), y la imagen auditiva es
la secuencia finita (C¢,, Cq,, ..., Ct, )-

4.5. Observaciones finales

Uno de los objetivos principales de este capitulo, fue evidenciar como se aplican con-
ceptos de la teoria del control y sistemas LIT al proceso fisiolégico de la audicién. Esto
ultimo se ve reflejado (desde un punto de vista puramente teérico) en lo expuesto en la
Tabla 4.2 y la Figura 4.14. Se buscé ir un poco mas lejos, y evidenciar como la obra de
Lyon ya busca llevar estos conceptos a la practica (en el contexto de la audicidn robética),
y propone reglas de correspondencia explicitas para las funciones de salida planteadas en
la Figura 4.14 (entre ellas el banco de filtros de tono gamma). Se dio una breve introduc-
cion al concepto de imagen auditiva y un bosquejo del sistema machine hearing desde el
punto de vista matematico. El problema que Lyon ataca en su obra, es la implementacion
de todo el sistema descrito, esto va desde los filtros CARFAC-AGC, hasta el célculo de la
funcidon ACD ¢ de Licklider, la aplicacién biaural, para posteriormente realizar el tratamien-
to de la imagen auditiva SAIj(t) para realizar el analisis de la escena auditiva a través del
aprendizaje profundo y los fotogramas de la SAI.

se puede ver en el sitio del libro de Schnupp y colegas: auditoryneuroscience.com/ear o bien en el material
multimedia del libro Luis Colomer [80].


http://www.auditoryneuroscience.com/ear

Capitulo 5

Localizacion en el SNCA e
implementacion de un modelo de
HRTF para el plano horizontal

ON base en todo lo expuesto en capitulos anteriores, en este Ultimo capitulo se
buscara exponer los aspectos mas importantes de las pistas que el SNCA toma
en cuenta para realizar la localizacion. También se otorgara una justificacion
A fisiologica, para finalmente presentar un modelo HRTF para el plano horizontal

implementado en MAXMSP.

5.1. Las pistas de la localizacion

Retomando lo mencionado en §1.1.1: la audicién espacial es la habilidad que engloba
al menos tres tareas efectuadas por el SNCA: (1) inferir la direccion al punto de origen de
un sonido percibido (localizacion), (2) inferir la distancia al punto de origen de un sonido
percibido (estimacion de distancia) e (3) inferir caracteristicas fisicas del entorno donde
se percibi6 el sonido (p.ej. tamafo y material de la habitacién en la que se esta). El SN-
CA realiza la localizacién usando las siguientes pistas: diferencias de tiempo interaurales
(DTls), diferencias de intensidad interaurales (DlIs) y patrones espectrales. Estas pistas
se pueden clasificar en dos familias: biaurales y monaurales.

El proceso de audicion descrito en el capitulo anterior ocurre dos veces y de forma
independiente. Cuando el SNCA compara la informacién sonora enviada de ambos oidos
para realizar la localizacion, se dice que esta usando pistas biaurales, y si utiliza Unica-
mente la informacién de un solo oido se habla de pistas monoaurales. La efectividad y
generacion de ambas pistas dependen principalmente de: a) las frecuencias que compo-
nen la onda sonora (espectro), b) la posicién de la que se emite la onda sonora y c) las
rasgos anatémicos de la persona que recibe las ondas sonoras (tamano de la cabeza y
torso, asi como la forma particular de la oreja).

En un articulo dedicado a la revisién de la habilidad humana de inferir la distancia a una
fuente sonora, Kolarik y colegas [5] mencionan que se puede distinguir entre el espacio
“peripersonal” y el espacio “extrapersonal”, el primero se refiere a la zona comprendida por
un metro alrededor la persona y el segundo a la zona que excede el metro. En el contexto
de la audicién espacial, un sonido es emitido en el espacio peripersonal si la fuente sonora
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esta a menos de un metro del origen en el SCRC. Se deben contrastar estas Ultimas
definiciones con el concepto de campo cercano y campo lejano (ver §3.1.2). Ambos casos
son similares, pero difieren en el punto de referencia, para el espacio peripersonal, el
punto de referencia es el oyente y el espacio esta delimitado por la esfera de radio 1 m con
centro en el origen, mientras que, para el caso del campo cercano el punto de referencia
es la fuente sonora, y se considera la esfera centrada en la posicion de la fuente de radio
igual a Am la longitud de onda del tono puro en cuestion (Fig. 3.6).

Brungart [82] dedica su tesis doctoral al estudio de la habilidad de localizacién para
sonidos en el espacio peripersonal, en su tesis propone, para el contexto de la audicién
espacial, usar los términos “espacio peripersonal” y “campo cercano” como sinénimos. Es
importante mencionar esto pues en la literatura es posible encontrar el término “campo
cercano” (near-field) como sinénimo de espacio peripersonal (como hace Brungart) o por
el contrario como el significado en el contexto de la acustica antes mencionado. Para
frecuencias iguales a la velocidad del sonido (p.ej. un tono puro con frecuencia 344 Hz)
se cumple que el espacio peripersonal es lo mismo que el campo cercano acustico, de
lo anterior también se sigue que para frecuencias mayores a la velocidad del sonido, el
espacio extrapersonal es lo mismo que el campo lejano. Por lo tanto, para la mayoria
de las frecuencias audibles (frecuencias mayores a 344 Hz), el espacio extrapersonal es
equivalente al campo lejano.

Los datos y experimentos psicoacusticos de diversos otros trabajos que se describen
a continuacion fueron seleccionados por su relevancia al tema principal de este escrito.
Cabe mencionar que fueron realizados en una cadmara anecoica (campo libre) con una
fuente de sonido que dista a mas de un metro del sujeto de pruebas (espacio extrapersonal
- campo lejano).

5.1.1. Pistas biaurales: DTl y DIl

Se considera el siguiente escenario.

Escenario A. Se emite una onda sonora desde un punto localizado en el plano horizon-
tal, a la izquierda del plano sagital a mas de un metro de una persona. Como referencia
se toma la Figura 5.1.

Plano frontal (XZ)

Plano sagital (YZ)

Figura 5.1: Planos anatémicos res-
pecto al sistema de coordenadas refe-
rido a la cabeza (SCRC). Edicion so-
bre modelo 3D “Human Head” de Vis-
ta Prime.

Eje interaural


https://skfb.ly/ouFsp
https://skfb.ly/ouFsp
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La diferencia de intensidad interaural (DII)

La pista DIl consiste en asociar la diferencia de intensidad (medida en decibelios - dB)
de las dos ondas sonoras que llegan a cada oido con una direccién determinada. Esta
pista ocurre principalmente por los fendmenos acusticos de reflexién y difraccion. Consi-
derando el Escenario A, ocurre que la cabeza (el torso y los hombros también pueden
influir), al ser un medio mas denso que el medio de propagacién del sonido, obstaculiza el
sonido proveniente del lado izquierdo creando una sombra acustica, asi, la onda sonora
que llega al oido izquierdo es reflejada y difractada alterando la intensidad de la onda que
llega al oido derecho [7, Cap. 2]. Dependiendo de la composicién espectral del sonido
en cuestion, puede que la onda sea reflejada y absorbida por la cabeza, en tal caso la
onda sonora que llega al oido izquierdo tiene mayor intensidad (amplitud) que la del oido
derecho. Por otra parte, debido a la difraccion (capacidad del sonido de rodear un obs-
taculo con poca o nula alteracion en su amplitud), puede ocurrir que la onda sonora sea
transmitida al oido derecho con su amplitud casi intacta.

Considerando un tono puro, y tomando en cuenta que la difraccidén ocurre si la longitud
de onda del tono es mayor o similar a las dimensiones de un obstaculo, a medida en que
la longitud de onda se acerca a la distancia interaural (distancia entre ambos oidos), el
fenédmeno de difraccién se hace mas presente. En contraste, a medida que la longitud de
onda es menor que la distancia interaural, existe menor difraccién y solamente cuentan
los fendmenos de absorcion y reflexion del sonido.

Usando la relacion de longitud de onda discutida en §3.1.2: \ = %, donde f es la
frecuencia del tono puro y vy la velocidad del sonido en m/s, se obtiene la funcion fy(z) =
@ que describe la longitud de onda en cm/s de una frecuencia x dada.

En la Figura 5.2 se tiene la gréfica de
la funcion f\(x) considerando vy = 344 50
m/s. La gréfica sugiere que las pistas DllIs 5
son mas significativas para frecuencias al-
tas cuya longitud de onda es menor que la
distancia interaural, mientras que las fre-
cuencias cuya longitud de onda es ma-
yor a la distancia interaural no producen
una DII significativa. Por ejemplo, toman-
do 23 cm como la distancia interaural, dado
que fx(1500) = 22.93..., se puede sugerir
que las frecuencias > 1.5 kHz producen
Dlls significativas. En efecto, un tono pu-
ro de 200 Hz crea Dlls menores a 2dB [9], 7500 1500 2500 3500 4500 5500 6500 7500
0 un tono de 700Hz crea una DIl de en- Frecuencia (Hz)
tre 5dB y 10dB para la mayoria de las di-
recciones [3, Fig. 5.2], por lo que en am-
bos casos las diferencias son negligibles
0 poco informativas para el SNCA. Mien-
tras que, para determinadas direcciones,
un tono de 11 kHz creara una DIl de hasta 40dB [3, Fig. 5.2], esta diferencia es mucho
mas significativa y es una buena pista que el SNCA detecta para realizar la localizacién.

El consenso actual basado en estudios psicoacusticos es que las DllIs son significativas
para frecuencias > 4kHz (de acuerdo a Middlebrooks [52]) o > 3kHz (de acuerdo a

Longitud de onda (cm)
[ N N w w »
(6] o (6] o (6] o

=
o

Figura 5.2: Frecuencia vs. longitud de onda
en cm. Gréfica de la funcion fy(z) = 34200,

donde f\(x) es la longitud de onda en centi-
metros de la frecuencia z.
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Schnupp y colegas [3, Cap. 5])'. Esto se debe a que existen otros factores que determinan
una DI, como la reflexion de ondas por el torso y la resonancia de las orejas que alteran la
intensidad de una onda sonora para determinadas frecuencias y direcciones?, esto Gltimo
complica el comportamiento de las pistas de DII.

La diferencia de tiempo interaural (DTI)

La pista DTI consiste en asociar la diferencia de tiempo (medida en microsegundos
- us) de ambas ondas sonoras que llegan a cada oido con una direccion determinada.
Nuevamente considerando el Escenario A, debido a la separacion entre ambos oidos la
onda sonora llegara primero al oido izquierdo que al derecho, creando asi la DTI. Cuando
el sonido en cuestién es un tono puro (o una onda periddica), es mas preciso denominar
a las DTI como diferencia de fase interaural (DFI). En contraste con las Dlls, las DTls
son Utiles Unicamente para frecuencias bajas (< 1400 Hz [52] o < 1600 Hz [3, Cap. 5]). La
explicacién de este hecho no es tan inmediata (en comparacién con las Dlls). El primer
factor que explica la cota superior para las DTls es que, para frecuencias altas (> 2000 Hz)
se ha observado que “la relacién entre el acimut y la DTI no depende fuertemente de la
frecuencia, estos limites implican que, en gran parte del campo auditivo que rodea a un
oyente, la DTI de alta frecuencia seria completamente no informativa” [9, pp. 388-389].
Aunado a lo anterior, se tienen dos hechos importante respecto a las DTls.

DTImaxima. La mayor DTls posible (para frecuencias bajas) se encuentra entre 600 us y
1000 us = 1 ms y estd asociada a un sonido completamente lateralizado, es decir, un soni-
do emitido en un punto del eje interaural. Blauert maneja una DTl maxima de 630 us, valor
determinado por estudios psicoacusticos [6, Sec. 2.4], por otra parte también es posible
obtener un valor maximo para una DTI a través de un modelo geométrico que considera
la cabeza humana como una esfera o un elipsoide, Lyon [23, Cap. 22] menciona una DTI
maxima cercana a 1ms, Schnupp y colegas reportan un valor maximo de alrededor de
700 us [3, Cap. 5], Stecker y Gallun [9] unicamente mencionan que se trata de un valor
arriba de 600 us, Culling y Akeroyd aseguran que la maxima DTI es 650 us [1], mientras
que Tollin y Yin aseguran que la maxima es de alrededor de 800us [14]. Todos estos valo-
res dependen del modelo usado (parametros anatémicos), las dimensiones de la cabeza
considerados y la velocidad del sonido.

Ambigiiedad en las DFls. Al estudiar las diferencias de fase de un tono puro, existen
dos posibles valores que el SNCA puede tomar en cuenta para inferir la localizacién de
una fuente sonora. En la Figura 5.3 se tienen dos tonos puros: fi(t) = Asen(2w¢ot) ¥y
fa(t) = Asen(2m¢o(t + cp)) ambos con una misma frecuencia ¢y, amplitud A € R>( pero
desfasados ¢y us con 0 < ¢g < Mpp; donde Mpr; es el valor maximo posible de una
DTI. Las flechas sefialan los dos posibles valores para las DFIs dependiendo de si se
considera como referencia el tono f; o el tono f>. Tomar come referencia f; corresponde a
la distancia ¢ (el desfase) y tomar como referencia f, corresponde a la distancia dy que es

Vale la pena notar que estas cotas inferiores corresponden a la longitud de onda de 8.6 cm y 11.46... cm
respectivamente, valores que se aproximan a la mitad de la distancia interaural (alrededor de 22 cm).

2En este sentido las pistas DIl estan estrechamente relacionadas con las pistas monaurales como se vera
mas adelante.
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la distancia de la primera cresta® del tono f, a la segunda cresta del tono f;. Suponiendo
que el Escenario A es el asociado a la Figura 5.3, se tendria que f; corresponde a la
sefal recibida en el oido izquierdo y es la que llega primero al SNCA, de modo que la
interpretacion correcta es la que toma en cuenta ¢y pues f; “lidera” (lead) y f, es el
tono que esta “atrasado” (/ag). Elegir el valor dy como la DFI significaria que el sonido
llegd primero al oido derecho de modo que f> lidera y f; esta atrasado, de esta forma el
sonido seria interpretado como proveniente del lado derecho del plano sagital, lo cual no
corresponde al escenario supuesto.

Ante esta ambigtiedad para la
fase, pueden ocurrir tres posibles
resultados: 1. se perciben dos so- @
nidos viniendo de las dos direc- A
ciones asociadas a ¢y y dy, 2. se /
percibe una sola direccién de al- /
guna de las dos y 3. se percibe un .
sonido sin ser lateralizado (vinien- y
do del frente) [6, Sec. 2.4.1]. Los /!
estudios psicoacusticos sugieren /
que en la mayoria de los casos se )
elige el menor valor [9], de modo /
que “la diferencia de tiempo inter-
aural mas corta, domina con res-
pecto a la otra” [6, p. 147]. EI SN-
CA elige el valor min{cy, do} para
determinar la DTI, y dado que la
correcta interpretacion es la que
toma en cuenta ¢y, se sigue que
lo minimo necesario para una correcta interpretacion es pedir que ¢y < dy. Esto Ultimo
determina una cota superior para las frecuencias validas para pistas de DTI mediante la
funcion f : R>9 — R dada por fu(x) = % y obtenida de la siguiente forma:

Figura 5.3: Los dos posibles valores de una DFI. Se tienen
dos tonos puros f1(t) (linea sdlida) y f2(t) (linea punteada),
ambos con la misma frecuencia pero desfasados ¢, us. Los
dos posibles valores que el SNCA puede tomar en cuenta
como DFI son ¢y 0 dy.

0<cy<dy <= 0<2cy<co+dy (periodo en miliseg.)
2 d ;
— 0 < 29 < oo (periodo en seg.)
106 106 . . .
= 5 atdo (el inv. mult. del periodo es la frecuencia).

En particular, si ¢¢ = Mprz, solo un reducido rango de frecuencias son candidatas a
ser interpretadas como lateralizadas por completo, y a medida que ¢y disminuye, el rango
de frecuencias vélidas para una DTl aumenta, pero se pierde la posibilidad de percibir
valores laterales o existe ambigledad al hacerlo (ver Figura 5.4). Por ejemplo, usando
el valor Mpr; = 630 us se tiene que f3,(630) = 793.6507..., asi, Blauert menciona que:
“a medida que la frecuencia se eleva por encima de 800 Hz, el desplazamiento maximo
alcanzable se vuelve cada vez mas pequefo” [6, p. 148].

3El punto de referencia puede no ser la cresta del tono puro (ver [6, Fig. 2.71]), sin embargo se usan estos
puntos para enfatizar la relacion entre el fenémeno de las DTls y el fenédmeno de phase-locking discutido en
la seccion anterior.
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La teoria duplex de la localizacion biaural de Rayleigh y las deficiencias de las pistas
biaurales

Rayleigh realizé trabajos importantes sobre acustica e investigd la propagacién del
sonido en campo libre y la habilidad humana de localizacién en el plano horizontal. Lo
anterior con el objetivo de aplicar sus descubrimientos a la navegacion maritima, esto fue
entre finales del siglo XIX y principios del XX, cuando el medio principal de comunicacion
era la megafonia [2, Cap. 2] (ver §1.1.1). Este fisico fue el primero en postular que las
DTls y las Dlls son usadas para localizar frecuencias bajas y altas respectivamente, a
su teoria (actualmente aceptada bajo los rangos antes mencionados y respaldada por
numerables experimentos [52]) se le conoce como la teoria “duplex” de la localizacién
biaural. Sin embargo, las pistas de DIl y DTI no son suficientes para realizar la localizacién
satisfactoriamente por las siguientes razones:

1. de acuerdo a lo mencionado hasta ahora, los tonos que se encuentren en el rango
de 1.6kHz a 3kHz no producen DTIs o Dlls significativas. En efecto, se cometen
errores al localizar tonos cercanos a los 3 kHz emitidos en el plano horizontal [52],

2. las pistas baurales solamente dan informacién significativa del &ngulo horizontal (6
en el SCRC) de procedencia de un sonido y dicen poco (o nada) respecto a la altitud

(), y por alitmo,

3. una unica DTI (o DIl) no determina una Unica direccién, es decir, existe una infinidad
de direcciones distintas que poseen una unica DTl y DIl asociada, a este fendmeno
se le conoce como “conos de la confusion”, pues un valor de una pista biaural no
estd asociada a una direccién sino a un “cono de direcciones” [9], este fenédmeno
puede exacerbar los errores en la localizacién hasta el punto de confundir sonidos
provenientes de la espalda con el frente o de arriba con debajo etc. [1].

Por otra parte, si el interés es simular la localizacién, presentar unicamente los esti-
mulos de DTl y de DIl (por medio de auriculares, por ejemplo) Unicamente produciran la
sensacion de un sonido proveniente del interior de la cabeza y lateralizado [3, Cap. 5], la
sensacion de un sonido con procedencia del exterior es gracias a la pistas monaurales
que se abordaran en breve.
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Los conos de la confusion. El cono de la confusién para una pista de DTI se puede
aproximar tomando en cuenta que las DTls no dependen fuertemente de la distancia des-
de donde se emite un sonido [10], sino de la direccién de procedencia, entonces se utiliza
un modelo que considera la cabeza humana como una esfera en el SCRC y se determina
el cono de la confusién a partir de relaciones puramente geométricas y considerando la
cabeza humana como una esfera con centro en el origen.

Considérense los puntos a, 2;, ©, €
R? en el SCRC donde a = (a, b, c) re-
presenta la posicion donde se emite
un tono puro con frecuencia ¢g, ©; =
(21,0,0) es el punto donde se localiza
la entrada del canal auditivo externo
izquierdo y #, = (x,,0,0) el derecho.
Esta configuracion dara lugar a una
DTI (asociada al punto a). Se parte
del supuesto de que si existe un pun-
to # € R3 tal que d(2,4;) = d(a,) e
y d(z,4,) = d(a,,) entonces la DTI \-Conodela confusién

asociada al punto & sera la misma que
la asociada al punto a [3, Cap. 5]. EI Figura 5.5: Cono de la confusion para una DTI con

conjunto de puntos & € R? que cum- €l modelo esférico. Edicion sobre modelo 3D “Human
plen la propiedad de d(#, #;) = d(a,#;) Head”de Vista Prime.

y d(z,4,) = d(a, %) es el circulo en el

plano = = a con centro en (a,0,0) y radio v/b? + ¢2, es decir, se asegura que

Generatriz del cono

{2eR |y +2 =02+ o=a)={2 cR®|d(&,4) = da,s)yd& %) = da,,)}
(5.1)
La justificacién de (5.1) se puede consultar en la Prop. A.2.13 en la pagina 192. Por tanto,
todo valor de DTI puede provenir de un circulo el cual se genera al rotar el punto de la
fuente alrededor del eje interaural, y como la pista de DTI no depende fuertemente de la
distancia entre la fuente sonora y el receptor, se considera todo el cono con vértice en el
origen que contiene al circulo antes mencionado.

El cono de la confusién para una pista de DIl es mucho mas complejo, pues como se
menciond antes, las DIl dependen fuertemente de la frecuencia y direccion desde donde
se emite el sonido, por lo que para cada frecuencia f y cada direccion (6, ¢) se tiene un
complejo patrdn donde ciertas direcciones poseen mismas DIl (como referencia ver [3, Fig.
5.2]).

Beats biaurales o pulsos biaurales. Vale la pena dedicarle un apartado al fenémeno
psicoacustico conocido como beat biaural* o pulso biaural, pues esta muy ligado a la pista
de localizacién de DTl y ocurre cuando de manera simultanea y aislada se escuchan dos
tonos puros que difieren en frecuencia por unos cuantos hercios. Los mejores resultados
son cuando la diferencia es menor a 5Hz y se pierde el efecto cuando la diferencia es
mayor a 20 Hz [1]. Tal estimulo produce la ilusién auditiva de que el sondo (ambos tonos
puros combinados) se mueve en el plano horizontal, es decir se percibe el sonido como

“Es comun el uso del término “binaural” (palabra tomada de manera directa del inglés), que biaural. En
esta tesis solamente se usa el término biaural.
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si la direccion de procedencia ¢ en el SCRC fluctuase entre los valores 7 y —7. Rayleigh
argumento que esto se debe a que ambos tonos producen una serie de pistas de DFIs con
variacion continua por lo que esto es interpretado por el SNCA como un sonido moviéndo-
se en el plano horizontal, mas aun, debido a que la ilusion de los pulsos biaurales solo es
efectiva para frecuencias < 1.6 kHz, Rayleigh se apoy6 en este hecho para justificar que
solamente frecuencias bajo ese rango son efectivas para una pistas de DTI, y esto ultimo
funciond como argumento para su teoria duplex [3, Cap. 5] mencionada parrafos arriba.
Para explicar el por qué del efecto psicoacustico de un pulso biaural, considérense los
tonos fi(t) = Asen(2mot) y f2(t) = Asen(2m(¢po + co)t), ambos con amplitud A que difie-
ren en frecuencia ¢y € (0,5] C R hercios y ¢, arbitraria. Sea k € IN fijo. La cresta de f; en
el intervalo [%, %} C R es el punto (% + 1500 (% + ﬁ)) = (% + ﬁ,A). Ana-

logamente, la cresta de f; en el intervalo |-t KL ] es el punto (5 + ;o t 5, A).

La distancia temporal entre crestas de ambos tonos para el intervalo [ k k]

do+co’ ¢0+00} y
[%,%} est4 dada por la funcion h(k) = %5 (en segundos). A medida que k

incrementa h(k) incrementa sin cota superior, en particular cuando k£ > ¢, ocurre que

k k41 bk k+1) _ . . . . _
(¢O+CO, AL 0y (¢0, > ) = @, sin embargo, la DFI tiene una cota superior y esta da

da por la mitad del periodo de la frecuencia méas baja, es decir, 1/(2¢g) (en segundos)
ya que si se excede este valor, se tomara el valor menor complementario (ver Fig. 5.3
y lo discutido en la seccion dedicada a la ambigiedad de las DFIs), entonces se debe

pedir que m < g = k< W‘%. De esta forma ambos tonos produ-

cen ininterrumpidamente DFIs que se encuentran entre los valores h(0) =
2(¢o+co)—co\ _ 1

h( 4co ) ~ 2¢0°
Los patrones que presentan ambos tonos

(&)
13o(Goteo) J

puros dependen de la frecuencia ¢ y el valor 0.016 1 .x”
co, pero se repiten cada segundo (pues cada 0.014 |
segundo ambas frecuencias cumplen sus ci- 0.012 ] _

clos y se reinicia el patrén), dado que el tono '

f1y f2 son percibidos aisladamente en cada 0.010 A

oido, el SNCA es bombardeado constante- 0.008 - ‘

mente por esta secuencia incesante de DFls

Tiempo (s) entre crestas de f1 y > (DFI)

0.006 - s
que produce la ilusion acustica del movimien-
to en el plano horizontal. Por otra parte, se 0.0041
debe pedir que h(k) < Mpr; (méxima DTI) 0.0021
para cualquier k tal que h(k) < ﬁ, pues Si 0.000 L& | | | |
o 0 3 6 9 12 15

se excede la maxima DTI, puede que el efec-
to de lateralizacién se pierda [1]. Consideran-

Numero de periodo del tono f;

do Mpr; = 0.001s = 1 ms se debe pedir que
ﬁ < 0.001 si y solo si ¢ > 500. Por lo tanto,
la ilusién acustica que produce el pulso biau-
ral es mas efectiva para frecuencias mayores a 500Hz (por tanto el efecto de DTls de un
beat biaural es mejor para frecuencias entre 500 y 1600 hercios).

Como ejemplo®, en la Figura 5.7 (a) se tiene la grafica de los tonos f;(t) = sen(27(30)t)

Figura 5.6: Gréfica de h(k) =
k€ {0,1,...,15}.

4k+1
130)(Eo+ D) Para

Sh(k) esta construida para que su dominio sea IN sin embargo se considera h(k) con dominio R>, para
pensarla como una recta.

SEl ejemplo es puramente ilustrativo, pues en este caso las DTIs producidas exceden la méaxima DTl natural
posible (1 ms), por lo que la ilusién acustica seria poco efectiva, se us6 una frecuencia extremadamente baja
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y fa(t) = sen(27(31)t) alo largo de un segundo. En la Figura 5.7 (b) se observa mejor como
la distancia entre crestas crece a medida que pasa el tiempo, pero cuando se llegaa 0.5s
existe una DFI menor, que es la que tendra preferencia al interpretar la localizacién.

En la Figura 5.6 se tiene la grafica de la funcion h(k) = % (limitando el dominio
para k € {0,1,2,...,15}) que muestra las distancias entre crestas (DFls) en los ciclos

(intervalos) [£ %]y [£ EEl] Se toman Gnicamente 15 ciclos ya que h(15) = 0.01639...
y este valor se aproxima a la maxima DFI posible que en este caso es 0.016s.

Para finalizar sobre los pulsos biaurales, solamente se menciona que estos también
producen una modulaciéon de la amplitud (de ahi que sean “pulsos” o beats), la frecuencia
de esta modulacién nuevamente depende del valor ¢y, y presupone que los sonidos que
llegan a cada oido son sumados, es decir, tomando en cuenta el caso de la Figura 5.7
(a), se presupone que si fi(t) se escucha de manera aislada en el oido izquierdo y fa(t)
en derecho, entonces el sonido que se termina por “percibir” es la suma C(fi(t) + fa(t))
donde 0 < C < 1 es algun factor de compresion (Fig. 5.7 (c
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J:

|
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c
00

.0

(@)

0.999
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Tiempo (s)

(b)

Amplitud

- A A NN
— f1(t) + H(t) =sen(2n(30)t) + sen(2m(31)t)

s

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Tiempo (s)

(©

Amplitud

|
OoN = O K~ N

o
o

Figura 5.7: (a) Pulso biaural para una frecuencia de 30 Hz y 31Hz. Gréfica de los tonos fi(t) =
sen(2m(30)t) (azul) y f2(t) = sen(27(31)t) (negro) para t € [0, 1]. (b) Exageracién de las crestas de
las graficas f1(t) y f2(t). (c) Gréfica de la funcién fi1(t) + f2(t) = sen(2m(30)t) + sen(27(31)t) para
t € [0, 2]. (Python)

5.1.2. Pistas monaurales o espectrales

En §1.1.1 se menciondé como el ser humano puede reconocer cambios en 6 (en el
SCRC) tan pequenos como 1° y cambios en ¢ tan pequenios como 2° [9]. Si las pistas
biaurales no influyen significativamente en el reconocimiento de ¢ de un sonido percibi-
do, debe haber otra pista que proporcione esta informacion. Las pistas monaurales com-
pletan la habilidad de localizacién y son las pistas principales que el SNCA utiliza para
determinar la elevacioén y resolver las confusiones del tipo frente-espalda o arriba-abajo

para que se pueda apreciar la distancia entre crestas.
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(causadas por los conos de la confusidn) [9]. Son monaurales ya que estan determina-
das por la interaccion del sonido con un oido, esto se ve reflejado en que personas con
sordez en un solo oido son capaces de localizar sonidos de manera satisfactoria (casi
tan bien como oyentes normales) [52], sin embargo, existen estudios que muestran que el
SNCA puede compara ambos patrones espectrales para realizar la localizacién [3, Cap.
5], en este sentido las pistas monaurales también pueden considerarse pistas biaurales,
a este fendbmeno Tomasz Letowski y Szymon Letowski le llaman diferencias de espectro
interaurales [131, Sec. 2.2].

Las pistas monaurales se generan debido a la interaccidén de las ondas sonoras con el
torso, cabeza y principalmente la oreja, que en conjunto alteran el espectro de Fourier de
una onda sonora en funcion de su angulo de incidencia. La oreja, junto con el canal audi-
tivo externo forman un sistema complejo de resonancias y anti-resonancias que generan
alteraciones en forma de crestas y valles del espectro de Fourier de un sonido incidente.
Tales alteraciones comienzan a manifestarse a partir de los 3kHz [6, Sec. 2.2], aunque
las alteraciones causadas por la cabeza y el torso también pueden influir en frecuencias
menores a 3kHz [132].

Las alteraciones espectrales se hacen evidentes con la funcién de transferencia refe-
rida a la cabeza discutida en §3.3, la HRTF estd compuesta por dos funciones de transfe-
rencia, a cada una de estas se le puede llamar funcion de transferencia direccional (FTD),
a través de estas se puede analizar el comportamiento de la alteracién espectral monaural
en funcién del angulo de incidencia de un sonido’. Por ejemplo, en las FTDs de un gato®
se presentan valles en frecuencias bajas para elevaciones bajas y a medida que la eleva-
cibn aumenta, los valles aumentan su posicion en el dominio de la frecuencia [14]. Para el
caso del ser humano aun no se conoce la relacién especifica entre el patron espectral y
la direccién del sonido, pues como ya se menciond, estos patrones son particulares para
cada persona. Al margen de lo anterior, se sabe que ciertos valles o crestas en determina-
dos intervalos de frecuencias estan asociados a identificar areas o resolver determinadas
confusiones asociadas al cono de la confusion, en la Tabla 5.1 se mencionan tales rela-
ciones.

Rango de
frecuencias 4-16 6—12 4-38 7-9 10 — 12
(kHz)
. Primera
Rango donde se Rango donde se Primer valle cresta o P1 Segunda
encuentran o N1 (notch
- encuentran : (peak 1), cresta o P2,
alteraciones que . 1), asociado - .
. alteraciones que asociada con | asociada con
Competencia resuelven con un . .
. resuelven . sonidos sonidos
confusiones de . sonido . .
. confusiones del . provenientes | provenientes
tipo ; . . proveniente .
tipo arriba-abajo de arriba de | de la espalda
frente-espalda del frente
la cabeza

Tabla 5.1: Aspectos generales sobre las pistas monaurales. Tabla realizada con la infor-
macion de Tomasz Letowski y Szymon Letowski [131, Sec. 2.2].

Si bien la Tabla 5.1 tiene identificadas alguna alteraciones y su competencia, no siem-

"En el campo lejano, la HRTF no es fuertemente dependiente de la distancia al origen del SCRC, por lo
que la direccion es el parametro mas relevante a tener en cuenta.

8Para el caso del gato se tiene conocimiento satisfactorio de la relacién entre el &ngulo de procedencia de
un sonido y el patron de valles y crestas asociado [3, Cap. 5].
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pre son evidentes tales alteraciones, por ejemplo, en la Figura 5.8 (a) se tiene la compara-
cion de dos FTDs para los oidos derechos de dos sujetos de prueba capturadas al frente
en distintas alturas del plano sagital, en la elevacién ¢ = 0° el sujeto de pruebas de la
derecha (S07) presenta el primer valle (N1) pero en el sujeto de la izquierda (S35) no se
presenta o al menos no es evidente cual es el valle N1. Para el caso de distintas alturas de
la espalda en el plano sagital (Figura 5.8 (b)) también hay diferencias aunque el simbolo
“x” sefala la segunda cresta (P2) mencionada en en la Tabla 5.1.

o 0

J&M M}‘N—M’“’V‘\w&w

S07 835

Gain (dB)
Gain (dB)
o
*

) M

20]-
0

2 4 8 16 4 8 16
Frequency (kHz)} Frequency (kHz)

(a) Frente del plano sagital. (b) Espalda del plano sagital.

Figura 5.8: Comparacion de las FTDs de dos personas (oidos derechos), para el frente y espalda
del plano sagital. A la izquierda se encuentran la FTD del sujeto S32 y a la derecha la del sujeto
S07. El dominio es la frecuencia en kHz, el codominio la amplitud en dB. Se apilaron las FTDs en
funcion del &ngulo ¢ de elevacion. Se pueden observar rasgos que se mencionan en la Tabla 5.1,
aunque no siempre son claros o no estan presentes para todas las alturas. Middlebrooks identifica
cuatro valles principales para el frente del plano sagital (marcados del nimero 1 al 4 para la FTD
del angulo ¢ = —60°) y una cresta principal para la espalda (marcada con el simbolo “x”). Adaptado
de [133, Figs. 1y 2].

Los datos de la Figura 5.8 provienen de un estudio donde Middlebrooks buscé escalar
(trasladar los patrones a la izquierda o la derecha en el diagrama frecuencia vs. fase) la
FTD de un sujeto para que logre asemejarse al de otro, pues mientras mas pequenas sean
las dimensiones del sujeto, los patrones tienden a aparecer en frecuencias més altas en
comparacién con los sujetos de mayores dimensiones anatomicas [133]. Por esto ultimo,
Unicamente observando las FTDs de los sujetos S35 y S07 se puede inferir que el sujeto
S07 tiene mayores dimensiones anatomicas que el sujeto S35.

Es natural preguntarse si es necesario todo el detalle espectral de una FTD, por ejem-
plo, haciendo referencia a la Figura 5.9, a la izquierda se tiene la FTD correspondiente a
la altura ¢ = —60° del sujeto 32 de la Figura 5.8 (a). ¢ Qué tan necesarios son los detalles
encerrados en rojo para realizar la localizacion direccional? Para responder la pregunta
se puede considerar la version “suavizada” de la FTD, la cual se busca representar a la
derecha de la Figura 5.9. Resulta que estas “crudas aproximaciones”, siguen teniendo
efectividad para simular la localizacion [23, Sec. 22.4], ademas de que la presencia de las
alteraciones N1, P1 y P2 son suficientes para crear la ilusion de escuchar un sonido en el
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exterior (el sonido deja de escucharse dentro de la cabeza y lateralizado) [131, Sec. 2.2].

60"

1 2

Figura 5.9: Ejemplo de una FTD “suavizada”. A la izquierda se tiene la FTD del sujeto S32 co-
rrespondiente a la altura ¢ = —60° (Figura 5.8), se encierran las pequefas fluctuaciones de la FTD
que se piensan suavizar. A la derecha se tiene un ejemplo de la misma FTD suavizada.

La Figura 5.8 es un ejemplo de los diagramas de Bode de las HRTFs que se obtienen
a partir de las funciones hf[é] 0 hﬁ[é} definidas en la Ecuacion (3.16), donde se esta

graficando la frecuencia vs. amplitud®. Este es un ejemplo de como la teoria de sistemas
lineales e invariantes en el tiempo ha ayudado a comprender mejor la habilidad humana
de la localizacién, ya que cada pista espectral tiene asociado un patrén especifico de
valles y crestas a lo largo del rango de frecuencias audibles, y tales patrones se pueden
visualizar precisamente gracias al diagrama de Bode (obtenido a partir de la funcién de
transferencia) de la HRTF.

También es posible obtener las pistas biaurales de DTl y DIl, a partir de las HRTFs,
por ejemplo, la DTI se puede obtener al comparar las formas de onda de las Rls rf y hE
e identificar las diferencias temporales de actividad (onsets) en cada una. Métodos para
inferir la DTI a partir del HRTF se discuten en [134]. Por su parte, la DIl en el dominio de

la frecuencia se obtiene mediante: DI(¢) = 201ogy, ‘(ﬁf(ﬂwé))(ﬁf(ﬂwf))_l [38, Ec. 2].
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En la Figura 5.10 se ilustra como las pistas espectrales cambian en funcion de la
direccién de procedencia del sonido y a su vez dependen fuertemente de la forma par-

%Como ya se mencioné en el Capitulo 2, en esta tesis no se ahonda en los detalles de la obtencion
de los diagramas de Bode a partir de la funcion de transferencia. Solo se enfatiza que a partir de iy (6]
especialmente al considerar la funcién ¢ — |hk (5(i27€)|, se obtienen las graficas que se muestran en las
Figuras 5.8, 5.10, y mas adelante en el capitulo para la Figura ??. El diagrama de Bode de la fase se obtiene
apartirde y £ — arg(hg (5 (i278)).
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ticular de la oreja. Paul Hofman y colegas [4] modificaron la forma de la oreja de cuatro
sujetos de prueba con moldes. En un principio los sujetos de prueba tuvieron errores de
localizacion con los moldes puestos, pero con entrenamiento adecuado y en cuestién de
cuarenta dias, los cuatro sujetos pudieron aprender las nuevas pistas espectrales, y pudie-
ron localizar correctamente con o sin los oidos modificados por los moldes. Experimentos
posteriores han respaldado esta extraordinaria capacidad del SNCA para poder aprender
nuevas pistas espectrales en plazos relativamente cortos y sin olvidar las pistas espectra-
les “originales” (del oido sin ninguna alteracion) [135, 136]. En ambas figuras se grafica la
frecuencia (absisas) vs. angulo de elevacion (ordenadas) de la fuente sonora (en el plano
sagital y al frente de la persona) vs. amplitud (color, donde los colores claros indican una
amplificacion y los obscuros atenuacién).

Es sorprendente como de alguna manera, el SNCA es capaz de reconocer patrones en
el dominio de la frecuencia de ondas sonoras, y mas aun, memorizar, aprender y reapren-
der los patrones respectivos de cada direccion de procedencia. Es legitimo preguntarse
si en verdad los patrones de crestas y valles del HRTF son la sefal que el SNCA toma
en cuenta para realizar la localizacion. Antes de abordar la justificacién fisiolégica de las
pistas de la localizacién, se dedica una breve sub-seccion a la localizacién en el espacio
peripersonal y el campo difuso.

5.1.3. Localizacion en el espacio peripersonal y el campo difuso

La localizacién de un sonido en el espacio peripersonal no es igual al caso extraper-
sonal, pues cambian algunos comportamientos de las pistas, por ejemplo, el fenémeno de
la sombra acustica de la cabeza que da lugar a las DlIs se exacerba hasta el punto de
crear Dlls mucho mayores a las encontradas en el caso extrapersonal, por otra parte (y
quiza el fenédmeno mas importante) las pistas monaurales se vuelven fuertemente depen-
dientes de la distancia (a diferencia del caso extrapersonal), de modo que su estudio se
vuelve mas complicado pues se afiade una variable mas a tener en cuenta [82, Cap. 3].
En general, “las pistas de la localizacién en distancias menores a 1 m, son substancial-
mente diferentes de las mayores a 1 m” [82, p. 31]. La tesis doctoral de Brungart [82] es un
buen punto de partida para explorar este caso, Xie Bosun (desde el enfoque de captura
de HRTFs) también dedica parte de su obra a este caso [98, Sec. 2.4].

Localizacion en el campo difuso

Es un hecho que el ser humano puede localizar un sonido en el campo difuso, pues
este es el caso comun que se pone en practica dia a dia. Por lo anterior, surge la pregunta:
¢,cémo es posible realizar la localizacién en entornos donde la reflexién puede interferir
o alterar radicalmente las pistas de la localizacién?, si bien aun no se comprende por
completo este fendmeno, se tienen identificados mecanismos importantes que ayudan a
esta tarea, concretamente el fendmeno summing localization y el efecto de precedencia
(también llamado ley del primer frente de onda o efecto de Haas [23, Cap. 22]). Ambos
juegan un papel importantes para la localizacién en el campo difuso.

Se considera la siguiente disposicion: en una camara anecoica un sujeto de pruebas
se encuentra frente a dos altavoces en el plano horizontal y dispuestos simétricamente
respecto al eje y, de modo que, en coordenadas esféricas del SCRC, #; = (—60,0, po)
es la posicion del altavoz izquierdo y 2, = (6o, 0, po) la del derecho. Uno de los altavoces
reproduce el sonido de un clic, antes que el otro. El altavoz que reproduce primero el
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sonido se denomina lead, y el segundo /ag, de este modo ambos altavoces reproducen el
mismo sonido pero con un retraso de ¢y milisegundos. Resulta que si 0 < ¢y < 1, ocurre el
fenédmeno de summing localization: l1os sujetos de prueba reportan un solo sonido y juzgan
la direccion de procedencia del sonido entre ambos altavoces, es decir juzgan la direccion
en el eje y (direccion j = (0,1,0)) o cercano a este. Por otra parte si 2 < ¢y < 5 ocurre
el efecto de precedencia: los sujetos nuevamente reportan un unico sonido, pero esta vez
se reporta la direccién de procedencia correspondiente al altavoz lead. Esto ultimo lleva a
la conclusion de que ante el eco de un sonido (simulado por el experimento en cuestion),
el sistema auditivo “suprime” dicho eco y solamente toma en cuenta los primeros 2 a 5
ms del sonido que llegan primero al oido para realizar la localizacién. El intervalo de 2 a
5 ms corresponde al sonido de clics, si se utiliza una fuente sonora de mayor duracion y
mas rica en frecuencias (como el habla o la musica) este intervalo se extiende hasta 50
ms 0 mas [9]. Por ultimo, cuando ¢y > 5 los sujetos de prueba reportan dos fuentes de
sonido distintas y pueden localizar ambas fuentes sonoras sin problema. La Figura 5.11
(b) sintetiza los fendmenos de summing localization y precedencia. Se tienen dos gréaficas
encimadas que comparten el dominio que representa el retraso entre el altavoz lead y lag
en milisegundos. El codominio de la gréafica superior indica el porcentaje de personas que
reportan escuchar mas de una fuente sonora (clics) en funcion del valor del retraso.
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(a) Configuracién del experimento del efecto de (b) Figura tomada de [9, Fig. 14-8].

precedencia y summing localization en el SCRC.
Edicién sobre modelo de Vista Prime

Figura 5.11: (a) Configuracién del experimento que da lugar al efecto de precedencia y summing
localization en el plano horizontal del SCRC. Esta configuracion busca simular artificialmente el eco
de una fuente sonora. (b) Resumen del efecto de precedencia y summing para estimulos breves
(clics).

El codominio de la grafica inferior muestra el juicio de localizacion en funcién del re-
traso. Se observa que en el primer milisegundo (zona gris) se reporta una unica fuente
sonora y el juicio de localizacién se encuentra en la mitad (direccién ;) (efecto summing
localization), pero a medida que se llega a un retraso de 5 ms se comienza a reportar el jui-
cio de localizacion como la posicion del altavoz lead (efecto de precedencia), y también se
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comienza a percibir la segunda fuente sonora. Concretamente a los 5 ms (umbral del eco -
echo threshold) mas de la mitad de los sujetos reportan dos fuentes sonoras distintas y se
reconoce la localizacion de ambas fuentes sin problema. El umbral del eco puede alargar-
se en funcién de la posicion o repeticion de los clics (buildup), de modo que el efecto de
precedencia depende fuertemente de las caracteristicas particulares del estimulo sonoro.

5.2. Justificacion fisiologica de las pistas de localizacion

Anteriormente se concluy6 que la representacion sonora que se envia finalmente al
SNCA (a través del 8'° par craneal) es un neurograma (representacion analoga a un es-
pectrograma): un arreglo de PSTHs que puede ordenarse por frecuencias, donde cada
PSTH refleja la actividad temporal de cada fibra nerviosa auditiva (0 conjunto de fibras
con frecuencia caracteristica similar). El siguiente paso en la via auditiva ascendente'®
es recorrer distintos sitios del tronco encefalico, tales sitios se presentan en pares (dis-
puestos de manera simétrica respecto al plano sagital) ademas de que cada uno posee
una tonotopia particular (preservada desde la membrana basilar). En la Figura 5.12 se
muestran los sitios involucrados en el proceso de audicion y especialmente en la habilidad
de localizacién, estos sitios son responsables del procesamiento de las pistas biaurales y
monaurales.

Figura 5.12: Sitios en el tronco encefalico encargados
de la audicién y localizacion. 1. ndcleo coclear (CN),
contiene el ndcleo ventral coclear (VCN) que se di-
vide en el nucleo ventral coclear anterior (AVCN), nu-
cleo ventral coclear posterior (PVCN) y nucleo coclear
dorsal (DCN), 2. complejo olivar superior (SOC), uni-
camente se mencionan tres de los sectores que con-
tiene: oliva superior lateral (LSO), oliva superior me-
dial (MSO) y nucleo medial del cuerpo trapezoides
(MNTB), 3. coliculo inferior (IC), 4. lemnisco lateral
(LL), 5. cuerpo geniculado medial (MG). Del MG se
llega a partes especificas de la corteza cerebral. Ima-
gen de [137, Fig. 8.3]

Cada uno de los sitios se caracteriza por el tipo de neuronas que lo componen. No
se entrara en detalle sobre las neuronas de cada sitio y su manera de operar, solamen-
te se manejara la nocién de que las conexiones entre los sitios pueden ser inhibidoras
0 excitadoras, la comunicacion inhibidora de un sector con otro produce una reduccion
en la actividad neuronal (reduccion en la frecuencia de disparo) del sector receptor, por
otra parte la comunicacién excitadora aumenta la actividad neuronal (incremento en la fre-
cuencia de disparo) del sector receptor [3, Cap. 5]. Teniendo todos lo anterior en cuenta,

®Una vez que las fibras nerviosas auditivas llegan al nicleo coclear se dividen en fibras ascendentes y
descendentes, de modo que unas fibras parten del nucleo coclear y suben hasta la corteza cerebral mientras
que otras fibras bajan de la corteza cerebral a otros sectores [3, Cap. 5].
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se puede explicar grosso modo cémo es que el SNCA procesa las pistas de la localizacién
ya discutidas.

La informacion que envia la coclea de un oido a través de una fibra nerviosa auditiva
se envia al nucleo coclear y se conecta con los tres sectores de cada VCN jpsilateral'’ a
través de dos bifurcaciones de la fibra [137].

Una pista de diferencia de tiempo interaural se traduce en un retraso en ambos neuro-
gramas que llegan a cada VCN. Para un lado determinado, el camino de una DTl comienza
en el AVCN ipsilateral que a su vez se comunica con el MSO ipsilateral y contralateral'?.
En este caso todas las conexiones son excitadoras. El consenso actual es que el mecanis-
mo de comparacion temporal que se requiere para procesar una DTl se realiza en el sitio
MSO [3,9, 14,114]. El fendbmeno de phase locking discutido anteriormente juega un papel
fundamental en el procesamiento de las pistas de DT, las neuronas de cada AVCN (bushy
cells) proveen a cada MSO de trenes de disparo transportados en fibras cuya frecuencia
caracteristica es baja, por lo tanto tales trenes de disparo preservan la estructura temporal
de los tonos bajos (la distancia entre crestas), asi, “todo lo que las neuronas MSO nece-
sitan hacer para determinar la DTI del sonido es comparar estos patrones [phase locking]
de los oidos izquierdo y derecho.” [3, p. 197]. El proceso de comparacién adn no se com-
prende enteramente y sigue en debate, sin embargo, se ha descubierto que tiene fuertes
semejanzas con el modelo propuesto por Jeffress [3,9, 138], discutido en §4.4.1. En el ar-
ticulo Coincidence Detection in the Auditory System: 50 Years after Jeffress (1998), Joris
y colegas mencionan que “la evidencia anatomica y fisioloégica moderna muestra que la
MSO es el sitio probable del modelo de Jeffress. Consiste en una larga lamina de células
orientadas en un plano aproximadamente parasagital” [138, p. 1235]. Sigue en debate la
operatividad del modelo, pues se han descubierto aspectos que no toma en cuenta, por
ejemplo, el modelo supone Unicamente dos lineas de transmisién excitadoras, y se descu-
brié que el MSO también recibe sefiales inhibidoras del MNTB (nucleo medial del cuerpo
trapezoides) y el LNTB (nucleo lateral del cuerpo trapezoides), que influyen en el compor-
tamiento del MSO [9] y [3, Cap. 5]. Al margen de esto, Stecker y Gallun mencionan que
“los mecanismos neuronales subyacentes a esa sensibilidad [DTI] deben ser al menos
formalmente similares a los propuestos por Jeffress hace mas de 60 arios” [9, p. 406].

En la Figura 5.13, se tiene la representacion del camino que recorre una pista de DTI
(datos fisiolégicos de un gato). Se puede observar como cada sitio tiene una tonotopia.
Para el caso del MSO se observa la prevalencia de frecuencias bajas, acorde con la teoria
duplex (las DTIs solamente son efectivas para frecuencias bajas, < 1600 Hz para el caso
del humano). Después del MSO los siguientes sitios son el IC (coliculo inferior) y el DNLL
(nucleo dorsal del lemnisco lateral) ipsilaterales. En este caso, el rango audible del gato
es arriba de 32kHz. Las neuronas del AVCN son del tipo bushy. BC: bushy cells, ANF:
auditory nerve fiber.

Por otra parte, una pista de diferencia de intensidad interaural se traduce en una di-
ferencia de amplitud (frecuencia de disparo) de ambos neurogramas que llegan a cada
VCN. Como ya se menciond, los tonos graves no son afectados por la sombra acustica
que produce la cabeza, por lo que las diferencias en los neurogramas solo seré significa-
tiva para frecuencias altas (> 3000 Hz para el caso humano). El camino de una pista de
DIl en el SNCA (para un lado fijo) comienza en el AVCN ipsilateral que manda sefales
excitadoras al LSO ipsilateral y al MNTB contralateral, este ultimo a su vez manda sefales

"adj. Med. Perteneciente o relativo al mismo lado (RAE).
123dj. Med. Perteneciente o relativo al lado opuesto al que se considera (RAE).
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ITD pathway
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de [14, Fig.
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inhibidoras al LSO ipsilateral. Por lo tanto cada sitio LSO recibe una sefal inhibidora del
oido contralateral y al mismo tiempo recibe una sefial excitadora del oido ipsilateral. El
LSO es el responsable de restar ambas senales y procesar la DIl [9,14,114] y [3, Sec.
5.3.2]. Posteriormente cada LSO envia la informacién al IC y al DNLL contralaterales.

En la Figura 5.14 se representa el camino que toma una pista DIl. Se observa que el
LSO tiene una organizacion tonotdpica que privilegia las frecuencias altas, nuevamente
acorde con la teoria duplex de Rayleigh (las DIl solamente son efectivas a frecuencias
altas, > 3000 Hz para el caso humano).
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Finalmente, para el caso de las pistas monaurales, la hipo6tesis actual es que el DCN ip-
silateral procesa las pistas espectrales del oido ipsilateral, pues posee neuronas sensibles
a caracteristicas espectrales de un sonido [9, 14, 114], esto va acorde con la aseveracién
de que las pistas espectrales son principalmente monaurales (Unicamente necesitan la
informacién de un solo oido para procesarse) y confirma que los valles y crestas de la
FTD son reconocibles por el SNCA. Cada DCN envia informacién al IC contralateral, se
ha mostrado que cortar los nervios que conectan el DCN con el IC de un gato no afectan
su audicion, pero si su habilidad de localizacion [3, Sec. 5.3.1].

Esto fue un breve resumen de los sitios involucrados en la audicion y la localizacién.
Informacién y diagramas mas completos de los sitios involucrados en el proceso de audi-
cidén se pueden encontrar en [9, Fig. 14-2], [3, Fig. 2.17] y [23, Fig. 22.8]. La tesis doctoral
de Julie Wall: “Post-Cochlear Auditory Modelling for Sound Localisation using Bio-Inspired
Techniques” ahonda en la habilidad de localizacién desde el punto de vista de la neuro-
ciencia y redes neuronales artificiales.
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5.2.1. Resumen de la habilidad de localizacion y el SNCA

Se concluye el apartado con la Tabla 5.2 que sintetiza aspectos importantes sobre las
pistas de la localizacién.

Sitio
Fenomenos Frecuencias | principal
9 Pista Funcién principales que la en las que de
generan opera procesa-
miento
T ) ) Asocia una diferencia de Tamario de la .
o Diferencia de | tiempo (en microsegundos - cabeza (distancia Oliva
r tiempo us) de llegada de un sonido a ; superior
o > . . interaural) y la < 1.6kHz .
W < interaural ambos oidos con una . medial
z L : velocidad del
T w (DTI) direccion determinada del . (MSO)
g8 . sonido
2 plano horizontal
= X
o o Tamafo de la
< EO% Diferencia de .AtSOCIfl]| uc:l? dlfgrengl? de cabeza, Oliva
%) : : intensidad (en decibelios - i .
o E 'ir:fr;SIdra? dB) entre ambos oidos con afgggt?;igc:jse > 3kHz slu pt)errl?r
2 eraura una direccion determinada difraccion atera
= (D) del plano horizontal ony (LSO)
reflexién
. Interaccién del
o Asocia un patron espectral sonido i
° u (visible a través de la funcion (resonancias Nucleo
< x Patron de transferencia direccional - . > Y coclear
5 S ant-iresonancias) > 3kHz
@z espectral DTF o HRTF) con una dorsal
o P con el cuerpo
5 direccion determinada del o ’ (DCN)
e . principalmente la
espacio .
oreja
Tabla 5.2: Sintesis de aspectos importantes sobre las pistas de la localizacion.
5.3. Implementaciéon en MAXMSP de un simulador de HRTF pa-

ra el plano horizontal

En esta ultima seccion se presenta una aplicacion de MAXMSP, que busca simular
un conjunto de HRTFs para el plano horizontal. En funcién de una direccién elegida, la
aplicacion procesa una sefal de audio en “tiempo real”, y entrega dos salidas en cada oido
(mediante el uso de audifonos), donde la sefal fue procesada para simular los estimulos
de la localizacion de la direccion en cuestion. El archivo puede descargase en el siguiente
enlace: github.com/cesariovb/HRTF-Simul-MaxMSP-Horizontal.git.

Se utiliz6 MaxMSP por dos razones: 1) la audiencia objetivo es cualquier persona
interesada en el uso y aplicacién de filtros HRTFs a composicion musical electro-acustica
o electronica, y MaxMSP es un programa conocido y usado en estos ambitos, y 2) aunque
se trate de un programa escrito (principalmente) en C, C++ y JUCE, es extremadamente
amigable con el programado/usuario, ya que

...es un lenguaje de programacion orientado a objetos con una interfaz gréafica de
usuario (GUI). Esto significa que las lineas de cddigo que definen cada objeto real-
mente existen, pero que usted, como programador, nunca tiene que verlas.
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En cambio, los objetos sirven como representacion grafica de estas lineas de cédi-
go, haciéndolas mucho mas intuitivas para manejar. [...] Algunos podrian ponerlo en
la clase de un entorno de programacion, pero podria describirse mejor como una
aplicacién para programacion [139, p. 6].

Sin embargo, no todo es miel sobre hojuelas, ya que se trata de un programa de cédigo
cerrado.

5.3.1. Interfaz y funcionamiento

Una vez que se abre la aplicacion se vera la siguiente interfaz.

Modo [t - ]} C
\ LZCE 8 umenu-afiade-archivo-audio-add-audio-file v

e | °

oot Vo

live.dial _ L E Figura 5.15: Interfaz
. 7 =R de la aplicacién en

— modo “presentacion”.
onfoff  Mic

live.gain~
n
U sfrecord
Silenciar Mic
Guardar/ Rec
S::e " . . H
N AN o
-~

A G

B

Volumen en funcién
de la distancia / F
Volume as a function

of distance

= A es un panel donde al hacer click (o arrastre + click sostenido) en él, se elige la
direccion de procedencia del sonido en el plano horizontal.

» El circulo sefialado en B muestra el punto de procedencia elegido.

= En el menu desplegable en C, se eligen los modos de operacion del parche, que son
tres: Archiv-Audio corresponde a usar archivos de audio, Mic utiliza el micréfono, y
Archiv-Audio + Mic ambas.

s En D, mediante el objeto umenu, se pueden afadir archivos de audio que se quieran
procesar por el parche.

= En E se activa o desactiva el parche, también se controla y visualiza el volumen.

m En F el objeto toggle activa y desactiva el tomar en cuenta el volumen en funcién
de la distancia al origen del panel, a medida en que el punto se acerca al origen del
panel, el volumen aumenta.

m En G se activa y desactiva el micréfono, se controla el volumen de este y también
se afade un botén que reduce inmediatamente el volumen (Util cuando hay retroali-
mentacién del micréfono con las bocinas del equipo).

= Finalmente, en H se puede grabar la salida (estéreo) del parche con ayuda de
sfrecord.
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5.3.2. Modelos y métodos seguidos

Al desactivar el modo presentacién, se verd la siguiente configuracion.

p HRTF_0_lpsi g .
p HRTF_30_lpsi CO nflg u
‘ 8 (o HRTF_90_ b RTF_90_Ipsi parche.
bl o0, | VALORES-DEL -PANEL 57 30 Y .. HRTF_120_|psi
expr sqr($11°$11) + (§12°$12)) B e = .. y i
If $1 >= 100 the A - AT 150 lpsi
b= e TF_180_lpsi
3 oreer: [T send Angulo [l IS
Pl B — e
Longitud dé 1a | Py m diametro de Ia cabeza 3
trayectoria al d T N ec
AN <00 230005 BRI " emeem—
= =
e ils i $11 >= 0 then 1 else 0 — \
expr - feloch se [ g
= I e sena vSonido =
\ = send LADO || g - ! =
0== L0 auterso B trm f
~ '\ J v \ 7\ J/
B D E H F

= A corresponde al objeto panel, que considera valores x € [—700,700] C Z tanto para
las ordenadas como las abscisas. El origen se considera al centro del cuadrado.

m En B se extraen las dos coordenadas x y y actuales del punto elegido en el panel, y
a partir de estas se puede obtener el angulo del vector mediante arctan2(y, z), y se
obtiene la norma ||(z,y)|| (euclidiana). Todo lo anterior se plantea desde el SCRC y
los valores se envian a través de los objetos send y se reciben en distintas partes
del parche con el objeto receive. También se afade un mecanismo para detectar si
el punto elegido esta a la derecha del plano sagital o a la izquierda, mas adelante se
vera la utilidad de esto.

= En C se controlan los modos de operacién del parche, las entradas del sistema son
archivos de audio, sfplay reproduce archivos provenientes de umenu y a su vez es
controlado por un playbar. También se afnade el micréfono y controles de este.

= En D se almacenan dos valores importantes para el modelo de DTI: la distancia
interaural (o diametro de la cabeza) en cm (por defecto 23 cm) y la velocidad del
sonido en el aire (por defecto 340 m/s).

m E y F corresponden a la configuracién para grabar la salida del parche y el control
del volumen del parche respectivamente.

Los sectores que requieren de mayor atencion son G (volumen en funcién de la dis-
tancia al origen), H (simular las DTIs) e | (simulacién de HRTFs).
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Volumen en funcién de la distancia al origen

137

Suponiendo que la fuente sonora tiene una intensidad fija Iy, los cambios de amplitud
en el punto de recepcion (en este caso es el origen del SCRC) en funcién e la distancia a
la fuente, se pueden modelar con la ley del cuadrado inverso (ver (3.9)).

Se asume que el los cam-
bios de intensidad en dB SPL
en funciéon de la distancia

[
p (en metros) a la fuen- Lt
te, estd dada por la fun- <
cion DIST(p) = Lap(ly) —

1 .
20 log1q (—) La implemen-
P

tacién de los cambios de vo-
lumen en funcién de la dis-
tancia con ayuda de esta ul- :
tima ecuacion se muestra en
la Figura 5.17, que corres-
ponde al contenido del sub-

Ignimda 1: En rada 2: E receive D-IPS| Recibir distancia
= al origen
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—= =

m Distancia al origen

XDF $f1/200 ‘ m Normalizacién a unidades de 200
r1+ 20I0 10(1/$f1) 7 Ley del cuadrado inverso (signo
= 0 d negativo)

Valores (dB) que afectan al objeto
live.gain~

s_aliaaw:n Salida 2: E

Figura 5.17: Subparche distFuente.

parche'®) llamado “distFuente” (G en la Figura 5.16).

Modelar las diferencias de tiempo interaurales

El modelo usado para las pistas de DTI, se
basa en el mismo concepto detrds del modela-
do ray tracing (mencionado en §3.2), donde se
considera la cabeza humana como una esfera
en el SCRC. Un sonido emitido a una direccion
# del SCRC, lo suficientemente alejado del ori-
gen (en el campo lejano de todas las frecuen-
cias audibles), llegara al oyente como una onda
plana, por lo que dos lineas paralelas (rayos)
separadas por el diametro 2r (en metros) de la
esfera se consideran como el sonido incidente
en cada oido. Si el sonido se emite desde el
primer cuadrante del plano XY (como es el ca-
so de la Figura 5.18), el sonido llega primero
al oido derecho, mientras que el “rayo” del oido
izquierdo tendré que recorrer un camino adicio-
nal, dado por el segmento de recta de longitud
rsen 6 junto con el segmento de arco de longi-
tud 0, en este caso, el sonido que llega al oido

Front
centre

Source

Paths to
listener's two

Figura 5.18: Modelo de wuna pis-

ta DTl (cabeza esférica) de Ray-
leigh/Woodworth. Figura tomada
de [114, Fig. 2.5].

r(sen6 + 6)

izquierdo tendré un retraso (en segundos) dado por la funcion DTI,(0) .= ———=,

Co
donde ¢ es la velocidad del sonido en el aire. De acuerdo a la Tabla 5.2, las DTls seran
mas significativas para frecuencias bajas (< 1.6kHz). En la Figura 5.19 se muestra como
se implementaron las pistas de DTI con ayuda de la funcién DTI,.(6) en el subparche lla-

'3E| objeto patcher (o simplemente p), permite tener un parche dentro de otro parche.
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mado “DTI” (H en la Figura 5.16). Primero se recibe el angulo de incidencia (variable), el
diametro de la cabeza y la velocidad del sonido (constantes), para calcular la férmula de
DTl en ms con ayuda del objeto expr. Posteriormente el DTl se comunica a un sistema
de retraso de la sefal con ayuda de los objetos tapin~ y tapout~. El objeto matrix~ es-
ta configurado para tener 4 entradas y dos salidas, matrixctrl elige los casos correctos
(retraso al canal izquierdo si el sonido proviene de la derecha y retraso al derecho si el
sonido proviene de la izquierda).

Construccion de la funcién que modela la DTl en funcién del angulo de incidencia

s Diametro de la cabeza: Ive diametroCab Maneja da los canales en
H§ receive diametroCal .
Anudul ol | i35 = funcion del lado
Incldencia: Velocidad del sonido: [EIEICRIERATNT U ] 1 == Lada derecha, == Lada izquierdo
Valor oF
= = - h 1]
absoluto del angulo: [T absfoI) expr 3.1415 - 511 _ ‘ _
2.4980 >ciangefilta JOs valoresque se repiten y solo
58 actualize’si hay un cambio (necesaria para
Mantener el «que.nalrix~ pueda operar bisn)
angulo entre 0y /2] \H 5707 < $1 && $f1 < 3.1415 then $f2 else $11 7
0.643501 e_xpr $F1/100 I[SH == 1 then bang else uﬂg
h i - i m en
= 5 = . funcite del lada de .
Férmula DTI en ms: EEUNREZARCREIEIMIHEEN] R Fi gura 5.19: Sub-
- - cleﬂrﬁﬂl111 clear, 221331

parche DTI.

Sistema de delay en funcion de la DTl}y el lado de procedencia

If $i1 = 1 then 512 eise 0 || I $i1 == 0 then $r2 eise 0

CE—
Entrada 1‘H Entrada 2: ﬂ

\ Fapin-s

Salida 1: H Salida 2: B

Modelar las Dlls y las pistas espectrales

Las pistas mas dificiles de modelar son las Dlls y las pistas espectrales, pues como
se vio en secciones anteriores (a diferencia de las DTIs), se trata de pistas que dependen
fuertemente de la frecuencia y para el caso de las pistas espectrales dependen de los
rasgos anatémicos de cada persona.

Para modelar estas pistas, se buscé imitar los diagramas de Bode (frecuencia vs. am-
plitud) de distintas FTDs para el plano horizontal. Esto ultimo se logra con una serie de
objetos filtergraph~ (en configuracion peaknotch), conectados en cascada (dependien-
do del caso, se usaron de 8 a 11 filtros), y con los cuales es posible disefiar un filtro
acustico visualmente, de modo que imite un determinado diagrama de Bode, sin tener
que lidiar directamente con los coeficientes de la funcién de transferencia sinusoidal. La
idea de modelar la respuesta en frecuencia filtros HRTF con ayuda de filtros simples, es
mencionada por Sushik y colegas: “Dado que el espectro de HRTF consta de maximos
y minimos distintivos, el espectro podria aproximarse mediante el uso de resonadores y
filtros notch” [140, p. 1]. En la Figura 5.20 se muestra el subparche HRTF_120_Cont (mos-
trado en la Fig. 5.16 1), donde se busco imitar el diagrama de Bode de una FTD para el oido
izquierdo y la direccién 120° (Fig. 5.22). Las lineas divisorias en el eje de las ordenadas
corresponde a 10dB SPL y en las abscisas corresponde a 1000 Hz. Este ultimo método se
siguié para un total de siete direcciones, la Figura 5.22 muestra todos los diagramas que
se buscaron imitar con ayuda de los filtros en cascada. En total se tienen 14 filtros, que
corresponden a los 14 sub-parches en Fig. 5.16 1.



5.3. IMPLEMENTACION DE SIMULADOR HRTF (PLANO HORIZONTAL)

139

Figura 5.20: Imita-
cion del diagrama de
Bode de una FTD iz-
quierda y angulo de
acimut 120° (ver Fig.
5.22) con ayuda de 11
filtros peaknotch co-
nectados en cascada.

Figura 5.21: Filtros modelados y FTDs. El filtro A corresponde a la grafica de 90° para el
oido derecho (linea roja) y el filtro B corresponde a 120° para el oido izquierdo (linea azul
punteada). Figuras adaptadas de [99, Fig. 2.1].

Los filtros modelados de esta forma
son solo una aproximacion de las gréficas
en la Figura 5.22, sin embargo, en §5.1.2
se mencion6é como estas aproximaciones
también son efectivas para simular los es-
timulos de la localizacién. En la Figura 5.21
se muestran dos comparaciones entre el
filtro modelado y la grafica de la FTD que
se busca imitar.

Las direcciones faltantes se pueden
anadir de manera inmediata invirtiendo los
filtros de cada oido, por ejemplo, si bien
no se tiene la HRTF correspondiente a
f# = —60°, esta ultima se puede construir
tomando la FTD izquierda asociada a 6 =
60°, pero dirigiéndola al oido derecho, y to-
mando la FTD derecha con 6§ = 60°, pero
dirigiéndola al oido izquierdo.

El método anterior presupone que el
cuerpo humano es totalmente simétrico
(respecto al plano sagital) y ambas orejas
tienen misma forma, aunque en la realidad
esto no ocurra, este es un método utiliza-
do para ahorra el numero de captura de
HRTFs.
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Figura 5.22: FTDs o HRTFs que se buscaron
modelar con el método ilustrado en la Figura
5.20. Las graficas en rojo corresponden a FTDs

derechas y las azules punteadas al FTDs izquier-
das. Figura tomada de [99, Fig. 2.1].
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Para implementar los cambios con base en la direccion se us6 un objeto matrix~ con
2 entradas y 14 salidas, y cada una de estas ultimas va dirigida a uno de los filtros DTFs.
Se realizé un sub-parche “Control-Direccion” y se afiadieron mas sub-parches con objetos
matrix~ Yy matrixctrl para elegir los filtros en funcién del angulo 6. El resultado final se
ilustra en la Figura 5.23 (a), mientras que en la Figura 5.23 (b) se muestran los sectores
circulares coloreados que corresponden a cada filtro.
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Figura 5.23: (a) Diagrama de bloques del parche. (b) Doce sectores circulares correspon-
dientes a cada filtro.

Las flechas sélidas corresponden al camino dirigido al canal derecho y las flechas
punteadas al canal izquierdo. El diagrama muestra que se trata de distintos sistemas co-
nectados en paralelo, donde un rango determinado de angulos tienen una direccién aso-
ciada. Cada salida de los filtros que imitan los HRTFs se dirige al sub-parche DTI, para
finalmente entregar dos salidas filtradas y desfasadas.

5.3.3. Efectividad del modelo

Ya explicada la interfaz, funcionamiento y métodos, lo Unico que queda es verificar en
qué medida este modelo implementado logra simular satisfactoriamente los estimulos de
la localizacion (en el plano horizontal). Para esto ultimo, se hizo un test con quince par-
ticipantes adultos, el cual consistié en lo siguiente: se les pidié a los participantes usar
audifonos y estar en un ambiente silencioso. Se prepararon quince muestras de sonido
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(fragmentos de voz + ruido rosa'#), que fueron procesada por el parche para todas las
direcciones (las direcciones 60°,180° y —30° se repitieron). Los participantes escucharon
cada muestra (presentadas en desorden) sin saber la direccion asociada a la muestra,
posteriormente eligieron la direccién que juzgaron correcta de entre cuatro opciones posi-
bles (una correcta y tres direcciones aleatorias). Los resultados se resumen en las figuras
5.24 y 5.25. Cada sector muestra el porcentaje de participantes que juzgaron la direc-
cion como la correcta. El sector coloreado en verde es la direccion correcta asociada a la
muestra. Los sectores con patrones de cebra no fueron elegidos por ningun participante.
Al tratarse de una aproximacién de HRTFs genéricos y un modelo de DTI también ge-
nérico, es natural obtener confusiones frente/espalda, las cuales se pueden observar en
Figuras 5.24 (a), (b), y (c), asi como en las figuras 5.25 (b), (d), (e), (j), y (I). Cuando las
alternativas incorrectas estan en el mismo lado del plano sagital, y que es contrario al de la
respuesta correcta, la efectividad es del 100 % (Figs. 5.25 (g) y (h)). También se observan
errores cuando las alternativas son sucesivas, sin embargo, la lateralizacion se respeta
(Figs. 5.24 (a), (b), (c), y Figs. 5.25 (b), (f) y (k).
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—» 90°-90°«
86,67%
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-150° v -150° v -150° v 150°

Figura 5.24: Resultados del test para distintas direcciones (6 = 60° se repite).

E| ruido rosa tiene presencia en todo el rango auditivo de frecuencias, por lo que es ideal para localizar.
La voz afade dinamismo a la muestra sonora.
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»90° -90°«
73,33%

Figura 5.25: Resultados del test para distintas direcciones (continuacién). Las direcciones
90° y —30° se repiten.

5.4. Observaciones finales

Respecto al proceso fisiologico de la audicion

Lo abordado desde el Capitulo 4 hasta §5.2 fue un bosquejo del proceso de audicion
para los primeros tres sectores auditivos y la habilidad de la localizacion en el SNCA.
Unicamente se han descrito aspectos clave de la via auditiva ascendente, y se ha plan-
teado la localizacién (y la audiciéon) como un proceso unidireccional, sin embargo también
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existe la “via auditiva descendente”, y consiste en “innumerables neuronas que transmiten
informacién hacia abajo, desde la corteza frontal a la corteza auditiva, desde la corteza
auditiva a cada nivel de procesamiento subcortical (...) Estas proyecciones descendentes
incluso llegan hasta la céclea” [3, p. 92], por lo tanto, el proceso de audiciéon no se puede
tratar del todo como unidireccional, pues tan pronto como el neurograma entra al tronco
encefalico, comienzan a darse varias bifurcaciones, bucles de retroalimentacion, circuitos,
y sub circuitos intrincados “que permiten reafinar el sistema sobre la marcha, hasta el ni-
vel de la mecanica de la céclea, para adaptarlo a las demandas particulares a las que se
enfrenta el sistema auditivo en diferentes entornos o circunstancias” [3, p. 92]. Aunado a lo
anterior, no es concluyente que el proceso de localizacion termine en el tronco encefalico,
existe evidencia que sugiere que la localizacién requiere de procesamiento en la corteza
cerebral [3, Sec. 5.5].

Respecto al modelo implementado

Si bien las pistas DTI se pudieron modelar e implementar de manera directa y “desde
cero”, para modelar e implementar las pistas DIl y espectrales se utilizaron HRTFs captu-
radas en una camara anecoica, concretamente se utilizé la Figura 5.22, sin embargo, no
fue necesario conocer la funcién de transferencia explicita ni sus coeficientes, Unicamente
con la forma de las gréaficas se busc6 modelar la respuesta en frecuencia mediante fil-
tros simples conectados en cascada. Los resultados mostrados en las figuras 5.24 y 5.25
muestren la existencia de confusiones frente-espalda, sin embargo, se observa que este
método “rudimentario”’® tiene un buen grado de efectividad en cuanto a lateralizacion.

Se pueden hacer diversos mejoramientos al modelo (en cuanto a efectividad y reduc-
cion de confusiones frente-espalda), algunos personalizados y otros mas generales. a
continuaciéon se mencionan:

1. Una primera mejora personalizada es cambiar el parametro de distancia interaural
(por defecto 23 cm) a la personal de quien use la aplicacién (Fig. 5.16 D).

2. Laformula utilizada para la DTl en funcion del angulo de incidencia 6 fue: DTI,.(6) =
r(sen 6 + 0)c, . Se pueden encontrar mejoras a este modelo (por ejemplo en [141]),
por lo que también se pueden implementar estas mejoras a la aplicacion.

3. Debido al método de escalamiento (ver 2.4.3) proveniente de [133], es posible tras-
ladar las frecuencias de cada uno de los filtros a la izquierda o la derecha segun sea
el caso para personalizar el HRTF. Si bien no se saben las dimensiones anatomicas
del sujeto asociado a la Fig. 5.22, se puede seguir el mismo método con un conjunto
de HRTFs donde si se conozcan las dimensiones anatémicas, y partir de ese punto
para aplicar el método de escalamiento.

4. En el modelo se toman 7 direcciones correspondientes a la derecha del plano sagital,
posteriormente se deducen las 5 direcciones correspondientes de manera simétri-
ca al lado izquierdo del plano sagital. En la implementacién se admite una cantidad
arbitrara de filtros (tantos como sub-parches se puedan crear), por lo que se pue-
de anadir mas resolucion al modelo afiadiendo mas filtros pertenecientes al plano
horizontal o incluso anadiendo filtros que ya tengan una elevacion asociada.

SRudimentario en el sentido de que no se esta trabajando con coeficientes de una funcién de transferencia,
simplemente se esta imitando la respuesta en frecuencia graficamente y se esta ignorando por completo la
respuesta en fase.






Capitulo 6

Conclusiones

Como se advirtio en la introduccidn, la tesis se desarroll6 conforme al mapa conceptual
en la Figura 1.3, y buscando dar respuesta a las preguntas planteadas en §1.2.

En el Capitulo 2 se dieron respuestas a las preguntas (i) a (v). Se definieron los con-
ceptos: sistema LIT, caja negra (comportamiento), respuesta al impulso, impulso, convolu-
cion, y funcién de transferencia. A partir de estas definiciones, se documenté (y en algunos
casos se demostrd) las proposiciones y teoremas necesarios para poder esclarecer las re-
laciones importantes entre todos estos conceptos matematicos. Esto se ve reflejado en las
proposiciones y teoremas mencionados a lo largo del capitulo. Para esclarecer la impor-
tancia y papel de la funcion de transferencia en la teoria, fue necesario abordar conceptos
de analisis arménico y analisis complejo. A propdsito del analisis arménico, se discutieron
aspectos importantes de la transformada de Fourier, tanto para el caso continuo como
el discreto. Se discuti6 como el concepto de muestreo es un medio para transitar de un
comportamiento LIT continuo a uno discreto. Por ultimo, también se observo que la teoria
de integracién y de ecuaciones diferenciales ordinarias abordada en §2.1, es capital para
comprender la teoria de sistemas LIT de tiempo continuo. En todo lo anterior, el apoyo
principal estuvo en los trabajos de Moénica Clapp [55], Eduardo Sontag [30], y Gasquet-
Witomski [56].

En el Capitulo 3 se dieron respuestas a las preguntas (vi) y parte de (vii). Se docu-
mento6 y (cuando fue posible) se justific6 como se aplican los conceptos de la teoria de
los sistemas LIT al fenémeno fisico del sonido y el procesamiento digital de sefales acus-
ticas, donde el concepto de muestreo es capital. Posteriormente se explicd el escenario
de captura de HRTFs desde las términos de la teoria de sistemas LIT establecida en el
Capitulo 2, haciendo énfasis en como (gracias al teorema de muestreo) el escenario simu-
lado reproduce satisfactoriamente los estimulos asociados al escenario real (Fig. 3.11). Si
bien no se justifico rigurosamente, desde el sistema de definiciones de Eduardo Sontag,
como el sonido es un sistema LIT continuo UBIBO, si se sefialé como al tratar este sis-
tema/comportamiento como tal, se obtienen resultados experimentalmente favorables, lo
cual se ve reflejado en la efectividad de los filtros acusticos HRTF.

En el Capitulo 4, buscando responder a la pregunta (vii) para el caso del sistema au-
ditivo humano, se abord6 el proceso de audicion con énfasis en las transducciones que
sufre el sonido a través de los primeros tres sectores del sistema auditivo. Desde un pun-
to de vista puramente tedrico, se planteo dicho proceso como un conjunto de sistemas-
comportamientos conectados en cascada (Tabla 4.2 y Figura 4.14). Posteriormente, se
expuso como la obra de Richard Lyon [23], apoyandose fuertemente en la teoria del con-
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trol y los sistemas LIT, ya busca implementar modelos que buscan simular el proceso de
audicién humana. Si bien escapé de la tesis entrar en los detalles de los modelos plantea-
dos por Lyon, se dio una definicion conjuntista de la imagen auditiva (ver (4.19)) y se dio
un esbozo del sistema machine hearing.

En el Capitulo 5 se buscé dar respuesta a las preguntas (viii) y (ix). Con base en los
capitulos precedentes, se discutieron las pistas que el SNCA toma en cuenta para realizar
la localizacién, su procedencia, modo de operacion, asi como su justificacion fisiolégica a
nivel del tronco encefalico. Se hizo énfasis en como las HRTFs han ayudado a compren-
der el proceso de localizacion, y como estas evidencian que el SNCA (de alguna forma)
es capaz de reconocer patrones que solo se hacen evidentes en el dominio de la frecuen-
cia. Finalmente, se presentd una implementacién de un modelo en MaxMSP, que busca
simular el comportamiento de HRTFs para el plano horizontal. Las pistas DTI se pudieron
implementar de manera directa mediante un sistema de retrasos de sefial. Por otra parte,
para modelar e implementar las pistas DIl y espectrales se utilizaron HRTFs capturadas en
una camara anecoica, sin embargo no fue necesario conocer la funciéon de transferencia
explicita ni sus coeficientes, Unicamente con la gréfica de la respuesta en frecuencia fue
posible modelar el filtro correspondiente a cada direccién con ayuda de filtros peaknotch
conectados en cascada. El modelo se puso a prueba, y los resultados se resumen en las
figuras 5.24 y 5.25. Se sugieren los siguientes mejoramientos al modelo (en cuanto a efec-
tividad y reduccién de confusiones frente-espalda): (1) cambiar el parametro de distancia
interaural a la personal de quien use la aplicacién, (2) usar una férmula mejorada para
el DTI (por ejemplo la de [141]), (3) utilizar el método de escalamiento de Middlebrooks
en los filtros implementados [133], y (4) afadir mas filtros y sub-parches con direcciones
asociadas para tener mejor resolucion.

Comentarios finales y trabajo futuro

Mas que profundizar en un teorema o resultado matematico, esta tesis buscd docu-
mentar relaciones importantes en un conjunto de conceptos propios de la teoria matema-
tica del control. Considero que el trabajo monografico presentado en el Capitulo 2 de esta
tesis, es un material Gtil para cualquier persona que busque una introduccién a la teoria
del control y los sistemas LIT desde un punto de vista tedrico-matematico.

En cuanto a todo lo mencionado en los capitulos 3, 4 y 5. En la introduccion se men-
cioné como esta tesis nace de buscar comprender las funciones de transferencia acustica
referidas a la cabeza. Inmediatamente se observo como la teoria de los sistemas LIT era
la base sobre la cual se apoyaba la captura de estas funciones, y conforme la investiga-
cion siguid su curso, se observé como la teoria del control y los sistemas LIT proporciona
un cuerpo tedrico apropiado para poder comprender y relacionar conceptos de disciplinas
que en principio son de naturaleza muy distinta.

Al menos un par de veces en su obra, Lyon enfatiza que “para hacer un buen fil-
tro digital, el modelo debe estar en términos de polos y ceros, o ser convertible a dicha
descripcidn, o aproximarse a dicha descripcion” [23, p. 245]. “Para que las etapas sean
implementables en circuitos o en tecnologia digital, deben expresarse en términos de fun-
ciones de transferencia racionales, o polos y ceros” [23, p. 281]. El concepto de funcion
de transferencia es de capital importancia en la ingenieria e informatica, lo interesante
es que, desde el enfoque matematico del sistema de definiciones que propone Eduardo
Sontag [30], se puede ver como las funciones de transferencia provienen de ecuaciones
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diferenciales lineales e invariantes en el tiempo que modelan un sistema (A4, B, C).

Respecto posibles trabajos o investigaciones futuras, se tienen distintos caminos a se-
guir y problemas a atacar. En primer lugar, la teoria mateméatica del control por si sola es
un campo muy rico que aun esta en desarrollo, por lo que siempre es posible refinar y
ahondar en esta teoria. En cuanto a la aplicacion de la teoria de sistemas LIT al fenémeno
fisico del sonido, un problema que no se resolvié en esta tesis, fue justificar (desde el siste-
ma de definiciones de Eduardo Sontag) como el sonido (cuando la amplitud no rebasa un
umbral), es un sistema o comportamiento LIT continuo. En cuanto al proceso de audicién
humana, se mostrd que aun queda mucho por descubrir, este es un desafio que requiere
de la cooperacion y el trabajo de distintas disciplinas, entre ellas la matematica, que busca
abstraer y modelar los procesos involucrados. Por otra parte, el modelado, captura, imple-
mentacion e interpolacion de HRTFs son problemas aun latentes que atraviesan distintas
disciplinas. La dificultad yace en que la efectividad y generacién de las HRTFs depen-
den fuertemente de los rdzagos anatomicos de cada persona y el punto desde donde se
capturan.






Apéndice A

Apéndice auxiliar para
demostraciones

A.1. Demostraciones del Capitulo 2

Lema A.1.1. Sea Q2 C R™ medible, sea W C R™ abierto. Si f : Q — W es medible, y
g : W — RP es continua, entonces g o f : 2 — RP es medible [59, Ej. 7.5.3]. J

Prueba. Sea U abierto en R?. Como g es continua, se tiene que ¢~ (U) es abierto en W,
y como f es medible se tiene que f~1 (g1 (U)) = (g o f)~1(U) es medible en Q. O

Proposicion A.1.2. [p. 14]SeaQ C R™ medible, y f : QO — R™ con f(z) = (f1(x), ..., fm(x)),
entonces f es medible si y solo si f; : 2 — R es medible para todo i € m [59, Ef. 7.5.2]. _

Prueba. =) Supéngase que f = (fi1,..., fm) €S medible y sea i € m. La funcidn proyec-
cion en la i-ésima variable ; : R™ — R, dada por 7;(z1,...,;,...,zm) = x4, €S continua,
pues para cualquier (a,b) € R U {+o0}, se tiene que 7; '(a,b) = R x -+ x (a,b) x --- x R
es abierto en R™ donde (a,b) esta en el i—ésimo factor del producto cartesiano. Por lo
tanto, por el Lema A.1.1, se tiene que f; = m; 0o f : & — R es medible, y como ¢ € m fue
arbitraria, se tiene que f; es medible para toda i € m.

<) Ahora supdngase que f; es medible para toda : € m. Sea U abierto en R",
entonces U = U, B; [59, Lema 7.4.10], donde |I| < [N|, B; = J["( al,bl), con

f,bf e RU{+oo}y a{ < b{ para todo i € m y todo j € I. Se asegura que
1 <H g,zﬂ) ﬂf al,bl) Vel (A.1)
=1

Ya que, por un lado

=1 i=1

,:13

( 37b§)> = (], 1)

=1

131 z’z

= fi(z) = (m;0 f)(z) € (d] bj)Viem:xef;l(afj,b{)wemixemflf ol bl),
=1
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y por otro lado

zeﬂf al, by =z e f7al b)) Viem= fi(z) € (a,b]) Viem

z’z 171

m

= f(z) = (fi(@),., fm(@)) € [[(a],0]) = w € 7 (H( fJﬁ))

=1 =1

Como j € I fue arbitraria, se tiene que en efecto (A.1) se cumple, y asi

UV et =Ur (TTetn) =5 (UH abz)fl(jLeJIBj)mm.

i€l i=1 el =1 jeli=1
Solo queda notar que (), f;(a!,b}) es medible para cada j € I, pues es interseccién fi-

nita de conjuntos que son medibles por hipétesis, de modo que f~(U) = U,c; Nty fi L {, b{)

es decir, f~1(U) es unién a lo mas numerable de conjuntos medibles y por lo tanto es me-
dible (todas estas son propiedades de o—algebra). O

’ Los siguientes resultados serviran para probar la Proposicién A.1.5. ‘

Teorema A.1.3. SiV es un espacio vectorial sobre R con dim (V') < oo, ¥ ||||1, ||| normas
deV, entonces || - |1 y || - ||l2 son equivalentes, es decir, siempre existen c;,ca € R, tales
que

allvllz < vl < eaf|v||2, YoeV [55, Teo. 4.19]. 4

Lema A.1.4. SeanV, W espacios vectoriales normados condim(V') < co. SiA € L(V,W) :=
{T:V — W | T eslineal }, entonces X\ es Lipschitz continua [55, Ej. 4.42 (c)]. N
Prueba. Sean (V| - |lv) y (W,|| - |lw) como el enunciado y sea n = dim(V). Sean

{ar,a2,...,00} CV Yy {p1,02,...,0n} C Wbases. Seav = > zla; € VyXe LIV, W),
=1

luego
IA) |l = (Z:c az> H f)\(ai) (linealidad de \)
w
< Z |z M) ||lw = Z |z [\ () || w (propiedad de la norma)
= Z [l A(c) [[w
=1
donde | - ||; es la funcién dada por || zY«a;f| = > |z7|, que es una norma en V, y
i=1 1 i=1

por el Teorema A.1.3, esta es equivalente a la norma || - ||y, asi, eX|ste ¢ € Ry tal que
Z lvll1[| A () llw < |lvllv Z c||A\(ei)|lw - Por lo tanto, definiendo M : Z c||Me)||lw que

no depende de v, se ha mostrado que ||A(v)]] < M]|v||yv, dado que v e V fue arbitrario,
esto ocurre para todo v € V, en particular, | A(z — y)|lw < M|z — y||v para cualesquiera
z,y € V, lo que prueba que X es Lipschitz continua. O
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Proposicion A.1.5. [p. 15] Sean V y W espacios vectoriales normados sobre R. Si
dim (V') = dim(W) < oo, entonces existe una equivalencia ¢ : V. — W que es ademas un
isomorfismo lineal [55, Ej. 4.42 (a)]. J

Prueba. Sean (V. ||-|[v)y (W, ||-|lw) espacios vectoriales normados sobre R con dim (V') =
n = dim(W). Sean {a1,ag,...,a,} C Vy{B,B2...,60} C W bases. Cadav € V se

descompone de manera unica como la suma v = > zY«;, con z{ € R, i € i Unicamente
=1

n
determinados por v. De la misma forma, para todo w € W se tiene que w = > y;"3;, con

=1
y € R, i € n unicamente determinados por w. Por lo anterior se puede definir la funcién

p: V=W, En:xfainn:xfﬁi.

=1 =1

Seana,b e Ryu,v € V, entonces

@ (av +bu) = ¢ (a (Z xi’ai> +b (Z m?ai>> = <Z(amf + bx%‘)ai>
i=1 i=1 i=1

= (az} +br)Bi=a > 2B +b> B
=1 i=1

=1
— ap (Z mfaz) + by (Z xfm) = ap(v) + bip(w).
=1 =1

Por lo que ¢ es lineal.

n
Por otra parte ¢ es sobreyectiva, pues si w € W, entonces w = ) y;, y tomando
=1

n
veVcecomov=>) y'a; setiene que p(v) = w. Como ¢ es lineal y sobreyectiva también

i=1
es inyectiva y por lo tanto es biyectiva, con inversa (lineal)
n n
e LW =V, ny’ﬂl — ny’ai.
=1 =1

Por todo lo anterior, los espacios vectoriales V' y W son isomorfos.

Finalmente, como ¢ y ¢! son lineales con la dimension de su dominio finita, se tiene
que son Lipschitz continuas (Lema A.1.4), lo que prueba que ¢ también es una equivalen-
cia. O

Proposicion A.1.6. [p. 18] EI PVI en (2.6) tiene solucion tnica en el intervalo [o,c0) C R.
|

Prueba. Sea zy = (z9,...,20) € R" fijo,e T = R.
Primero se tiene que

a;j(t), v;(t) son medibles para todo i,j € 7 (hipétesis)

n
= Z a;j(t)2Y + v;(t) es medible para todo i € 7 (Lema 2.1.4)
J=1
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por lo tanto, la funcion

APz +v(): T — R t ~ (Zalj()x + v (t ,Zam )2 + vn( )),

j=1 j=1
es medible. La arbitrariedad de x( permite asegurar que se cumple la condicion en (2.3).
Por otra parte, si ty € Z es fija, la funcion

n

A(to)() + I/(to) : R — R7%, (IL‘l, R ,l’n) — (Z aij tO Ly - - Zan] tO )

j=1

es continua, pues usando la caracterizacion de continuidad mediante sucesiones conver-
gentes [55, Teo. 3.33], si (z}) es una sucesion en R™ tal que x;, — ¢, con z = (2%, ... 2F)
yc=(e1,...,cq), €NtONCES

:E?O — Cjj Vio €n = Zaij(to)x;‘? + Vj(i()) — Zaij(to)cj + l/j(t()) Vien
j=1 j=1
= A(to)x + v(t) — A(to)c + v(to),

lo que prueba que en efecto A(ty)(-) + v(to) es continua, y la arbitrariedad de t, permite
asegurar que se cumple la condicién en (2.4).
Por otra parte, como a;; € L°.(Z) C L}, (T) (Observacion 2.1.8), i, j € i, se define

ma: I — Rsg, t max|a”()|
- 1,JEN

Por un lado m(t) € Li,.(Z) y ademas |a;;(t)| < ma(t) paratodat € Zytodai,j € m.
Sean z,y € R" conz = (z1,...,2pn), ¥y = (Y1,...,yn) Y @ : R — R, dada por
at) = n%mA( t) € L}, (Z,R>0), se observa que

[A(B)z +v(t) = (Al)y + v()] = [[A(H)z — Ayl = [|A®) (2 - y)]]

2\ 2
(Z (Z y)> <mdma(t)lz -yl = a@lle—y| VteR,

por lo que se cumple la hipétesis de ser Lipschitz continua global de la Proposicion 2.1.16.
Por ultimo, definiendo 8 : Z — Rxg, donde 5(t) = nz > mA(t)J:? +v;(t)| € Ll (T)
j=1
(localmente integrable, pues es suma de funciones localmente integrables), se tiene que

a;j(t) +vi(t) <ma(t) +vi(t) Vtel Vi,jen

2\ 5 2\ 3
(Z (Za” )z + vj( )) ) < <n <ZmA(t)x?+Vj(t)> ) VieT
i=1 = j=1

= |A(t)xo +v(t)|| < B(t) Vtel.

Por lo tanto se cumple la hip6tesis 2 del Teorema 2.1.15.
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Se ha mostrado que (2.6) cumple las hip6tesis del Teorema 2.1.15, y el caso particular
de la condicion de ser globalmente Lipschitz continua, por lo tanto, por la Proposicion
2.1.16 se puede concluir que el PVI en (2.6) tiene solucion ¢ : [0,00) — R™ Unica y
maximal. O

Proposicion A.1.7. [p. 19] El PVI descrito en (2.9):

tiene solucion unica en el intervalo [0, c0) C R. N

Prueba. SiV es un espacio vectorial, entonces V™* = M,,,.,,(V'), con el isomorfismo lineal

o: yr =, Moa(V)
Uy Unp+1 .. Up2_p4]
(Ul, U v vy Uny Un41, Un+2, -« - -, Udn, . U2 Un4+2 ... Up2_py2
..,unz_n+1,un2_n+2,...,unz) . . .
Up,  Uop v U2

g . s . . 2
Con esto dltimo en cuenta, se considera la solucion del siguiente PVI en R”

A ... 0
{(t) = B(t)((t), ((0) =¢7'(I), donde B = (b;;) == | : .. i |, (A.2)
0 ... A

es decir, B se compone de las matrices A € M, x,(L{.(R)), localizadas en la diagonal,

loc

y donde los lugares restantes son ocupados por la matriz 0 € My, (L2, (R)), donde
cada una de sus entradas es la funcion constante cero. Como B € M,2,2(Li5.(R)),
por la Proposicion A.1.6, existe ¢ : [o,00) — R™ solucion Unica de (A.2) con la forma
C(t) = (gl (t), C2(t)a ) Cn2fn+1(t)7 Cn27n+2(t) SRR CnQ (t))

B se definié de modo que b;; = O cuando i € {kn+1,...,kn+n}y j ¢ {kn+
1,...,kn+n} para cada k € {0,1,...,n — 1}. También se tiene que b;; = a;, j, cuando
i0,Jo €M, 4,5 € {kn+1,...,kn+n} y sontales que i = kn +igy j = kn + jo, para cada
ke€{0,1,...,n— 1}, entonces

n n om 2n
BC: <Zb1]<],,z:bn]<], Z anrlej’-"a Z anjCj’
j=1 Jj=1

j=n+1 j=n+1
n? n?
S E bn2fn+1j<..j>"'7 E anJCj
j=n2-n+1 j=n2-n+1

n n n n n
= E a1 Gy .-y E an Gy, E a1 jCntjy - - E A jCntgs - -+ E a1,;Cn2—p+j
=1 =1 =1 i=1 i=1

n
Y n G2y
j=1
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por lo que
n n
YoariG e D aniGeony
j=1 j=1 a1 ... Qin Cl e CnQ—n+1
p(BC) = : : = : .o : . :
n n
anl ... QGpn Cn - Cp2
ZanJCJ ZananQ_n+j
Jj=1 Jj=1

Por lo tanto o(B(t)((t)) = A(t)Z(t), donde Z(t) es la matriz que multiplica a A(t) en la
ultima igualdad. Como ((t) es solucién Unica de (A.2), entonces ¢(¢(t)) = Z(t) es solucion
tnica de ¢(((1)) = @(B(1)C(1)), 0(C(0)) = (e~ (1)), y asi Z(t) = A(t)Z(t), Z(o) = I.
Por lo tanto Z(t) es la solucién para el PVl en (2.9) y ademds es Unica. O

’ Los siguientes tres lemas serviran para probar la Proposicion A.1.11 ‘

Lema A.1.8. Paratodo 7,0, 1 € R, la solucion fundamental ® cumple:

(@) ®(7, 1) (u,0) = @(7, 0).
(b) ®(o, )™t = ®(u,0) [30, Ej. C.4.1.b) y ¢)]. N

Prueba. Sean 7,0, € R. Por lo mencionado en (2.13), se tiene que

A

O(pu,0) = [(i)(u,a,el) (i)(u,m e2) ... P(u,0,e,)],

donde ®(y,0,¢;) es la solucién de ¢(t) = A(t)((t), ((¢) = e; evaluada en p para todo

i € m. Entonces, la i—ésima columna de la matriz ®(7, u)®(u, o) es ®(7, u)®(p, 0, €;), que
por el Corolario 2.1.20 corresponde a la solucién del PVI de la forma:

((t) = A@)C(E), C(u) = D(p,0,€) (A.3)

evaluada en el punto .

Por otra parte, nuevamente por (2.13) se tiene que ®(7,0) = [®(7,0,€1) ... ®(7,0,en)],
es decir, &(7, 0, ¢;) es la i—ésima columna de la matriz ®(r, o) que corresponde a la solu-
cion del PVI en (A.3) evaluada en el punto 7, asi, por la unicidad de la solucién en (A.3) y
la arbitrariedad de ¢ € 7, se concluye que

(7, 1)) ®(p, 0,¢;) = D(r,0,e;) Vien
= [B(r, 1) (p,0,e1) (7, 1) D(p1, 0, €2) ... B(T, 1) Pp(p1, 0, €n)]
= [@(7‘, o,e1) 513(7‘, 0,€3) ... (i)(T, o, en)]

= O(7, 1) 2(p, 0) = ©(7,0).
Lo que prueba (a). Para probar (b), basta usar el caso particular de (a) cuando 7 = o:

O(1,1)P(p,0) = ®(1,0) Vr,o,pu € R= (o, u)®(p,0) = ®(0,0) =1 Vo,peR
= ®(o,pu) = ®(p,0) Vo,u€R. O
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Lema A.1.9. Si A = (a;5) ¥ B = (bij) con A, B € Myxn(D*(R)), conD*(R) = {f : R —

R | f es diferenciable c.d.}, entonces

d

ZAWMB() = A(t)B(t) + AW)B()  [63, Prob. 3.18].

Prueba.
LA B(t)
& > alj(t)b] 1(t) % Zl alj(t)bjn(t)
Jj= J=
i 2 anj(t)bj1(t) % >~ anj(t)bjn(t)
J= J=

21 %alj(t)bj 1(t) Zl %au(t)b]n(t)
J= 1=
> fiani (b1 > %anju)bjn(t)
J= J=
) A Dby () + ans ()G ) A (1) 4 ay (1) Lol
J= J=
n d(an ; d(b; d(an d(bi
le ( d;(t))bjl(t)‘Fanj(t) (]di(t)) ]21 ( d%())bjn( )+anj(t) (Jdt(t))
2 d(as 2 d(a W d(b, W d(b; n
I UTIONED Vs A PHO o (O ()T
7j=1 7j=1 7=1 7=1

= : : + :
™ d(an . d(an n d(bjn
b U R 3 an OGS a5

Lema A.1.10. La solucién fundamental ® cumple que (®(t,o)™") = —

todo o € R.

Prueba. Por los Lemas A.1.9y A.1.8, primero se tiene que (®(t,0)~!) = &(a,

basta con ver que ®(o,t) = —®(o,t) A(t), esto Gltimo se verifica:

@(J,t)é(t,a) I = (®(0,t)®(t,0))=0
O(0,t)D(t,0) + (0, t)D(t,0) =0
(0, t)D(t,0)D(0,t) = —B(0,t)A(t)D(t, 0)D(0, t)
= <i>(a, Dot = oo, A ot

t), entonces
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Proposicion A.1.11. [p. 20] La solucion del PVI lineal no homogéneo:
£(t) = AR)E(H) + v(t), &(o0) = o, (A.4)

es
t

&(t) = D(t,00)x0 —l—/ O(t, s)v(s)ds 1 (A5)

[o0]
Prueba. Para llegar a la solucion hay dos alternativas, la primera es usar que ®(oy,t) =
®(t,00)"! es un factor de integracion de la ecuacion, es decir, considerando £(¢) como la
solucién de (A.4):

= —®(00, 1) A(1)E(t) + B(00, 1)E(t) = B(o0, )1(t)

= (®(t,00) ") E(t) + ®(00, t)E(t) = (00, t)r(t) (Lema A.1.10)
= (Q(t,00) E(t)) = (00, t)v(2) (Lema A.1.9)
= [ (@00, 5)¢(s)) ds = / "B (00, s)(s) ds (integrando de o, a 1)
= (00, 1)§(t) — B(00,00)¢(00) = /t ®(ag, 5)v(s) ds (2% TFC)

L B(t, 00)D (00, DE(E) = Bt 00)z0 + B(E, 70) / "B (on. 5)(s) ds

oo
t

= st e :qD(t,ao)xo—l-/ B(t, 00)B(00, s)/(s) ds (Lema A.1.8)

0
t

= {(t) = P(t,00)z0 + / O(t, s)v(s)ds. (Lema A.1.8)

g0

Llegando a (A.5).
La segunda alternativa es mediante la restriccion o condicién’

£(t) = @(t, 00)n(t), n(oo) = wo. (A.6)

La solucion en este caso es como sigue: de (A.4) y (A.6) ocurre que A(t){(t) + v(t) =
£(t) = (®(t,00)n(t)), y también por el Lema A.1.8, se tiene que n(t) = ®(t,00) 1E(t) =
(0, t)&(t), por lo tanto

ABE(E) + v(t) = (D(t, o0)n(t)) = D(t, 00)n(t) + D(¢, 00)i)(t) = ARE(E) + (¢, o0)i(t)

= @(t,00)7(t) = v(t) = n(t) = B(t,00) "' v(t) = n0(t) = 8(00, t)r(t)

;»/ ds_/ (ao,s)y(s)ds;»n(t):xo+/ (00, 5)v(s) ds.

g0

De esta ultima igualdad y de (A.6) se tiene que &(t) = ®(¢,00) (mo + f;o (o9, s)v(s) ds),

'Que en principio parece una suposicién arbitraria (se asume que una solucién de (A.4) tiene la forma
®(t,00)n(t) para alguna funcién 7(t)), sin embargo, esta suposicién encontrada de manera frecuente en la
literatura (ver [63, Sec. 3.4], [64, Sec. 11] 0 [65, Sec. 7.9], por ejemplo) también lleva a la solucion. La condicién
en (A.6) se denomina “variacion de constantes” [63, p. 63].
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llegando a la misma férmula.

La férmula se puede verificar teniendo en cuenta las propiedades ya expuestas de
®, la regla de la derivada para el producto de matrices y el 1¢" teorema fundamental del
célculo:

t

O(t,s)v(s) ds) = A(t)®(t, 00)zo + % (q)(t,oo) /at O (00, s)v(s) ds)

0

=5 (etonen+ [

0
t

= A)D(t, 00)z0 + A() / B(t, 5)(s) ds + v(1)

o0
t

= A(t) (@(t, 00)xo + / O(t,s)v(s) ds) +v(t) = A(t)E(E) + v(t). O

g0

Proposiciéon A.1.12. [p. 20] Si X*(t) es la k-ésima iteracion de Picard del PVI en (2.9),
dada por la sucesién recursiva: X°(t) = I, X*1(t) = I + [ A(s)X*~(s)ds, entonces
k
J:(t) = X*(t) para todo k € N+, donde Jo(t) :== 1 y
=0

t rs1 Sk—1
= / / .. / A(Sl)A(SQ) ce A(Sk) dsg ... dsadsy Vk € Nsy. (A7)

Prueba. Se procede por induccion. El caso base es inmediato pues X°(t) = I =: Jo(t).

ko—1
La hipétesis de induccién es: X% (¢ ZJZ = ) Ti(t) + T (8) = XP(E) + Ty (1)
=0
ko+1 ’CO
y se debe ver que X*H(t) = Y " 3i(t) = Y Ji(t) + Tne1(t) = X™(¢) + Tneu1(#), lo cual
=0 =0
se verifica a continuacion:
t
Xkl =71 +/ A(sg) X" (s0) dsg (iteracién de Picard)
t
=1+ / A(s0) (XM Y (s0) + Tr, (50)) dso (hip. de induccién)
= XFo(t) / A(s0)Tn, (50) dso (iteracién de Picard)

Sk 1
_ Xko / A(so) </ / / " A(s1)A(s2) ... A(sk,) dskg, - - - ds2 d51> dsg

(Def. en (A.7))
= XM (t) + Ty (1) O

Proposicion A.1.13. [p. 21] Si A € R"*", entonces, ®(r,0) = e\"~?)4 para todo 7,0 € R,
y donde

t2 t3 .tk
A _ 2 3, koo = k .
.—I+tA+2A +3!A +k'A —kgok!A , VteR. [30, Ej. C4.1.e)] ..
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Prueba. Sean 1,0 € RR. Primero se hace la siguiente afirmacién (mini-lema):

T S1 Sk—1 — k
/ / / Ldsy ... dsyds; = k"’) V7,0 € R, Vk € IN. (A.8)

La igualdad en (A.8) se verifica rdpidamente por induccién. El caso base se cumple:
[T1ldsy=(r—0) = (7‘17,”)1 Para ko € IN fijo, la hipétesis de induccién es:

T S1 Skg—1 — ko
/ / / ’ 1d5k0...d52d51:(7-kf), V7,0 € R,
o o o 0

y se observa que

T S1 Sko—1 Sk T —_ ko
/(/ / ‘ /01d5k0+1dsk0...d52> dslz/ (slko)dsl

(hip. de induccion)
_ L T—0 A0 gy — i ykot+1 777 _ (7_ _ O.)ko-i—l
k‘o! o—o k?o' ]{?0 +1 0 (k‘o —+ 1)' ’

(u=s1—0)

Lo que prueba (A.8). Luego, por la definicién en (A.7) y la hip6tesis de que A es constante,
se tiene que

/ / / AA VAA dsy, ... dsadsy = Ak/ / / ldsy, ... dsydsy

k: veces

NG ;"’) Ak, (Lema en (A.8))

De este ultimo resultado y de la serie de Peano-Baker en (2.16), se sigue que

d(t,0) = ijk(t) = i T ;!0) AF = T4,

Por tanto ®(t,0) = ¢("~?)4 para todo 7, ¢ € R, ya que o y 7 fueron arbitrarios. O

§2.2

’ El siguiente lema servira para probar la Prop. A.1.15. ‘

Lema A.1.14. Si X es un sistema lineal de tiempo discreto, entonces para todo o, € 7Z,
o <1, la funcién ¢(r,o,-,-) : X x U"T) — X es lineal [30, Ej. 2.4.2]. J

Prueba. Sea ¥ = (Z,X,U, ¢) un sistema lineal, y sea o € Z. Se procede por induccién
en k € N+, para el intervalo 0,0 + k). El caso base k¥ = 1 se cumple pues ¢(t,0,-,-) =
oo+ 1,0,-) :=P(o,-,-).

Sea ko € N fijo. La Hl es que ¢(o + kg, 0, -, -) : X x Uleotko) 5 X es lineal.

Sean w,v € Ulootkot) y o >« X'y a,b € R. Por la hipétesis de induccién se tiene que

xo = ¢(0 + ko, 0, ax + bz, aw|J T + by|gTH)

= ad(o + ko, 0, 2, w|TTH) + bo(o + ko, 0, 2, |7 TF).
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Por el axioma de semigrupo de sistema se cumple que

oo+ ko+1,0,ax + bz,aw + bv) = ¢(o + ko + 1,0 + ko, g, aw giig“ + bl/|gi]]zg+l).
(A.9)

Ahora sean w(o + ko) = u, v(o + ko) = w, asi
¢(o+ ko + 1,0 + ko, xo, aw\gi’lzgﬂ + by|gi’]zg+1) = P(o + ko, zg, au + bw)
= P(0 + ko, ap(o + ko, 0, z,w|STF) 4+ b (0 + ko, 0, 2, v|27), au + bw)
= CLP(O' + k;Ov ¢(U + k07 g, $7w|g+ko)7 ’LL) + bP(U + kOa ¢(U + k;Ov g, z, V|g+k0)v w)
(P(t,-,-) es lineal para cada t € Z)

=a¢(o + ko + 1,0 + ko, ¢(c + ko, U’x’w|g+ko)7w|gi’]zg+1)

+b¢(0 + ko + 1,0 + ko, (0 + ko, 7, 2, v|57H0), 1)
=ap(oc+ko+1,0,z,w @ w\giﬁgﬂ) +bp(o+ ko + 1,0,z 0|50 @ V\Zf]zgﬂ))
(axioma de semigrupo de sistema)

=a¢(o+ko+1,0,z,w)+bp(c + ko +1,0,2,v),

por tanto

d(o+ko+1, 04k, o, aw‘gilzg‘ﬂ +by‘gizg+1) =ap(oc+ko+1,0,z,w)+bod(c+ko+1,0,z,v).
(A.10)

De (A.9) y (A.10) se sigue que ¢(T,0,-,-) es lineal. O

Proposicion A.1.15. [p. 26] Si X es un sistema lineal de tiempo discreto, entonces el
comportamiento del sistema inicializado Ay, o es lineal [30, Ej. 2.4.4]. J

Prueba. Sea ¥ = (Z,X,U, ¢), (X,0) un sistema lineal inicializado con salidas en Y.

1. Aso = (Z,U,Y,\) con A : Dy — Y,donde \”" (w) := h(r,¢(7,0,0,w)),y donde D, C
{(r,0,w) | (1,0,0,w) € Dy}. Como ¥ es completo, Dy = {(7,0,w) | (1,0,0,w) €
Dy}, por lo que Ay es completo.

2. Por el axioma de identidad de sistema y el hecho de que h(t,-) es lineal, ocurre
que \??(¢) := h(o,¢(0,0,0,0)) = h(o,0) = 0. También se tiene que \77(-) :=
h(r,¢(7,0,0,-)) es lineal, pues ¢(r,0,-,-) es lineal (Prop A.1.14).

3. Sio,u,T€Z,0<pu<T,we UL yo es lafuncién cero en [o, ). Por el Lema
A.1.14, ocurre que ¢(u, 0,0,0) = 0, y por el axioma de semigrupo de sistema se tiene
que ¢(7,0,0,0bw) = ¢(7, 1, p(i, 0,0,0),w) y por tanto ¢ (7, ,0,0bw) = ¢(7, i1, 0,w),
finalmente

ATT(0 @ w) == h(T,9(7,0,0,0 Bw)) = h(T,d(7, 1, 0,w)) := A7 (w).
1, 2'y 3 demuestran que Ay o es un sistema lineal. O

Proposicion A.1.16. [p. 27] Si A es lineal, entonces existe una familia tnica de funciones
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lineales Zij, i,j €74, 1> j,talesque paracadaoc, Tt € Z,0c <T

T7—1
AT (w) =Y Arw(j),  YweUln [30, Ej. 2.4.5] (A.11)

j=o

Prueba. Sea A un comportamiento lineal de tiempo discreto. Sean o,7 € Z, 0 < 7Yy
we U, Sea0: [o,7) — Udonde 0(t) = 0 para todo ¢ € [0, 7), Se tiene que

— o+ —
( ‘U—H S 0|0+1> ) (O]g"_“ ! @W|0+Z 1® O’a-l-u) -t (0’; ' @w’;—l)
p—esimo término
T—1
=Y o @wl™ @07, portanto
j=o

7—1
AT (w) = (ZOJ @w“@m“) ZA”T 0 @wl/ & 0[7,,)  (reslineal)

J=0c

j 1
S (w0 05) = 3 A
() i=o i=o

donde la igualdad (A) se cumple por el axioma 4 de comportamiento lineal (Def. 2.2.11)
y ZTj es la funcién definida en la Observacién 2.2.13 paracada j € {o,0 + 1,...,7 — 1}.
Para probar la unicidad, supéngase que existen funciones lineales ij : U — Y para cada
j€{o,0+1,...,7 — 1} que cumplen (A.11). Tomando v € U, u € [o,7), Y definiendo
v € Ulom) donde v(p) = uy v(t) = 0 sit # u, se tiene que

T—1
0=\""(v) — X7 (v ZA )= 3 A () = A u— Ar = A = A
j=0o
Por la arbitrariedad de w € Uy p € [0, T), S€ concluye que ij = ZTJ- Vj € [o,T). O

Proposicion A.1.17. [p. 27] Sea ¥ = (Z,X,U, ¢) un sistema lineal. Entonces para todo
0,7 €Z,0 <71 ytodow e U7, y0 e U funcién cero en [0, ), se cumple que

¢ (1,0,0,wI @ 0[7,,) = AT —1)A(T —2)... A(c + 1) B(o)w(0),

donde se usa la notacion A(u1)A(ug) := A(p) o A(pe), w1, pe € [o,7) y las funciones A, B
son las mencionadas en la Observacion 2.2.9. a

Prueba. Sea o € Zy ¥ = (Z,X,U, ¢) un sistema lineal. Se procede por induccién en k
para el intervalo [0, 0 + k). En el caso base k = 1, para w € Ul>?+1), se tiene que

¢ (0 +1,0,0,w7 @) =¢(c+1,0,0,w(c)) :=P(0,0,w(c)) = Aée’ﬁﬁ'o + B(o)w(o)
(A12)

Por lo que el caso base se cumple. Sean ky € N+ fijo, w € Ul tko) y 0 € Ylootkotl) g
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funcién cero. La hipétesis de induccién es
¢ (0 + ko, 0,0,w|7 @ 0|7150) = A(o + ko — 1) A(o + ko — 2) ... Ao + 1) B(0)w(0),
y se debe probar que
¢ (o +ko+1,0,0wg @07t A13)
= A(o + ko)A(o + ko — 1)A(o + ko — 2) ... A(c + 1) B(0)w(0).

Se observa que
¢ (0 +ko+1,0,0,w]7 & 071HH)
= ¢ (0’ +ko+ 1,0+ ko, (a + ko, 0,0,w|IT @ 0|gi’f0) \giiﬁl) (axioma de semigrupo)
=P (0 + ko, (0 + ko, 0,0, w| T @ 0[715°),0) (Def. de P en (2.19))

0
= A(o + ko)p(o + ko, 0,0,w|7 T @ Olgffo) W (Observacion 2.2.9)
= Ao + ko)A(oc + ko — 1)A(c + ko —2)... A(c + 1)B(o)w(o).  (hipodtesis de induccion)

Por tanto se cumple (A.13) y esto concluye la prueba. O
Proposicion A.1.18. [p. 27] Si ¥ y A son lineales, entonces

C(i)B(j) Sii=j+1,

C()A(i— 1)A(i—2) .. A(j+ 1)B(j) enotrocaso (1%

AzjozA < ;IijZ{

en términos de las funciones lineales de la Proposicion 2.2.14 [30, Ej. 2.4.6]. J

Prueba. Sea ¥ = (Z,X,U, ¢) un sistema lineal de tiempo discreto con salidas en Y, y
sea A = (Z,U,Y, k) un comportamiento lineal de tiempo discreto. Sean 0,7 € Z, 0 < 7Yy
0 € Ul”7) la funcién cero.

Sea Ay = (T,U,Y,\) el comportamiento del sistema inicializado, donde

AT (w) := h(7, ¢(1,0,0,w)) = C(1)p(7,0,0,w) (Obs.2.2.9). (A.15)

La Proposicién 2.2.14 asegura que existe un conjunto Unico de funciones lineales {ZT]- :
U—Y|je [o,7)} que cumple que r%7(w) = 3 7- L A, jw(j) para cada w € U7, Por
otro lado, la Proposicion 2.2.12 asegura que Ay o es un comportamiento lineal, por lo que
A%T cumple las propiedades de la Definicién 2.2.11, entonces

T—1

AT (w) = Z T ( |JJrl @ 0|]+1) (ver prueba de la Prop. A.1.16)
j=0o
_ Z C(r)¢ (r,4.0,w @ 07,,) (por (A.15))

_ZC AT —1DA(T —2)... A(j + 1) B(j)w(4). (LemaA.1.17)  (A.16)

Todo lo anterior se cumple al suponer que X y A son lineales.
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=) Si Ay o = A, entonces A\ = «, y como el conjunto {ZM U —Y|jeoT)}es
unico (Prop. 2.2.14), se tiene que ZTj =C(r)A(t —1)A(t—2)...A(j + 1)B(j) para todo
j€lo,m—1),ysij=r71—1, setiene que ij = C(7)B(r — 1) por (A.12), por tanto se
cumple (A.14) y esto concluye la primera mitad de la prueba.

<) Si la funcion de respuesta x de A cumple que k77 (w) = ZT ! Amw( ), para cua-
lesquiera 0,7 € Z, o < 7y para cualquier w € U7, donde A, ; cumple (A.14) para
toda j € [0, 7), entonces por lo mencionado en (A.16), se tiene que A = « y por lo tanto
AEI)::A- ]

Proposicion A.1.19. [p. 27] Sea A un comportamiento lineal de tiempo discreto. Consi-
dérese la familia de funciones lineales {A;; : W —Y | i > j} presentada en la Proposicion
2.2.14. Entonces, A es invariante en el tiempo si y solo si existe un conjunto de funciones
lineales { A : U — Y | k€ Nyo} tal que

Aij=Ai;  Yi>j, [30,Ej.24.7]

Prueba. Sea A un comportamiento lineal de tiempo discretoy o, 7 € Z, o0 < 7.
=) Supoéngase que A es invariante en el tiempo, entonces

T—1+p

> Aviugenw(G =) = X7 (@0 = 1) = XT(W() Y€ Z, Y € U,
Jj=o+p

Eligiendo pp = —j para cada j € [0, 7) se sigue que .;Z(T_jo = ZTJ». Definiendo Ay, := Ay
paracada k € [1,7 — o), y tomando en cuenta la arbitrariedad de 7, se concluye la primera
mitad de la prueba.

<) Supdngase existe un conjunto de funciones lineales {A; : U — Y | i € [I,7 — o)}
tal que A rj=Ar—j para cadaT > j > 0.Seaw € U®7) y 1 € Z, entonces para cada
j € |o,7) se tiene que AT] =Arj = Aqp)—(itn) = AT+M+M, para cualquier u € Z,y
por tanto

7—1 T—14+p
NTW) =S A jw) = S A e — ) = AT (T0). 0
Jj=o Jj=o+u

Proposicion A.1.20. [p. 29] Sea f un LD, y sea
D= {(7’, o,z,w) | o <7, xeX, we U™ es admisible para x} .

En este conjunto se define

¢(r,0,2,w) = £(7),

donde £(t) es la solucion (dnica) del PVIE(t) = f(t,£(t),w(t)), £(o) = x evaluada en T, y
que esta definida en [0, T]. Entonces

Y= (R,X,U,0¢)
es un sistema [30, Ej. 2.6.3]. J

Prueba. En toda la prueba se considera zy € X € Z C R un intervalo.
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1. Seaag € U, y wq, € L75.(Z,U), donde we,(t) = ao paratodat € Z. Por la Proposicion
2.2.22, existe J = [0,7] C T intervalo donde existe solucion unica y maximal de
Et) = f(t,€(t),wa(t)), E(0) = mo. Asi, (T,0,20,wae|s) € D, PUES wy,y|s € U es

admisible para xo, por lo tanto Xy cumple el axioma de no trivialidad de un sistema.

2. Supéngase que w € Ul# es admisible para zo, es decir, existe & : [0, 4] — X
solucion tnica y maximal de ¢(t) = f(t,¢(t),w(t)), ((¢) = 0. Sea T € [o, ), la
maximalidad de &y, asegura que &l s la solucion de () = f(t, C(t),wlom (1)),
(o) = o, por lo que w; := wl, ] s admisible para zq en [o, 7]. Por otra parte &l
es la solucién de ((t) = @, ¢(t),wlirp (1), C(7) = &o(T) = &(7,0,20,w1) de modo
que ws := wl(,, es admisible para &(7) en [r, u]. Lo anterior prueba que Xy cumple
el axioma de restriccion de un sistema.

3. Seano,r,u € R0 < 7 < p, z,x1,22 € X, wy € UPD ywy e UM tales que
§i(m) = ¢(r,0,m,w1) = 21y §2(p) = é(p, 7, 21,w2) = x2, donde & : [0, 7] — X es
la solucion de ((t) = f(t,((t),w2(t)), ¢(0) =z y ¢ : [r,u] — X es la solucion de
C(t) = f(t7 C(t)7w3(t))7 C(T) =T = gl (7—) Entonces C(t) = f(tv ((t)>w1 @WQ)v C(U) =

&(t)site o)

) Por lo tanto, wy @& w
§a(t) sit € [r, ], 2

x tiene solucion &, en [o, ] dada por &y(t) = {

es admisible para x y ademas
P(p, 0,01 © wa) = &o(p) = &2(p) = d(p, 7,71, w2) = 12 = $(1, 7, B(7, 0, T, W1 ), Wa).

lo que prueba que X cumple el axioma de semigrupo de un sistema.

4. Finalmente, para ¢ € D, se puede definir ¢(o, 0, x,¢) := x, asi, £y cumple el axioma
de identidad de un sistema. Todo lo anterior prueba que X, es un sistema. O

Los siguientes dos resultados serviran para probar la Proposicién A.1.23. ‘

Lema A.1.21. Para cualquiern,m € N~o, si f : R™ — R" es de la forma f(x) = vo+To(x)
donde vy € R™ y Ty € L(R™,R™), entonces f es de clase C! enR™ con f'(x) = To(z).

Prueba. Supongase que f : R™ — R"™ con f(x) = vo + To(z) para vg € R™y Ty €
L(R™,R™). La derivada de la funcién f : R™ — R™ en un punto z € R™ es una funcion

1z +u) = fz) = Au)]]

= 0. En este caso se observa

A € L(R™,R™) que cumple lig%)

[
que
@) = f@) =A@ oo+ To(w + ) — v = To(x) = Aw)|
o o) + To(w) = Tow) =A@ _ | [ To(w) = Aw)]

[ To(u) — Aw)]]
.y : [ _
x € R™ fue arbitrario, se tiene que f'(x) = Ty(z), esta funcion es lineal, por el Lema A.1.4
se tiene que es continua y asi en efecto f es de clase C!. O

Tomando A = Ty € L(R™,R"™) se tiene que lfn% = 1ir%0 = 0, y como
U— u—
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Teorema A.1.22. Sea 2 C V; x --- x V,, abierto con V; espacio de Banach para cada
j € my W espacio de Banach. Una funcién ¢ : Q2 — W es de clase C' si y solo si ¢ es
parcialmente diferenciable respecto a la j—ésima variable en Q) y

djp: Q= L(V;, W)
es continua en () para todo j € m, donde
L(V;,W):={f:V; = W | f eslineal y continua} [55, Teo. 9.26]. N
Proposicion A.1.23. [p. 29] Seanm,n € N, X := R", U := R™. Asumase que
flt,x,u) = A(t)x + B(t)u,
donde A € My xn(LiS.(R)) ¥y B € Mpxm(LiS.(R)). Equivalentemente que

FARxXXxU—=X

es lineal en (z,u) para cadat fija, y es localmente esencialmente acotada ent para cada
(x,u) fija. Entonces f es un LD (Definicién 2.2.21 en la pagina 28), con f de clase C' [30,
Ej.2.7.1]. 4

Prueba. Supodngase que f : R x R" x R™ — R", f(t,x,u) = A(t)r + B(t)u con A =
(aij) € Mpsxn(Lig(R)) Y B = (bij) € Mpxm (L5 (R)).

Se definen
Pr:imxn — {1727"-777‘2}7 (17]) le(%]) = (2_1)n+]7 y

Yo mxm — {n?+1,n2+2,....n2+nm}, (i,r) — (i, r) :==n2( — )n+r.

1 es sobreyectiva, pues sil € {1,2,...,n%} entonces 1 <[ < n?, yasil = kon + jo para
algun kg € {0,...,n — 1} y algln jo € &, entonces ip := ko + 1 € my asi ig, jo € m cumplen
que I = (ig — 1)n + jo = ¥1(io, jo). También se tiene que |7 x n| = |[{1,2,...,n%}| < oo,
entonces 1; también es inyectiva y por tanto biyectiva®. De manera analoga se puede ver
que 1, es biyectiva. Por lo tanto, dado I € {1,...,n?} existen i,j € @ (nicos, tales que
(i — j)n+j =1, de la misma forma, dado I € {n? +1,n%> +2,...,n?> + nm} existeni c n y
r € m Unicos, tales que n? + (i — 1)n + r = I, esta Ultima observacion garantizara que las
funciones en (A.17) y (A.18) estan bien definidas.
Sea S = R*+"™ ge define

7: R = S, t = @)= (m(t),...,m2(t), m21(t), ..., T2 nm(t))
donde

_ J a;;(t) donde (i—1)n+j=1 con i,jEn
mi(t) = { bi»(t) donde n?+ (i—1)n+r=1 con iem, e m. (A17)
Como por hipotesis a; j, b, € Lloc( ) para todo i,j € ny todo r € m, se tiene que
m(t) € LS. (R) paratodo I € {1,...,n* +nm} y por lo tanto = € L (R, S) (Lema 2.1.3), y
asi m cumple la condicién 3 de la definicién de LD.

2Se usa el hecho de que en una funcién f : A — B con |B| = |A| = n € IN se cumple que f es inyectiva
<= f es sobreyectiva
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Por otro lado, considerando s = (s1,...,8,24m) € S, ¢ = (z1,...,2,) € R"yu =
(ug,...,un) € R™, se define

n m n m
f: SxR"xR™ — R" (s,z,u) waja;j—i—ny,,ur,...,Zw;ija:j—i—Zy;ﬁLTUT
= r=1 = r=1

donde, w;, y w;, se definen® de la misma forma que en (A.17) como

w;; = s, donde (i—1)n+j=1o con i,j €mn,
s 2 . S __ (A.18)
yi.,=s, donde n*+(i—1L)n+r=104 con i€nrem.
De esta forma
F(r(t), z,u) = <Z wi () + Z i O, > wr (@ (t) + Y yrl (),
j=1 j=1 r=1
= alj(t)xj +Zb1r(t)uh ..,Zam(t)l‘] + anr(t)ur
j=1 r=1 j=1 r=1
= A(t)xr+ B(t)u = f(t,z,u)
Luego, sean s; € R +m yup = (uq,...,un) € R™ se considera la funcion
f(sl,-,ul): R*" — R", =z — ZZ’U) x]%—zz,yf; ulk

i=1 j=1 i=1 j=r

conx = (x1,...,x,). Se observa que f(sl, up) = f(sl, - 0) + f(sl,o,ul). Sean 3,7 € R
yceRconp=(B1,...,0n) Y7y =(71,---,7m), €ntonces

f(sl, cla+3),0 ZZw Le(ag + By) —CZZU) oz]—&-cZZw

=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

= cf(sl,a, 0) + Cf(31757 0)'

Por lo que f(so, -,0) es lineal. Entonces f(so, -, up) es la suma de un vector en R™ y una
funcién lineal, por el Lema A.1.21 esto implica que f(so, - up) es de clase C! en R" y se
cumple la condicién 1 de la definicion de LD.

Luego, al producto cartesiano S x R™ x R™ se le puede asignar la norma (ver [55, Sec.
9.5))

[-lhcs SR XR™ = Reo, (s,2,u) = (s, 2,u)[x = max{{lss, |[#[lrn, [[u]rm}.

Asi SxRR™xR™ es un espacio de Banach. Se asegura que fes declaseC! en SxR"xR™,
para ver esto, se busca usar el Teorema A.1.22.
En lo que resta de la prueba se considera o = (sg, xg,ug) € S x R™ x R™ con sy =

3Se usa el superindice “s” en “w;;” y “y;,;” para enfatizar que estos términos dependen de cada entrada
2
del vector s = (s1,. .., 8p24nm) € R™ T,
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(8(1),...,822+nm) €S, z0=(29,...,20) e Ry up = (uf,...,ul) € R™.

La derivada parcial de frespecto a la primera variable, denotada como fs 0 81ﬁ en el
punto «, es la funcién

01f: SxR'xR™ — L(SRY), a — dif(a):=f],(0)
donde fio : Q1o = R", v fla(v) = f(a+u(v)), con
Mo ={velS|lat+u@) e SxR"xR™} y 11 : §S=SxR"xR", v (v,0,0).
Se observa que

fra(v) = fla+u()) = f((s0, 20, u0) + (v,0,0)) = f(s0 + v, z0,u0)

_ Zwso—i—vmo_'_zyso—&-v 0 N Zwso—i-v O+Zyso+v 0
n
= > w 9+Zy?; 0. wa J+Zym u? (A.19)
Jj=1
n m
> wyiad + gt ang ) +Zym %]. (A=20)
j=1 r=1

Por lo tanto fm = v1 + T1(v) donde v; € R™ es el vector constante en (A.19) y T1(v)
es la funcion que depende de v € 21, en (A.20). Se observa que T; es lineal, pues si
B,v € Q1Y c€ R, entonces

Ti(c(B+7)) =Ti(cB + )

_ chBJrcva_f_Z cﬁJrC'y 0 N ch,@JrC'y O+Zycﬂ+c'yu

m

n
=c wajx?—Fnyru?,.. Zwm J+Zynr u’
Jj=1 r=1
n m
szng"“zyyrug,.. anj ]—i—Zym U,.
Jj=1 r=1

= cT(B) + cTi (7).

Como fl,a es la suma de una constante y una funcién lineal, por el Lema A.1.21 se tiene
que f1.» es de clase C! en (0 ,, y su derivada es

n m

7 v 0 v 0

fla: e — R" v = g wljxj—kg YL pUpy - - - E wm g+§ Yy U 7,
j=1 r=1

En particular, fm es diferenciable en 0 y f{,a(o) = 0, y como « es arbitrario esto ocurre
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para toda o € S x R" x R™. Por lo tanto f es parcialmente diferenciable respecto a su
primer variable en S x R™ x R™ y ademas

af: SxR'xR™ — L(S,RY), a = df(a):=fl,0) =0,
que es una funcién constante y por lo tanto continua.

Por otro lado, la derivada parcial de f respecto a la segunda variable, denotada como
fm o] 82f en el punto «, es la funcién

Of: SxR'"xR™ — L(S,R"), a = &f(a)=f,0)

con fg}a : Qo0 — R, v fg@(v) = ]?(04 +12(v))y
Qoo ={veR"|at+(v) e SXxR" xR}, 12 : R" - S xR" xR™, v~ (0,v,0).
Seav = (vy,...,v,) € R", se tiene que

Faa(v) = fla+12(v)) = f((s0, 0, u0) + (0,0,0)) = f(s0, 0 + v, o)

n
= wa yc + vj) —I—ny(; .. Zw x + vj) +Zynr Uy
j=1
n
= 2wl 9+Zy53~ e any J+Zynr y (A.21)
j=1
n
Zw v],...,waLOjvj : (A.22)
j=1

De la misma forma que en el caso anterior, se tiene que fQ,a = vy + T5(v) donde vy € R™
es el vector constante en (A.21) y T>(v) es la funciéon que depende de v € Q3 , en (A.22).
Sig,yeR"yceRconfB=(B1,---,6n),v= (1,---,7m), S€ tiene que

To(c(B+7)) Zw (85 + ;) Zw c(Bj +5)

zjlwfojﬂj,. Zw Bi | +c¢ Zwljfyj,.. an]’yj
=
= cT3(B) + (7).

Entonces ]?Q@ = vg + T5(v) con Ty lineal, por lo tanto, nuevamente del Lema A.1.21, se
tiene que f», es de clase C! en Qs ,, y su derivada es

n
7 s0
fou: 20 — R" v & g wy U],...,E w,’v;
i=1

En particular, f>,, es diferenciable en 0y f} ,(0) = 0 paratoda a € SxR"xR™. Por lo tanto



168 APENDICE A. APENDICE AUXILIAR PARA DEMOSTRACIONES

f es parcialmente diferenciable respecto a su primer segunda variable en S x R™ x R™ y
hf: SxRBR'xR™ — LER,RY), a = &f(a):=f,0)=0.

Que nuevamente es una funcién constante y por tanto continua.
De manera completamente analoga se puede ver que

d5f: SxR*xR™ — LR™RY), o — 8f(a):=fl,(0)=0.

Como se ha mostrado que todas las derivadas parciales de fexisten y son continuas, por
el Teorema A.1.22 se tiene que f es de clase C!. Esto ultimo también implica que f es
continua en S x R™ x R™ [55, Prop. 9.11], y como ya se probd que f, es continua, se
cumple la segunda condicién de la definicion de LD. Por todo lo mencionado hasta ahora,
se tiene que f es un lado derecho y f es de clase C! que es lo que se buscaba. O

’ El siguiente resultado sera util de ahora en adelante. ‘

Proposicion A.1.24. [Desigualdad de Hélder] Sea Q2 ¢ R™ abierto.

(a) Sip,q € (1,00) son tales que%Jr% =1,f€LP(Q) ygec L), entonces fg € L} ()
ylfglln < 11 flpllgllg-

(b) Sif € L*(Q) yg € L'(Q), entonces fg € L'(Q) y [Ifglli < [[fgllllgllr [55, Prop.
14.21]. 5

Proposicion A.1.25. [p. 30] Todo sistema lineal continuo es completo respecto al conjunto
Lige(R,R™) := {f : R = R™ | f(t) = (fi(t), .-, fn(1)) ¥ fi € Lino(R) Vi € T}".

Ademas, para cualquier o, 7 € R, o < T se cumple que ¢(7,0,-,-) : X x L' ([0, 7], R™) — X
es lineal. ¥

Prueba. Sea ¥y = (R, X, U, ¢) = (R,R",R™, ¢) un sistema lineal continuo, con lado de-
recho f(t,xz,u) = A(t)x + B(t)u, donde A € Myxn(LiS.(R)) Y B € Myxm(LiS.(R)) con
A)(-) = f(t,-,0): X — R"y B(t)(:) := f(¢,0,-) : U — R™ para cada t € R.

1. Seaw € L} (R,R™) con w = (wi,...,wm) Y 2o € R™ La funcién de transicién ¢
del sistema X, se define como ¢(7,0,zo,w) := £(7), donde £(t) es la solucion del
problema del valor inicial

§(t) = F(t,€(1),w(t)) = A()E(H) + B(t)w(t), £(0) = o

Sea B = (b;;) se tiene que B(t)w(t) = (7 bij(Hw;(t), ..., 31y buj(t)w;(t)) . ¥
como b;j € LS, (R) Y w; € Li,.(R), por la Prop. A.1.24 (b), [0, by (t)e; (1)] ‘( €
L'((o,7)) paratodo (i,j) € n x mytodo 0,7 € R,0 < 7, asi B(t)w(t) € L}, (R, iRm)
y por tanto, este PVI es un lineal no homogéneo, cuya solucién existe para todo

t € R, y esta dada por la formula de variacién de parametros en (A.1.11): () =
O(t,0)xo + [j@(t,s)B(s)w(s) ds. Por tanto (zo,w) es un par admisible y la funcién
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de transicion ¢(7, 0, zo,w) esta bien definida, por lo que Xy es completo respecto al
conjunto de los controles localmente integrables®.

2. Seano, T €R,0 < 7,20 € R™, (7,w0),(2,v) € X x L([o,7),R™), a,b € R tales que
o(1,0,ax + bz, aw + bv) = £(7), con £(t) solucion de

E(t) = AE() + B(t)(aw + bv)(t),  &(0) = ax + bz,
Por la férmula de variaciéon de parametros, se observa que
o(1,0,ax + bz, aw + bv) = &(T)

o)(ax + bz) + /T O(7,5)B(s)(aw + bv)(s) ds

o(r,
( (1,0)x +/ O(7,8)B(s)w(s) ds> +b <‘I>(7‘,J)z + /T O(t,s)B(s)v(s) ds)

[

ap(t,0,x,w) + bo(T,0,2,V)

lo que prueba que ¢(r,0,-,-) : X x L'([o,7),R™) — X es lineal. O

’Se necesitan los siguientes resultados antes de probar el Lema A.1.30. ‘

Lema A.1.26. Sea 2 C R™ medible, y f : Q@ — R™ una funcion, entonces f es medible
si y solo si f~1(B) es medible para toda caja abierta B (producto cartesiano de intervalos
abiertos) [59, Ej. 7.5.1]. N

Prueba. =) Supéngase que f es medible, entonces para toda caja abierta B se tiene que
f~Y(B) es medible en .

<) Supdngase que para toda caja abierta B se tiene que f~!(B) es medible. Sea U C
R™ abierto, usando que todo abierto en R"™ es union a lo mas numerable de cajas abiertas
[59, Lema 7.4.10], se tiene que U = J,; B, con |I| < |N|, B; = ]_[m ( g,bl) al,bl €
R U {#00}, a] < b} para todo i € m y todo j € I, entonces, f~1(U) = 1 (U;e; Bj) =
Ujer f~1(B;), y como f~1(B;) es medible para todo j € I por hipétesis, se tiene que

f~1(U) es union a lo mas numerable de conjuntos medibles y este es un conjunto medible
(propiedad de o—algebra). O

Lema A.1.27. Sea) C R™ medible, y f : @ — R una funcién. Entonces, f es medible si y
solo si f~1((a,)) := {x € Q| f(x) > a} es medible para cada a € R [59, Ej. 7.5.4]. N

Prueba. =) Si f : 2 — R es medible, entonces f~!((a,o0)) es medible, pues (a, ) es
abierto y esto ocurre para todo a € R.

<) Supdngase que f~(a,00) ;= {z € Q| f(z) > a} es medible para cada a € R,
entonces el complemento es medible, es decir Q \ f~1(a,0) = {x € Q| f(z) < a} es
medible para cada a € R. Por otra parte se observa que

U{er]f a—]i}—[j{er]f(x)—i—]lcSa}—{meﬁ\f(x)<a},
k=1

5Dado que L>([o, 7)) C L'([o, 7)) para cualquier o < 7 (Obs. 2.1.8), también se tiene que X también es
completo respecto al conjunto de los controles localmente esencialmente acotados y medibles.
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ya que ; — 0. Porlo tanto {z € Q | f(z) < a} = f~!(—00,a) también es medible para
toda a, pues es una unién numerable de los conjuntos {z € @ | f(z) < a — +} medibles
por hipétesis. Con lo anterior en cuenta, sea (¢, d) C R, se tiene que

FH(e,d)) ={z € Q|c< flz) <d} = f (c,00) N fH(~00,d).

Entonces f~!((c, d)) es la interseccidén de dos conjuntos medibles y por lo tanto es medi-
ble, por el Lema A.1.26, se tiene que f es medible. O

Teorema A.1.28. Sea L la oc—algebra de Lebesgue y sea E C R, si E € L entonces

m(E) =inf{m(U) | U D E yU es abierto}
=sup{m(K) | K C F y K es compacto} [58, Teo. 1.18],

Corolario A.1.29. Sea E C R medible conm(E) > 0, entonces existe K compacto tal que
m(K) >0y K CE. N

Prueba. Si E C R es medible con m(E) > 0, por el Teorema A.1.28, se tiene que m(FE) =
sup{m(K) | K C E'y K es compacto}. Por una equivalencia de la definicion del supremo,
se tiene que para toda ¢ > 0, existe K C E compacto tal que m(E) — e < m(K). Eligiendo

€= @ existe Ko C X compacto tal que 0 < @ =m(E) — @ < m(Kp). O

Lema A.1.30. Sea f : [a,00) — R medible tal que / f=0paratodox € [a,), entonces
F()=0pctte [a,00). ‘ |

Prueba. Por reduccién al absurdo, supéngase que existe £ C [a,00) con m(E) > 0 tal
que f(t) # 0 paratodo ¢t € E. Se tiene que E = E; U Ey, con Ey := {t € E | f(t) > 0}
y By :={t € E'| f(t) < 0}. En la demostracion del Lema A.1.27 sevioquesi f : @ — R
es medible, con Q C R™ medible, entonces los conjuntos f~!((a, o)) y f~((—oc0,a)) son
medibles para cada a € R, por lo tanto F; y E5 son medibles.

Por la Proposicion A.1.29, existe K compacto tal que K C E; y m(K) > 0. Por un lado
Jx f >0,y por otro lado, por hipétesis se tiene que f[m] f =0, para todo x > a, asi

Entonces [, .\ f+ [ f =0con [ f >0, estoimplicaque [, . f=—[xf <O.
Luego, [a,00) \ K es abierto en [a,0), por lo tanto es union numerable de intervalos
abiertos y disjuntos, es decir [a,0) \ K = [J;c(ci, di) con ¢;, d; € [a,0), ¢; < d; para todo
i € N,y si j # i entonces (c;,d;) N (¢j,d;) = @, luego, usando la propiedad de aditividad

de la integral
00 d;
0> / f= / f= f.
[CL,OO)\K Uie]]\'(ci’di) ; Cq

d; Cq d; d; d; C;
Pero/ f:/f+/ f:>/ f:/ f—/f:O—O:O,puesporhipétesis
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d; ¢ d;
/f:Oy/ f:().Portanto/ f=0paratodoi € Ny asi

o) d;
0>Z/ f=0=0>0¢
i=1 "¢

Esto es una contradiccion por lo tanto no existe E; C [a, b] medible con m(E;) > 0 tal que
f(t) > 0 paratodo t € E;. De manera analoga se llega a una contradiccion para Es, por
lo tanto debe de ocurrir que f(t) = 0 p.c.t. t € [a, 00). O

Proposicion A.1.31. [p. 31] El kernel K de una comportamiento integral esté determinado
de manera unica salvo un conjunto de medida cero [30, Ej. 2.7.9]. N

Prueba. Sea A un comportamiento integral, entonces existe K medible 'y localmente esen-
cialmente acotada que cumple (2.24) y (2.25). Supbngase que existe K* medible y local-
mente esencialmente acotada que también cumple (2.24) y (2.25). Sean 0,7 € R, 0 < 7.
Para cada j € m sea w;(t) = e; paratodo t € [0, 7) (funcion constante igual al vector ca-
nonico j-ésimo), asi w; € L*([o,7), R™). Sean K (r,t) = (ky;(1,t)) y K*(r,t) = (kf;(r.1))
para (I,j) e pxm:={1,...,p} x{1,...,m}. Porun lado f?(r, t)e; es la j-ésima columna
de la matriz I?(T, t), y lo mismo ocurre para I?*(T, t)e;, luego

T

0 =207 ws(1) - 37 (ws(0) = ( |

lea

kij(r,s) — ij(T, s)ds,.. .,/ kpj(T,8) = ky;(T,5) ds) )

Asi, fof kij(r,s) — kl*j(T, s)ds = 0 para todo (I,7) € p x m. Esto se cumple para cualquier
valor 7 > o, pues 7 fue arbitrario, del Lema A.1.30 se sigue que k;;(7,t) = kj;(7,t) p.c.t.
t € [0,00), y para todo (1, j) € p x m. Por tanto K esta determinado de manera Gnica salvo
un conjunto nulo en [0, c0), y como o € R fue arbitrario, esto se cumple p.c.t. (7,0) € R?
talque o < 7. O

Proposicion A.1.32. [p. 31] Si ¥ es lineal continuo y A es integral, entonces
As,0=A < K =C(t)®(t,0)B(s) p.ct (t,0) eR* t>o.

Por lo tanto, el comportamiento integral A es realizable, si y solo si existen matrices
A(t), B(t) y C(t) tales que las condiciones de arriba se cumplen® [30, Ej. 2.7.10]. N

Prueba. Por un lado sea A = (R, X,U,x) = (R,R"™,R™, k) un comportamiento integral
con k77 (w) = [] IN((T, s)w(s)ds Vo,7 € R, o <7, paratodow € L>®([o,7), R™).

Por otro lado sea Xy = (R,X,U,¢) un sistema lineal continuo con salidas en Y =
RP, y sea Ag, 0 = (R,U, Y, \) el comportamiento del sistema inicializado (3, 0). Por la
Observacion 2.2.30 se tiene que A7 (w) = [T C(7)®(7, s)B(s)w(s) ds.

Todo lo anterior se cumple Unicamente suponiendo que X, es lineal continuo y A es
integral.

=) Supdngase que Ax, o = A. Entonces x = A, y como el kernel esta determinado de

manera Unica salvo un conjunto nulo (Lema 2.2.31) se tiene que C(t)®(t,0)B(o) = K(t,0)
p.ct. (t,0) € R

8Solo se considera el caso para t > ¢, aunque también se puede considerar el caso general t € R dado
que ®(t, s) esta definida p.c.t. (t,s) € R?.
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<) Supoéngase que C(t)®(t,0)B(o) = IN((t,a) p.c.t. (t,0) € R?, entonces para todo

w € L>®([o,7),R™) se tiene que C(7)®(7, s)B(s)w(s) = K(1,s)w(s) p.c.t. s € R, asi

AT (w) = /T C(1)®(1,5)B(s)w(s)ds = /T %(T, s)w(s)ds = kK77 (w),

esto ocurre para cualquier o,7 € R, o < 7, lo que prueba que As; o = A. O

Proposicion A.1.33. [p. 31] Un comportamiento lineal integral A es invariante en el tiempo
Si y solo si existe una matriz de funciones localmente esencialmente acotadas

K € LS. (Rso, RP*™), tal que K (t,7) = K(t — 7) p.c.t. 7 < t [30, Ej. 2.7.11].

Prueba. Sea A = (R, X, U, \) = (R,R™, R™, A) un comportamiento lineal integral continuo
conkernel K(t,7) = (k;(t,7)) para (I,j) epxmy T < t.

=) Si A es invariante en el tiempo (Def. 2.2.4), entonces A7 (w) = AT THIHA(T w)
para cualquier u,T,0 € R con T > o y cualquier w € L>*((0,T),R™), en particular para
w; = e, funcion constante igual al vector canonico j—ésimo, se tiene que

T+p __ T __
ozv*“vﬂﬂ(m%)—AU’T(%—):/ K(T+u,3)ejds—/ K(T,s)e; ds
o+u o
T _ T _
:/ K(T—i—,u,u—i-,u,)ejdu—/ K(T,s)ejds (u=s—p)
e ’ T
= (/ klj(T+u,s+M)klj(T,s)ds,...,/ kpj(T+u,s+u)kpj(T,s)ds>.

T
De modo que/ ki (T4 p,s+p) —ki;(T,s)ds = 0paratodo (I,j) e pxm,ycomoT > o

fue arbitrario, pgr el Lema A.1.30 se sigue que k; j(T+pu, 7+p) = ki j(T,7) p.ct. 7 € [0, 00),
lo que prueba que K (t-+pu, 7+pu) = K(t,7) p.cl. 7 € [0, 00), paratodo ¢ > o fijo, y para todo

u € R. En particular, tomando i = —7 se tiene que K(t—7,0) = K(t,7) p.c.t. 7 € [0,t). De

esta forma se puede definir K : R>o — RP*™, z — K(z):= K(x,0). Porun lado
K € L (Rso, RP*™)’, y por otro lado K (t — 7) := I?(t —7,0) = I?(t, 7) p.c.t. 7 <, por lo

que K cumple los requerimientos de la proposicion.

<) Supongase que existe K € LS (R, RP*™) tal que K(t,7) = K(t—7)pctr e
(—o0, t]. Entonces para cualquier w € L>°((o,t), R™) se tiene que

t t+p
M w) = K(t — s)w(s)ds = K(t+ pyw)w(u — p) du = X7THHHH(T ).
hi\,"’. o o+u
potesis
(cambio de var. u = s + p, hip. y def.)
Por tanto, A% (w) = A7 THIH4(T w), lo que prueba que A es invariante en el tiempo. O

"Esto ocurre porque en general, el kernel I~((T, o) de un comportamiento integral, esta definido siempre

que o < 7, en este caso K(z) := K(z,0) esté definida para toda = > 0.
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§2.3

Proposicion A.1.34. [p. 37] Sea K = (ki) € M(R,CP*™) con (l,r) € p x m. Se cumple
lo siguiente:

(a) Si existe una funcion g : R — R tal que | K(t)|| < g(t) p.c.t. t € R, entonces existe
c € Ry tal que |k, (t)] < cg(t) pct t € R, (I,r) € p x m. De manera inversa, si
existe una funcion g : R — R tal que |k;.(t)] < g(t) p.c.t. t € R, entonces existe
c € Ry talque | K(t)|| < cg(t) p.c.t. t € R.

(b) / IK|| < oo (es decir, K es integrable) si y solo si k;, es integrable para toda

R
(I,r) e pxm.
(c) Si K es integrable, entonces existe c € R~ tal que || [ K|| < ¢ [ [IK].

(d) Si Ay es una sucesion en CP*™ con A, = (af)) tal que A, — A con A = (a;,),
entonces a¥. — a;, para toda (I,r) € p x m. 4

Prueba. Sea K = (k;,) € M(Rxo, CP*™), Ay, = (af.) una sucesion en CP*™y A = (a;,) €
CP*™ con (I,r) € p x m. Se define

[-llg: €™ — Rso, B=(bir) (ZZwm) . (A.23)

=1 r=1

Esta es una norma en CP*™ para cada ¢ € [1,0), pues cada B = (b;,.) € CP*™ se puede

Q=

identificar con un elemento b € €™, cuya norma | - | : Z |b, \q> coincide con la

mencionada en (A.23). También se cumple que |b;,| < || B||, para toda (I,r) e pxmytoda
q € R>o.

Como || - || := foce \H 1 |(-)z]| y || - |l son dos normas en un espacio vectorial
e m

de dimension finita, por el Teorema A.1.3, para ¢y € [1, o) fija, toda siempre existen ¢, C
reales positivos tales que

Bl <[|Bllg <CIB|  VBeC”™. (A.24)

Con lo anterior en cuenta, se prueba cada afirmacion de la proposicion.

. Si existe una funcién g : R — R tal que | K(¢)]] < g(t) p.c.t. t € R, por (A.24) existe
C € Ry tal que

ke ()] < [[K (8] < CIE@)] < Cyg(?)
= [k ()] < Cy(t),

esto dltimo ocurre p.c.t. t € R, y toda (I, r) € pxm lo que prueba la primer afirmacién.
Ahora supéngase que existe una funcién g : R — R tal que |k;-(t)] < g(t) p.c.t.
t € R. Primero, por (A.24) existe ¢ € R tal que ¢|| K (¢)|| < [|[K(t)]|: paratodo ¢ € R,
entonces

K@) < &) ||—ZZV€M () < pmg(t).

=1 r=1
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Por tanto, || K (t)|| < Z*g(t) p.c.t. t € Ry con esto concluye la prueba de (a).

=) Supdngase que K es integrable, es decir / | K (t)] dt < oo. Por (A.24) existe

R
C € Rsotal que |k (t)| < ||K(t)]]1 < C||K(t)|| paratodat € R,y por tanto para toda
(I,r) € p x m se cumple que

/|k:lr(t)|dt§/ HK(t)Hldtg/C||K(t)\|dt<oo:>/ |k | dt < o0.
R R R R

<) Supoéngase que / |ki-(t)|dt < oo para toda (I,j) € p x m. Por (A.24), existe
R
c € Rsp tal que ¢||K(t)|| < ||K(t)]|1 paratodat € R, por lo tanto

c/]R]K(t)Hdtg/]RHK(t)Hldt /(;2/@ )dt:ié(/}R\kh(mdt) < o0

por lo que [ | K (t)|| dt < oo, y con esto se ha probado (b).

. Supéngase que K es integrable, entonces, por el punto anterior cada entrada entra-

da de K es integrable. Luego, de la desigualdad del triangulo con el valor absoluto

/R o (1) dt

ZZ//W dt‘SéZ/]kl] )| dt = /ZZ\’% )| dt

=1 r=1 =1 r=1
S/MK@mw
1 R

:>’/K(t)dt

R
Por (A.24) existen ¢, C' € R~ tales que

< [IK@ha<c [ K@)

1 R R

C

/K(t) dtH < / | K (t)]] dt.

R ¢ Jr

/K dt” /K(t)dt
R
Por ultimo, si A, — A, entonces kh’m I|Ax — A|| = 0, y una vez mas por (A.24), existe
— 00
C € R tal que

se tiene que

< / |k ;(t)| dt para toda (I, j) € p x m, por tanto
R

de modo que

0 < |aj, —al < |4y — Al < C|| A — A,
por lo que
0< lim |af, —a| < lim ||Ax — All; < lim C||Ax — A|| =0 = lim |af, —a| =0
k—oco k—o0 k—oco k—o00

Asi se ha probado que af, — a;, para toda (I,r) € p x m, y con esto concluye la
prueba. O

Proposicién A.1.35. [p. 38] Sea F € L'(R>o, R"*™), entonces F esta definida (denotado
F(s) < o0) para cualquier s € {z € C | R(z) = 0}. Si ademas F' tiene orden exponencial
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o > 0, entonces F también esta bien definida (al menos) en cualquier punto del semiplano
complejo
Crso :={2€C|R(z) >0} N

Prueba. Sea F € L'(Rxq, RP*™) con F = (f;;), (I,j) € p x m.
Seas=bi e {z < C|R(z) =0}, se observa que

| fui (e = e fi;(0)] = | f1;(8)] = fi;(5) 12/ |fui(t)e ™ dt = /]R | f1;(#)] dt < oo.

R>o

Como s =bi € {z e C|R(z) =0}y (I,j) € px m fueron arbitrarios, se tiene que F' esta
bien definida para cualquier s € C tal que R(s) = 0.

Por otra parte, supongase que F' tiene orden exponencial o € R, entonces por
definicién existe M € R tal que ||F(t)|] < Me p.c.t. t € R>¢. Por la Proposicion A.1.34
(a), existe ¢ € R~ tal que |f;;| < cMe” paratoda (I,j) € p x m.

Seas=a+ibe Ccona > o, luego

|flj(t)€_5t‘ _ |flj(t)e—at€—ibt| _ e_at‘flj(t” < e~ Mo et = CMe(a—a)t.

Como o — a < 0, se tiene que /
. s IR>0 . R>0 .
usando la desigualdad del triangulo para integrales en el caso complejo [70, Sec. 4.1],

cMel" Dt < o'y asi/ |f1;(H)e | dt < oo,

se puede asegurar que fii(t)e " dt < co paratoda s € {z € C | R(z) > o}y todo
R>o

(1,7) e p x m. O

Proposicion A.1.36. [p. 39] El espacio normado de matrices CP*™ (con la norma (2.34)),
cumple que | AB|| < ||Al|||B|| para todo A, B € CP*™. En particular

|AY| < AP VA e C™™, VieN. ]

Prueba. Primero se observa que para toda C' € CP*™, se tiene que ||Cz| < ||C||||z] si
||lz|| = 1, pues

Czl| < ma Czl| = |C] = [|C]|(1) = [|C||||z]].
[Cz|] {xecmwxuzl}\l == 1Cl=[Cl1) = [Cl]

Por lo tanto si A, B € CP*™ y ||z|| = 1 se tiene que
[ABz|| < [|A[l[| B[] < [|A[|BI[llz[l = Al BI,
y en particular [AB]| := IR [ABz|| < [|A[[| B = [[AB] < [[Al[|| B
Ahora, si A € C™*", procediendo por induccion, el caso base se cumple pues ||A%|| =

1] = 1 = ||A||°, la hipétesis de induccién es que ||A?|| < ||A||* para alguna i € IN fija, por
lo tanto

AT = AT Al < AT Al (propiedad probada)
< | A"l Al = || Al (hipbtesis induccién)

por lo que en efecto || A?|| < ||A|° paratoda A € C"*" y toda i € IN. O
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Lema A.1.37. La funcion exponencial matricial

N 42 43 o X
el ::I+tA+—A2+—A3+...+fAJ+...:E —A), VteR,
2 3! J! j:[]]!

cumple que ||| < elAllt para todat € R. 5
Prueba. Paracada k € Ny cadat € R se tiene que

k

t
= (Prop. A.1.36)
J

k
<> Al
==

tomando los limites £ — oo, para toda ¢ € R se tiene que

o . t
ﬁAJ SZHAJH i
Jj=0

Jj=0

k

; k
g 4
A ; ,
e = lim ZﬁAJ < lim > | A[7
=0

I

‘ _ Al 0
; ! 4!

Jj=0

Proposicion A.1.38. [p. 39] Seaw € L'(R~) con orden exponencial o, entonces la solu-
t

cion ¢ de (2.35) dada por la férmula de variacion de parametros £(t) = / A" Bu(r) dr
0

tiene orden exponencial || A||. 4

Prueba. Supdngase que w € L'(Rs() tiene orden exponencial o, entonces existe M; €
R tal que |w(7)| < M1e?7 p.c.t. 7 € R
Primero se observa que

e~ Buw(r)|| = e~ B||w(r)|
< M;||B]||| e ||eoT (Prop. A.1.36)
< M1HB||€HAH(t—T)eUT — Ml||B||€|IAIIt€—T(0—IIAH), (Lema A.1.37)

lo anterior se cumple p.c.t. t € R, por tanto
t t
/ |47 Buo(r) | at < 2y B4 / @14 g7 < o0,
0 0

asi se ha encontrado M := M;||B| [Je " 140 dr € Rooy |A| € Rso tales que
5 leA®=7 Bw(r)| dt < MelAlt p.ct. t € R, por la Proposicion A.1.34 (c), existe ¢ € R
tal que

t t
€)= H/ AT Buw(r) dr|| < c/ HeA(th)Bw(T)H dt < cMelAllt p.c.t.t € Ryo.
0 0

Esto prueba que ¢ tiene orden exponencial || A||. O

‘ Para probar la Proposicién A.1.40 se necesita el siguiente teorema. ‘

Teorema A.1.39. Sea H € R"*". Asumase que det(H) # 0, entonces H es invertible y
se cumple que H! = (det(H))™* ((—1)i+jdet(Hij))T, donde ((—1)i+ﬂ'det(Hij))T € R™<"
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y H;; € R"~1*"~1 es la matriz que se obtiene al sustraer el i-ésimo regldn y la j-ésima
columna de H [67, Teo. 8.1 (pp. 176,177)]. a

Proposicion A.1.40. [p. 39] La funcion W descrita en (2.40), es racional, es decir W (s) =
q (s)P(s) para algtin P € RP*™[s] de gradon — 1, y para algun p € R[s] ménico de grado
n. J

Prueba. Por el Teorema A.1.39 se tiene que
W (s) :=C(sI — A)"'B = (det(sI — A))"'C ((—1)i+jdet((sf - A)ij))TB.

El determinante det(sI — A) es el polinomio caracteristico de A en s, por lo que es ménico

y de grado n [67, p. 201]. Por otro lado cada determinante (—1)"*/det((sI — A);;) €s un
n—1

polinomio de grado n—1en s, es decir > _ gy, ;s = (—1)"*/det(4;;), para algunos g,,, € R,
r=0

conr € {0,1,...,n— 1}, y para cada (i,j) € m x @, entonces

n—1 , n—1 N T
Z Q.87 E Iri S
r=0 r=0
((=D)"™det((sI — A);:))" =
n—1 ) n—1 .
Z qrnlsj Z q”'nnsj
r=0 r=0
T
n—1 ri; -+ Qrig,
= . - S’I‘
r=0 qrn 1 e qrnn

n—1
7=0

donde P, := (¢, )" paratodar € {0,1,...,n — 1}, y asi
ij

C ((=1)"*det((sI — A);;)) B = nz_: CP;Bs’ € RP*™[s].
j=0

Tomando q(s) := det(sI —A) y P(s) := Z;T‘;OI CP;Bs’ queda justificada la proposicion. [

’ Los siguientes resultados se usaran para probar el Teorema de convolucion.

Lema A.1.41. Si f es medible en R", entonces la funcion f(x,y) : R™ x R™ — R" dada

por f(z,y) := f(xz —y) es medible en R™ x R"™ [142, Prop. 3.9]. 4

Lema A.1.42. Sean f,g € L'(R) con orden exponencial 01,02 € R~ respectivamente,
entonces f * g tiene orden exponencial o para cualquier c > méx{o1,02}. J

Prueba. Supdngase que f,g € L'(R) tienen orden exponencial 01,02 € R~ respecti-
vamente. Entonces para todo ¢t,7 € R~ tales que t — 7 > 0, existen My, M, € R+, tales
que |f(t —7)| < My =)y |g(7)| < Mpe .
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Sea o > méx{o1, 02}, de esta forma, como la funcién exponencial es creciente, ocurre
que |f(t — 7)| < M1e =7 < Mye?*=7), por lo tanto

(= 1)g(7)| < MyMae? =0T+ s |(f % g)(1)] < My Myc® / eT2=0) gr < oo
R>0

ya que o2 — o < 0, entonces definiendo M := MlMQ/ e™(02=9) qr ¢ R~g, se han

R~0
encontrado y o > méx{o1,02} Yy M € R tales que |(f * g)(t)| < Met, p.ct. t € Rsg O
que prueba que f x g tiene orden exponencial o para todo o > méx{o1, o2}. O

Teorema A.1.43. [Tonelli] Sean f : R™ — R una funcion medible y 1 < m < n. Si |f]Y :
R™ — R dada por |f|Y := |f(x,y)| es integrable en R™ p.c.t. y € R™"™ y la funcién
F :R"™™ — R definida como

F(y) := / | f1Y pctyeR"™™
Rm
es integrable, entonces f es integrable en R™ [55, Teo. 14.17]. J

Teorema A.1.44. [Fubini] Sean f : R" — R U {400} una funcién integrable y 1 < m < n.
Entonces existe un subconjunto nulo Z de R"~™ tal que, para todoy € R"~"\ Z, la funcion

Y:R™ — RU{+o0} dada por fY(x) := f(z,y) es integrable. La funcion F : R"™™ — R
dada por

m Y si e R""™\ Z,
y € Z,

también es integrable y

F= [ f][55 Teo. 13.17].
Rnfm Rn

Esta dltima igualdad suele escribirse como fly,2)dydz = /
Rn

n—m

( f(y,2) dy) dz.
Rm

_
Una consecuencia de este teorema (ver [55, Notacién 13.18]) es que

n—m

/nm ( . f(y,2) dy> dz = /m </nm fly, 2) dz> dy. (A.25)

Proposicion A.1.45. [Teorema de convolucion, p. 40] Sean f,g € L'(R~o), Si f y g tienen
orden exponencial o1, 09 € R~ respectivamente, enfonces

- fy,2z)dydz = / ( - f(y, 2) d2> dy,

y por tanto

(f*9)(s) = f(s)g(s)  Vse{zeC|R(z)>méix{os,02}}. g

Prueba. Sean f,g € L'(R~¢), con ordenes exponenciales o1, 02 € R~ respectivos y sea
s € {z € C | R(s) > max{o1,02}}. S.p.g. se pueden considerar f,g € L'(R) con la
extension trivial.
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Se define
h: R*> — C
(1,t) = h(r,t):= f(t —7)g(T)e .
Se busca aplicar los teoremas de Tonelli y Fubini tanto a la parte real como a la parte
imaginaria de h. Se procede con la parte real de h®:

Rh: R2 N R
(1,t) = Rh(r,t) = f(t —7)g(T)Re L.

Como f € Ll(]RN), en particular f es medible, y por el Lema A.1.41 se tiene que f(t,f) :
R? — R dada por f(t,7) := f(t — 7) es medible.

Luego, sea m : R? — R dada por m(t,7) = 7y sea g : R?> — R dada por g(t,7) :=
g(7), de esta forma g = m 0 g. Seaa € R, como g € L'(R) es medible, se tiene que
g7 1((a,00)) es medible (Lema A.1.27), por lo tanto

7' ((a,00)) = (w0 9)"!((a,00)) = w3 (97" ((a,00))) = R x (a,0)

es medible en R? (pues es el producto cartesiano de dos conjuntos medibles), como a fue
arbitraria, nuevamente por el Lema A.1.27 se puede asegurar g(t,7) := g(7) es medible
en R

Como Re* es contlnua en R, en particular es medlble y de la misma forma para el
caso de g, se llega a que Re~ Re—st : R? — R dada por §Re—st(t 7) := Re %! es medible en R2.

Como f, gy Re—st son medibles en R?, por el Lema 2.1.4 se tiene que el producto

fﬁ%e*“ = f(t—7)g(T)Re = Rh(t, 1)

es medible en R2.

Ahora se asegura que la funcién |[RA|* : R — R, dada por |[RA[¢(7) := |RA(t,T)|, s
integrable en R p.c.t. t € R, pues

/]R]%h] (T)dT:/R\%‘:h(t,T)dT
= [ 15t =nigtrimelar

me—ﬂ/ F(t = 7)g(r)| dr

y como la Proposicién 2.3.7 1 asegura que (f xg)(t) estéd bien definida p.c.t. t € R, se tiene
que [Re St(f x g)(t)] < oo p.ct. t € Ry asi |RA|!(r) es integrable p.c.t. ¢ € R. Lo Unico
que falta por verificar para poder aplicar el Teorema de Tonelli, es mostrar que la funcién
H : R — R dada por

:/ IRA"(r)dr pecttcR
R

8El argumento para la parte imaginaria es similar y se omite.
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es integrable. Entonces

/RH(t)dt—//%h!t(T)det—//]f(t—T)g(T)%eSt]drdt

/m \/ 1 (t = 7)g(r)] dr dt = RL{|f * g]}(s),

por lo tanto, la integral de H es la parte real de la transformada de Laplace de la convolu-
cion f = g € L' (R) (Proposicion 2.3.7 1), cuya convergencia la garantiza el Lema A.1.42 y
la Proposicién A.1.35, paratodo s € {z € C | R(z) > max{o1,02}}, asi se puede asegu-
rar que fR t) dt es integrable. Por el Teorema de Tonelli se puede asegurar que R h es
integrable en ]R2 y por el Teorema de Fubini y lo mencionado en (A.25), se tiene que

/R</Rf(t—7)g(7) —std7—> /(/ft—T —stdt) dr. (A.26)

Con lo anterior en cuenta, se tiene que

o —

R/ *9)(s) = /R (f *g)(t)e ™ dt

R
/R ( /]R £t = r)o(ryRe dr ) di
/R ( /R f(t—T)g(Tme—Sfdt> dr (A.26)
/ /ft—T etdt) dr
/ (/f JRe™ su”)du) dr (w=t—r7)
/R grre ( /}R FRe " du) dr
( /R ffu)%esq‘du) ( /}R g(r)Re " dr )

(s

Rf(5)g(s)-

Por lo tanto
R(f9)(s) = RI(5)3(s) Vs € {2 € C|R(2) > mix{or, 2} },
y como el caso imaginario es completamente analogo, se tiene que
(Fx9)(s) = f(9)3(s) Vs € {z € C|R(z) > mix{or,02}},
que es lo que se buscaba. O

Proposicion A.1.46. [p. 40] Sean K € L'(R,RP*™) yw € L'(R,R™), si K y w tienen
orden exponencial o1, 09 € R~ respectivamente, enfonces

(K *w)(s) = K(s)&(s) Vs € {z € C| R(z) > méx{o1,09}}. N
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Prueba. Sean K = (k;;) € LY(R,RP*™), (l,j) epxmyw = (w1,...,wy) € L'(R,R™),
con orden exponencial o y o2 respectivamente, y sea s € {z € C | R(z) > max{o1,02}},
se tiene que

(K xw)(s) = /]R (K *w)(t)e s dt

m

— > kit — s)wj(s) Z Ky i(t — s)w;(s)ds | et dt
Rso \ j=1 /R

:/ Z(klg*% oY (kpjxwj)( e St | dt
R>o j=1 j=1

(k1 * wj)(t)e st dt, . / Z kp.j * wi)( Stdt)
R

1
vw\

>0 j=1

(k1 j*w;)(t)e " dt,. Z/ Fpj o+ w;)(t)e ™ dt)
R-

j=1 R>o
mo m

= E (k1,j * wj)(s 75, (Kp,j * wj)(
7=1 7=1

— f: Je 4 ( f: ki ) (Prop. A.1.45)

Los siguientes dos lemas serviran para probar la Proposicion A.1.49.

[e.e]

Lema A.1.47. Si f € L*(Rx), entonces Jim |f(7)|dr = 0. J

*)OOt

Prueba. Supdngase que f € L'(R>¢). Sea (zx) una sucesion en Rx tal que z; — oo,
considérese la sucesion de funciones g : R>o — R, donde gx(7) = 1(4,,00)(7)f(7) donde

. 1 si T E (:Ck,t)
1(xk’t)(7—) N { 0 si 7€ Rzo\(xk,t)
(g, t) € R>o). gr €s medible para toda & € IN pues es producto de dos funciones medibles
(Lema 2.1.4-2).

Seane > 0y 19 € R>0, cOMO 2, — o0, siempre existe N € N tal que =, > 7 para
todan > N, por tanto g,(79) = 0 paratodan > Ny asi |g,(70) — 0| < &, lo que prueba que
limy_, 0 g1(7) = 0 (convergencia puntual).

Por otra parte [gx(7)| = [1(z,,00)(T)f(7)| < |f(7)| y como f € L'(R>), entonces | f| €
LY(R>0) [55, Prop. 12.32 (b)], por tanto se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.3.22 de

(funcién caracteristica o indicadora del conjunto
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convergencia dominada, y se puede asegurar que

h’m/ lgr(t) =0/ = 0= lim |f(T)| dr =0,
k—o0 0

k—o0 T
esto Ultimo implica que tl_i)m / |f(T)|dr = 0%, que es lo que se buscaba. O
o0 Jt
Lema A.1.48. Seaf:R — C, si tlim |f(t)| =0, entonces lim;_, f(t) = 0. 4

Prueba. Como 0 < |Rf(t)| < |f(t)| paratodat € R, se tiene que
0< lim [Rf(1)] < lim [£(t)] =0,

y por el teorema del sdndwich para limites, se tiene que lim;_,~, |®f(t)| = 0, luego, nueva-
mente por el sandwich:

SIRF(O] < RI(H) < [RF(O] = 0=~ lim [RF()] < lim RF(7) < Jim [RF(5)] =
= A =

De manera completamente analoga se llega a que th’m Sf(t) = 0y por tanto th’m ft) =
—00 —00
que es lo que se buscaba.

Proposicion A.1.49. [p. 43] Sea A = (T,U, Y, \) = (R,R™, RP, \) un comportamiento LIT
continuo UBIBO con respuesta al impulso K = (k; ;), matriz de transferencia W = (k; %
funcion de salida X = (A1, X, ..., Ap).

Seanly € p y jo € m fijos y considérese la entradaw € L}, (R>() donde

w(t) =(0,...,0,acos(2m¢t + 60),0,...,0),
| S —
Jjo—ésimo lugar

para algunos a, ¢, 0 € R. Sea l%lo o (i2m¢) = re” la entrada (ly, jo) de la matriz de transfe-
rencia expresada en forma polar para algunos r,~v € R. Entonces,

tli}rn (Ao (w)(t) — raccos(2mpt + (0 + 7)) =0 [30, Lema 7.4.1]. 4
Prueba. Se dan por hechas las hipétesis y configuracion de la Proposicion A.1.49.
Para relajar notacion sea « := ky, j, la entrada (lo, jo) de la Rl, de este modo se cumple
que w(i2me) = ki, j, (127¢) = re’.
Como A es UBIBO, su Rl es integrable (Prop. 2.3.4) y por el Lema A.1.34 (b), x es
integrable, asi el Lema A.1.47 asegura que hm / |k(T)| dr = 0, ademas se cumple que

|k (7)€t moU=T)H0)| — |ak(T \W lak(7)|, por lo que (usando la desigual-

°Se usa el siguiente resultado: para toda funcién f : R>o — R se cumple que lim: ., f(t) = a si
y solo si limx_, f(zx) = a para toda sucesién (zx) en R>o tal que =z — oo (ver por ejemplo https:
//math.stackexchange.com/q/4668083).



https://math.stackexchange.com/q/4668083
https://math.stackexchange.com/q/4668083

A.1. DEMOSTRACIONES DEL CAPITULO 2 183

dad del tridngulo para integrales)

0< lim / K(T)aei(27r¢(t77)+9) dr| < lim / ‘Otfi(T)| dr = 07
t—o0 t t—o0 n
luego, por el teorema del sandwich para limites: lim / K(T)ae’ P10 grl — 0,y
t—o0 t
por el Lema A.1.48: lim K (T)ae! @ et=710) g — 0, de este Gltimo resultado se sigue
—00
que ‘
0= lim 0—/ K(T)ae i@ro(t=1)+0) g >
t—o0 t

o0

t
= lim (/ K(T)oe’ i2mo(t-1)+0) g (/ ael(%d) (t=7)+9) g7 +/ K(T)aei(27r¢(t_7)+9) dT))
t—o0 0 t

t
/ IQ(T) i(2m(t— T+9 / ae i(2mp(t—7)+0) dT)
0

t
= lim (/ K(T)aei(27r¢(t_7)+9) dr — (2T ot+0) /%(qu))
0

t—o00

= lim
t—o0

t .
se ha llegado a que lim (/ K (T)ae!Cret=m)+0) gr raez(2”¢t+9+7)> = 0y en particular
— 00 0

t
0= lim R (/ H(T)aei(2ﬂ¢(t—7)+9) dr — roe (27rq5t+9+’¥))

t—o00 0

t
= lim (/ acos(2mp(t — 7) + 0)k(T) dT — raccos(2mept + 0 + ’y))) (férmula de Euler)
0

t—o0
) tlim (e xult) = recos(zmot +0+7)) (conmutando la convolucion)
= t]i}m (Xlo (u)(t) — racos(2met + (0 + ’y)) ) -

Proposicion A.1.50. [Teorema de convolucion (discreta), p. 44] Sean f(t) y u = (ut) =
u(t), t € IN sucesiones enR. Si s € C es tal que f(s) < oo yu(s) < oo en R, entonces

(f xu)(s) = f(s)a(s). .

Prueba. Sean f(t) y u = (us) = u(t), t € IN sucesiones tales que f(s) < oo y @ < oo para
alguna s € C. La convolucién f x u es una sucesion en R donde el t—ésimo termino esta

t
dado por > f(t — j)u(j), por tanto
=0

(f *u)(s)
=> ZﬂtﬁWstjzzyajﬁ“%mﬂ
t=0 \ j=0 t=0 j=0

(F(t,§) = f(t—j)s~EDu(j)s™)
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k
= lim ZF(O,j)+ZF(1,j)+...+;OF(k,j)
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k k
= lim ZF(j,O) +ZF(]’,1) +...+;F(j, k)}

| /=0 j=1
(agrupando términos de la forma F(j,0), j € {0,...,k} en una suma)
[k k— k
=1 F F(2 . F(k,j
Jim ; (4,0) + E:: (j.1 +Z J) +j§_; (k. J)
i (agrup térm. de la forma F(j,1), j € {1,...,k — 1} en una suma)
[ & k—1 k—2 k—3 k—4
— i . . ) . .
Jim | OF(0,5) + Y FG1) + Y F(G2) + Y F(G:3)+ Y F(G.4) + ...+ F(k,k)
| /=0 j=1 J=2 J=3 Jj=4
[k k-l
= lim F(r1)
e IS0 =
[k k-l k k-l
= lim Z f(r—l)s_(r_l)u(l)s_l] = lim [Zu(l)s‘lZf(r 1)s~( l)]
oo 1120 v el i =l
[k k-1
= I - v —r— -
Jim Zu(l)s Z fv)s ] (v=r—l=r=v+l)
LI=0 v+l=l
[k k—I
. 3 —l 3 —v
= kIEEO 2 u(l)s ] klg](r)lo LZ:O f(v)s ] (I<k)

= ( u(l)sl> (Z f(y)s”>

=a(s)f(s) = f(s)a(

Proposicion A.1.51.

0
s). O

[Teorema de convolucion (discreta) con matrices, p. 44] Sea A(t),

una sucesion en RP*™, y u(t), una sucesion en R™. Si s € C es tal que A(s) < oo y

u(s) < oo, entonces

Prueba. Sean A = A(t)(a;,(t)),t € N, (I,7) € pxm una sucesion en RP*" y u(t)(u1(t),. ..

una sucesion en R™,

(Asxu)(s) = A(s)i(s) J

se tiene que

[e.9]

—

t

(Axu)(s) =) (Z At — j)U(J’)) 57

Jj=0

( (Zal,r(t_j)ur(j)7 Zapr —J r )) S_j
7=0 \r=1

=0
=0

U (t))
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t=0 \r=1 r=1
= < Z(alr*ur)(t)s J,...,ZZ(apr*ur)(t)s ]>
t=0 r=1 t=0 r=1
= <Z Z(a“ s up)(t)s™7, ’ZZ(%T *uT)(t)s_7>
r=1t=0 r=1t=0
- (Z (ars = ur)(s), . .,Zm@))
r=1 r=1
= <Zm: ayr(s)r(s),.. ,i &p7r(s)ar(s)> (Proposicion A.1.50)
r=1 r=1
&1 1(8) . &1’m(8) ﬁl(s) A
- L — A(s)a(s) 0
ap,1(s) apm(s)/  \lm(s)

§2.4

Proposicién A.1.52. [p. 53] Seanw € L*(R) N L'(R) y § tal que cumplen las hipétesis del
teorema de muestreo (incluyendo la necesaria para la convergencia uniforme). Se tiene
que

[e.e]

/ tydt=5 > ws :/ W (t) dt. ]
k=—o00 R
Prueba. El teorema de muestreo asegura que w(t) = i wig) (k)senc (5 (t — ko)) p.c.t.

k=—o00

t € R, integrando en ambos lados, y usando que la convergencia es uniforme, se tiene
que

o0

/ t)dt = /}szoo k)senc ( (t— ké)) dt = kz_:oo wis) (k) /]Rsenc (g(t - ké)) dt
= k;mw[(ﬂ(kz)i /Rsenc (u) du (u= 5(t —kd) = du=5)
=0 i wis) (k) (fgsenc (u) du =) g

k=—o00
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A.2. Demostraciones del Capitulo4y 5

’ Los siguientes dos lemas serviran para probar la Proposicion A.2.3.

Lema A.2.1. Para cualquier f € &EL%(O,T), la funcion de autocorrelacion r; esta bien
definida y alcanza un punto maximo en + = 0. J

Prueba. Para cada 7 € R, sea f-(t) := f(t — 7), dado que f € RL2(0,T) es un espacio
con producto escalar [74, Ejemplo 16.1.6], la desigualdad de Cauchy-Schwarz (DCS) [55,
Prop. 15.2] aplica, por tanto

ri(T ):<f,f7> < ”f”LQHfTHLQm

S e e

u=t—r=du=dt

T T T
=\/ / f2(t)dt\/ | = [ o= o)
0 0 0
—_—————

f es periédica

Dado que 7y f fueron arbitrarios, se tiene que r¢(7) < r¢(0) para toda 7 € R y para toda
fe §RL§(0, T') que es lo que se afirmaba. O

Lema A.2.2. Si f ¢ §RL§(O, T), entonces r; tambien es periodica con mismo periodo T

Prueba.

T T T
f(m4+nT) /f —(7+nT)) /f ((t—1)—nT)d —/f ft=7)dt =7r¢(7). o
0 0 0

f es periédica

Proposicion A.2.3. [p. 105] Para toda f € RL2(0,T), la funcién r; esta bien definida y
alcanza puntos maximos ent = nT conn € Z. J

Prueba. EnelLema A.2.1 se muestra que r esta bien definida, y de este ultimo y el Lema
A.2.2 se sigue que 7¢(7) < r¢(0) = rg(nT) paratodo 7 € R> y para todo n € Z, lo que
prueba la afirmacién. O

’ Los siguientes 8 lemas serviran para probar la Proposicion A.2.12. ‘

Lema A.2.4. Paratodoz € R" sil < s < r < oo, entonces ||z||, < ||z||s y ||z]ls < n'= |z|,
[55, Ejer. 2.42. (a) y (b)]. J

%Esto también muestra que la funcion r; esta bien definida, pues f,f- € RL2(0,T), por lo que
1£llz 1 £l 2 < o0, y por tanto rs(7) < cc.
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Prueba. Sea x = (x1,...,2,) € R"y1 < s <r < o0.Sir =s0x =0, la prueba es
inmediata, por lo que se supone s < ry z # 0.
Por un lado, para z; # 0 con i € m, se tiene que

|lzi| < |zi| = In(|a;]) < In(|;]) = sn(|zs]) < rn(|z;]) = e P2 < erinlel) = (205 < |27

n n
Como esto ultimo ocurre para toda ¢ € m tal que x; # 0, se tiene que > |x;|® < > |xil",
k=1 k=1
y por lo tanto

sln (Z ]le5> <rln (Z \xﬂ) = exp (3 In <Z ]wz\s>> < exp (r In <Z |x1]7">> = |z, < [lz|s-
k=1 k=1 k=1 k=1

Por otra lado, se puede definir p = ;= y ¢ = %, asf ; +; = "3° + 2 = 1, y ademas
p,q € (1,00) pues
1 1
1<s<r=0<r-s<r=0< < —~=1<-Z=p=>pc(l,00), Yy
I<s<r=1<i=g=q€c(l,00).
Usando la desigualdad de Hélder en R™ (ver [55, Prop. 2.12]) para los vectores 1 =
(1,..,1) y w = (|21]%, ..., |z,|*) en R"™ y los valores definidos p = -*~ y ¢ = %, se pue-

de asegurar que
Lwlly < [[Lp[lwllg,

donde 1w := (1|z1*, ..., 1|z,|®), luego

el < llplwlg = D [Lzil*| < (Z |1!p> (Z vailslq)
1=1

i=1 =1

n L n % n % N n %
=Sttt (e = (L) < ()" (L)
=1 i=1 ! ;

1
n 7
= |lzfls <n' (E |xf> = ' |-
i=1

Es decir ||z||s < n'w ||z|., que es lo que se buscaba. O

Lema A.2.5. Si f € CO(R™), entonces f es uniformemente continua (UC) en R™ [55, Ejer.
11.39]. 4

Prueba. Sean f € CO(R"),e >0y 2,9 € R*con & = (x1,....,%0) Y J = (Y1, -, Yn)-
Como sop(f) es compacto, sop(f) C [—r,r]™ para algun r € R~ suficientemente gran-
de. f es continua en todo su dominio, en particular lo es en [—r,r|", por lo tanto es UC
en [—r, 7", asi, para la ¢ en cuestién, se tiene que para cualquier 2, € [—r,7]" exis-
te 6o > 0 tal que [|Z — w|j2 < do = |f(2) — f(w)| < e. Considerando el cubo cerrado
Q = [—7’ — n%&),r +n%60}n, y nuevamente usando la equivalencia entre continuidad y

"En un espacio métrico compacto (K, d), continuidad es equivalente a continuidad uniforme (ver [55, Teo.
4.31)).
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continuidad uniforme en compactos, para ¢ se tiene que para todo Z,w € @, hay un ¢; tal
que ||Z —wll2 < 01 = |f(2) — f(w)| < e. Proponiendo § = min{dp, d;} se deben tomar en
cuenta cuatro casos.

CAsO1: 2,9 € Q.

En este caso si ||z — 7|2 < 0 < 41, la continuidad uniforme en @, garantiza que |f(&) —
f@)l <e.

CASO 2: %, € R"\ Q.

En este caso z ¢ sup(f)y g ¢ sup(f), pues sup(f) C [-r,r]" C Q, por lo tanto (de la
definicién de soporte) ||Z — |2 < = |f(2) — f(§)] = |0 — 0] = 0 < ¢ se cumple.

CAs03:2€QyygeR\Q.

Suponiendo que ||Z — §||2 < § = min{dp, 1}, por un lado del Lema A.2.4, paras =1y
r = 2, se cumple que

I& =gl < n2 [} = ll2. (A.27)

Por otro lado como y € R\ @ se tiene que y; € A := (—o0, —1 — n%(SO) U (r +n2d, 00) para
todo i € {1,...,n}. Sea y, € A con k fija, esto da lugar a dos sub casos.

CASO 3.1y, < —r —n250

En este caso, por la definicién de § y por la desigualdad en (A.27), se cumple que

L .. . 1
|2k = yk| < |12 = gl <n2|2 = gll2 < n2do, (A.28)

esto implica que =x < yx + n250 De esto ultimo y de Ia hipétesis y, < —r — n250
(correspondiente a este sub caso), se tiene que x, < yi + n: < —r,asi xp < —r. Por la
hipétesis del Caso 3 se tiene que & € @, asi, necesariamente debe ocurrir que —r— n2dy <
xp < —r, esdecir zy € (—r — nz o, —r).

CASO 3.2:yp > 1+ n%(So.

En este caso, nuevamente por la definicion de § y la desigualdad en (A.27), se cumple
la desigualdad en (A.28), lo que implica que vy, — n2dy < xx. De esto ultimo y de la
hipotesis del sub caso y, > r + nédg, se tiene que r < yp — n%&) < xzy, asi xp > r. Otra
vez, Ia hipétesis del Caso 3 pide que & e @, entonces necesariamente debe ocurrir que
r+n250 > x> 1, es decir zy € (r, r—l—n2(50)

De esta forma se ha probado que si y, € A, entonces zy € (—r — nédo, —r)U (r,r+
nééo), y como yy, fue arbitrario, esto ocurre para cualquier k € {1, ...,n}. La consecuencia
de esto ultimo es que & ¢ [—r,r]™, por lo tanto & ¢ sop(f), pues por construccion sop(f) C
[—r, 7], asi, en este caso ocurre que & ¢ sop(f)y § ¢ sop(f), por lo que ocurren las
condiciones del Caso 2, que determinan |f(z) — f(7)] =0 < e.

CAsO4:2€QyyeR\Q.

Este caso es totalmente analogo al Caso 3.

En los 4 casos posibles, para z,y € R™ y e > 0 se encontr6 que 6 = min{do, d; } cumple
que ||z —7ll2 < d = |f(2) — f(9)| < e, lo que prueba que f es UC en R", que es lo que se
buscaba. O

Lema A.2.6. [Teorema del sandwich] Si (xy), (yr) ¥ (zx) son sucesiones en el espacio
meétrico (R, | - |), tales que xy, < yi < zp, conxy — 1l y z;, — [ para algun | € R, entonces

Prueba. Sean (z1), (yx) Y (2x) sucesiones en R que cumplen las hipotesis. Sea ¢ > 0.
Como z, = 1y 2z, — I, existen k, € Ny k, € N tales que |z, — | < ey |yp — ] <&, para
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todo k > max{k,, k,}. Entonces, si k > méax{k,, k,}, ocurre que |z, — | < e = —e+1 <z}
Y0y — 1| <e= yr <e+l,ydelahipbtesis x; < yr < 2z se sigue que —c +1 < xp <
yr <y <e+l < |z — | <e.Porlotanto se ha encontrado N = max{k,, k,} tal que
|xx — I| < e paratodo k > N, es decir y, — [, lo que concluye la prueba. O

Lema A.2.7. [Caracterizacion de continuidad uniforme con sucesiones] Una funcion f :
X —» Y con(X,dx)y(Y,dy) espacios métricos, es UC en X siy solo si para cualquier par
de sucesiones (i), (yr) en X tales que dx (&, gx) — 0 se tiene que dy (f(Zx), f(yx)) — O.

|

Prueba. =) Sea ¢ > 0. Supdngase que f es UC, y que (zx) Yy (yx) son sucesiones
en X que cumplen dx(zx,yr) — 0. Por un lado, de la continuidad uniforme de f, para
el valor ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para cualquier zx,yr € X, dx(zk,yr) < 0 implica
dy (f(xr), f(yr)) < e. Por otro lado, dado que dx (zx,yx) — 0, se tiene que para el valor
d > 0, existe kg € IN tal que dx (zx, yx) < d paratodo k > k. Asi, para el valor ¢ > 0, se ha
encontrado ko € IN tal que dx (zx, yx) < 6 = dy (f(zk), f(yr)) < € paratodo k > ko lo que
prueba que dy (f(zx), f(yx)) — 0, que es lo que se buscaba.

<) Por contra positiva, supongase que f no es UC, entonces existe una ¢ > 0 tal que
para todo 6 > 0 existen z,y € X con dx(z,y) < ¢ pero dy(f(x), f(y)) > e. Entonces,
para cada d, = % con k € IN\ {0}, existen zy,y,, € X tales que dx(zk,yr) < O pero
dy (f(xk), f(yr)) > €, por lo tanto

1 1
0< dX(xk,yk) <O = % =0=1lim 0< klirgodx(xk,yk) < klig)lo% =0,

k—o0

asi, por el Lema A.2.6, ocurre que ka dx (xr,yx) = 0, pero también por construccion se
—00
tiene que ka dy (f(zk), f(yr)) > €, por lo tanto se han encontrado dos sucesiones (zy) y
—00
(yx) en X tales que dx (zk, yx) — 0 pero dy (f(xk), f(yx)) - 0. O

Lema A.2.8. Las funciones 7., D, T:f : R?> — R dadas por r,(x,y) := x, D(z,y) :=x —y
yTef(z) := f(& —¢) (coné = (c1,c0) € R? y f : R? — R UC en R2) son uniformemente
continuas en R?. r

Prueba. Sean (#) y (4x) sucesiones en R? tales que ||&x — gx|l2 — 0, con &y = (z1x, T2k)

Y 9k = (Y1k; Y2k)-
Por el Lema A.2.7, basta probar que

1. |me(@x) — ma (k)| — O,
2. |D(&x) — D(gk)| — 0,y
3. |Tef(2x) — Tef (gr)| — 0 con f: R2 — R UC.
1. Por el Lema A.2.4 se tiene
0 < |21 — yurl + ook — yorl = 13k — Gl < 22 &% — Gell2 — 0.
Por el Lema A.2.6 se tiene que

(lz1k — yir| + |72k — y2r|) — 0. (A.29)



190 APENDICE A. APENDICE AUXILIAR PARA DEMOSTRACIONES

Como esta ultima sucesién es una suma de términos positivos, se tiene que |z —y1x| — 0
Y |zor — yor| — 0. Luego |m,(Zx) — 72 (k)| = 0 <= |z1x — y1x| — 0. Dado que esto ultimo
se cumple, se tiene que 7, es UC en R2.

2. Ocurre que |D(&x) — D(9k)| = 0 <= |z1k — 22k — (Y1 — y2x)| = 0 = |(z1x —
y1k) + (y2r — wox)| — 0, dado que esto Ultimo se cumple (por la expresién en (A.29)), se
tiene que D también es UC en R2.

3. Finalmente se tiene que

A~

@k — &) = Ik — O)ll2 = ||(x1k — €1, T2k — c2) — (Y1r — c1, Yok — c2)||2
= ||(z1x — c1 — (Y1k — ¢1), T2k — €2 — (Y2r — ¢2))||2

= ||(z1x — Y1ik> T2k — Y2r)|l2 = |Zx — Yxll2 = 0.

Es decir, ||(2x — ¢) — (yx — ¢)|l2 — 0, como f es UC, por el Lema A.2.7, lo anterior
implica que |f(Zx — ¢) — f(yx — ¢)| — 0. Lo que prueba que |T:f(2x) — Tef (gx)] — 0, y asi
T.f es UC en R?, lo que concluye la prueba. O

Lema A.2.9. Sean (X,dx), (Y,dy) y (Z,dz) espacios métricos. Si f : X — Y es UC en
Xyg:Y—>ZesUCenY,entoncesgo f: X - ZesUCenX. 4

Prueba. Sean (zj) y (yi) sucesiones en X tales que dx(zx,yx) — 0, por el Lema A.2.7
basta probar que dz((g o f)(zk), (g o f)(yx)) — 0. Como f es UCy dx(zk,yr) — 0, por
el Lema A.2.7 se tiene que dy (f(xx), f(yx)) — 0. De la misma forma, como g es UC y
dy (f(xk), f(yr)) — 0, por el Lema A.2.7 se tiene que dz(g(f(zk)),9(f(yx))) — 0, es decir
dz((go f)(zr), (g0 f)(yx)) — 0, lo que prueba la proposicion. O

Lema A.2.10. Sean f,g: R" — R UCs en R? y acotadas (es decir existen M, My € R~
tales que |f(2)| < My y |g(2)| < M para todo & € R"), entonces fg es UC en R>. 4

Prueba. Sean (1) y (yx) sucesiones en R" tales que & — gy — 0, por el Lema A.2.7
basta probar que |f(2r)g(Zr) — f(9x)9(yx)] — 0. Entonces

0 <|f(2x)g(@x) — f(Or)9(k)| = [f(2x)g(Ex) — f(Or)9(Gr) — f(@)g (k) + f(Zr)g (k)|
= [f(@r)(9(Zk) — (k) + 9(Gk) (f(Zr) — [ (Ix))]
< |f@u)llg(@x) — (G| + [9(Ge) | f(2k) — f (95|
< Milg(Zx) — 9(gr)| + Ma|f(Zx) — f ()]

como por hipotesis fy g son UC, se tiene que |g(2x) — g(gx)| — 0y |f(Zx) — f(9x)] — O,
por lo tanto M |g(2r) — g(yx)| + Ma|f(Zx) — f(yr)| — 0, de este modo

0= lim |f(E)g(i) — F()9()] < Mm Malg(ix) — g(w)| + Mol f (i) — f(w)] =0,

y asi | f(zr)g(zr) — f(9x)g(gx)| — 0, lo que prueba la proposicion. O
Lema A.2.11. Sean (x) una sucesion en (R,| - |) tal que x,, — x para algun x € X,
entonces |x| — |z|. 4

Prueba. Sea ¢ > 0. Como x;, — =z, existe kg € IN tal que |z — z| < e para todo k > k.
Por otra parte se asegura que ||a| — |b|| < |a — b| para todo a,b € R (desigualdad triangular
inversa), pues

lal = [b+a—b] < o] +[a = by |b] = a+b—al <la| +[b—af = |a| + |a — D]
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= la| < [b] +[a = bly |b] < a| + |a — 0]
= lal = o] <la—bly [b] —|a] < |a -]
= [la| = [b]] < |a -],

Por lo tanto, se cumple que ||z| — |z|| < |xx — x| < €, para k con k > ko, esto implica que
||xk| — |x|| < e, para todo k > ko, o que prueba que |zx| — |z|. O

Proposicion A.2.12. [p. 108] La funcién ACD esta bien definida y es uniformemente con-
tinua (por lo que su gréafica es una superficie en R3). J

Prueba. Sea f € C?(R) C 4.(R) y w € L'(R) tal que w(x) > 0 para todo = € R. Por un
lado f(t), — T)f(tx — 7 — T)w(T) € L*(R) para tx, 7 € R fijos, por lo tanto

Gty i) = fpr—T)f(tpr—mx—T)w(T)dT < /]R |ftr—T)f(tp—e—T)w(T)|dT < 0,

R>o
(A.30)
como t;, 7, € R fueron arbitrarios, se tiene ¢, esta bien definida.
Por otra parte, sean ((x1x,z2x)) ¥ ((yir,y2r)) sucesiones en R? y supdngase que
| (x1k, 2k) — Y1k, yor)||2 — 0, por el Lema A.2.7, basta mostrar que |¢ f(z1x, Tor)— & £ (Y1k, Yor)| —
0 para poder asegurar que ¢; es UC en R?, es decir se debe mostrar que

/]R (f(xw = T)f(z1r — w2 = T) = fyie = T)f(y1r — yor — T))w(T)dT| — 0. (A.31)

Para verifica que A.31 se cumple, para T € R fijo, considérense las funciones

Fr: R?2 = R Gr: R?2 = R
t,r) — fit-1) Y (t,7) — f(t—7—T).

Por el Lema A.2.8, la funcién T;m,(t,7) = t — T (con T = (T,0)) es UC en R2. Por
el Lema A.2.9, (f o Tsm,)(t,7) = f(t —T) = Fr es UC en R?. De la misma forma,
por el Lema A.2.8, la funcién T;D(t,7) = ¢t — 7 — T es UC en R? y por el Lema A.2.9,
(foTsD)(t,7) = f(t —7—T) = Gr es UC en R?. Tanto Fr y Gy son acotadas, pues
f € CP(R) implica que f esta acotada en el compacto sop(f) (ver [55, Cor. 4.11]), es decir,
existe M € R~ talque |f(x)| < M paratodo x € sop(f), por lo tanto esta acotada en todo
su dominio. De esta forma

|Fr(t,7)| = |f(t—=T)| < My |Gr(t,7)| = |f(t — 7 —T)| < M para cualquier (t,7) € R?,
(A.32)
entonces, por el Lema A.2.10, se puede asegurar que la funcién FrGr : R? — R, dada
por FrGr(t,7) = f(t —T)f(t — 7 —T) es UC en R? y por el Lema A.2.7, esto implica que
|PrGr(zik, war) — FrGr(yik, yar)| — 0, es decir

Jm f(ae = T) (2w — 226 = T) = flye = T)f (y1e — yox = T) = 0.
Como w(T) € L'(R) no depende de k, se tiene que

lim (f(zwe —T)f(x1k — 22k —T) — fywe — T)f(yir — y2r — T))w(T) = 0. (A.33)

k—o00
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Ahora considérese la sucesién de funciones (Hy) con Hy : R — R y donde
Hy(T) = (f(zie = T) f(z1k — 2o — T) — fyie — T)f (yir — yor — T))w(T).

Se tiene que Hy € L'(R)a,, pues
/RHk(T) dT’' = /R(f(ivuc = 1) f(z1k — 2ok = T) — f(y1e — T) f 1k — yorx — T))w(T) dT

_ /]R Flzp — T)f (z15 — 2o — T)w(T) dT — /R fie = T) f ik — yar. — T)|w(T) dT p:r 2.0

También, por A.33, ocurre que Hy(T) — 0 para todo T' € R,,. Luego, se define la funcion
g(T) : R? — R dada por ¢g(T) = 2M>w(T), por un lado ¢g(T) € L'(R) pues w(T) € L*(R),
y por otro lado se cumple que |H(T)| < g(T') paratodo T' € R,,, pues

| He(T)| = [(f(x1k = T) f(z1r — w2 = T) — fyie — T)f (y1r — yor — T))w(T)|
< (If (@1 = T) f w1k — w2r — T)| + [f(y1r — T) f (Y1 — yax — 1)) [w(T)]
= |f(zwe = T) f(z1r — zop — T)||w(T)| + | f (Y1 — T) f (1 — yor — T)||w(T)]
< M?*|lw(T)| + M*|w(T)| = 2M*w(T).
~—
por (A.32)

Lo mencionado en A1, A2 Yy A3 cumplen las hipétesis del Teorema de convergencia domi-
nada (TCD - Teorema 2.3.22), por lo tanto se puede asegurar que

0:‘/OdT /Hk )dT|,
R

o Hi(T) dT’ — 0, que es lo mismo que

= hm
Lema A.2. 11

lim / Hy(T)dT

| k—o0

asi,

— 0.

/R (F(er — T)f (ern — 2o — T) — gk — T)f (i — yor — T))w(T) dT

Esto ultimo es lo que se queria demostrar en A.31. Por lo tanto la funcion de ACD de
Licklider dada por

gf)f : IR,Q — R
(t,7) = ¢4t 7):= fR>0 fE—=T)f(t —7—T)w(T)dT,

es uniformemente continua y por tanto {(x,y, ¢¢(z,v)) : (z,y) € IRQEO} es una superficie
en IR3, y con esto concluye la prueba. O

Proposicion A.2.13. [p. 123] Para cadaa € R?3, el conjunto de puntos i € R3 que cumplen
la propiedad de d(z,%;) = d(a,z;) y d(z,%,) = d(a, %) es el circulo en el plano x = a con
centro en (a,0,0) y radio Vb* + ¢2, es decir, se asegura que

{(zeR}| VP +22=02+c v=a) = {2 € R® | d(& %) =da,5) yd(&, &) = d(a, %)}
(A.34)

J
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Prueba. Sea « € R fija y considérese la transformacion RS definida como:

RY: R® — R?

(con z = (x,y, 2)).

A~

T — R%z):=(x,ycosa— zsena,ysena + zcos )

cosa —sen a)
Sen « COS v
al punto (yo, z0) del plano x = =, tal punto se rota « grados en contra de las manecillas
del reloj (viendo el sistema de coordenadas y, = de forma derecha). Se asegura que RY
es una isometria, es decir d( Ra, (7o), R (71)) = d(20, 21) para cualquier 2, 71 € R? con
Ty = ($0,y0,2’0) y 2 = (xl,yl,zl). En efecto:

Esta transformacién toma un punto (xg, yo, 20) y aplica la matriz de rotacion (

d( R (o), R (1))

= d((x0,yo cosa — zgsen a, Yo sen o + zg cos a), (1, Y1 oS — 21 sen v, Yy Sen « + 21 Cos )

((wo — x1)? + (yo cosa — zgsen a — (y cos o — 21 sen @) )?

N

+(yo sen o + zg cos a — (y1 sen o + 21 cos a)?)

((zo — 1) + (cos a(yo — y1) + sena(z; — 29))* + (sen a(yg — y1) + cos a(zy — zl))Q)%

= ((xo — xl)z + cos? alyo — y1)2 +2cosa(yo —y1)sena(z; — zo) + sen? alz; — 20)2

N

+sen? a(yo — y1)? + 2sen a(yo — y1) cos a(zg — 21) + cos? a(zg — 21)?)

= ((wo — 1) + (yo — y1)*(cos® a + sen? o) + 2 cos a(yo — y1) sen a(z1 — 20)

SIS

+(21 — 20)?(sen? a + cos® @) + 2sen a(yo — y1) cos a(zp — 21))

= ((wo — 331)2 + (yo — yl)2 +2cosa(yo — y1)sen a(z1 — z0) + (21 — Zo)2

N |=

+2sena(yp — y1) cos a(zg — 21))
= ((zo — z1)® + (yo — y1)? + 2cosa(yo — y1) senaz; — z9) + (21 — 20)*

N

+2sena(yp — y1) cos a(zp — 21))
= ((z0 — 1)% + (yo — y1)* + 2cosasenalyo — y1)(21 — 20 + 20 — 21) + (21 — 20)%)7
= ((zo — z1)® + (yo — y1)? + 2cosasen a(yy — y1)(0) + (21 — 20)*
= (w0 = 21)” + (o — 91)” + (20 — 21)°)? = d(o, @)

Por lo tanto RS es una isometria y como « fue arbitraria esto ocurre para cualquier valor

de «. En particular se tiene que d(R$(a), RS (%)) = d(a,l), pero RS (#;) = £; pues z; esta
en el eje de rotacién (x), lo mismo ocurre con ., por lo tanto

d(R3(a),2;) = d(a, f) y d(R3(a),%,) =d(a,7) Va € R,

y como RS (a) es rotar el punto (b, c) en el plano = = a, para cada valor de « se tiene un
punto en el circulo {# € R?: y? + 22 = b? + %, 2 = a}, asi se cumple la igualdad en
(A.34). O






Apéndice B

_ I 4

Primeras teorias de audicion:
Helmholtz y Rutherford

=3 E acuerdo con Lyon [23, Cap. 2], las teorias de audicién mas influyentes, pro-
puestas desde la segunda mitad del siglo XIX hasta principios del siglo XIX, se
pueden clasificar en dos familias. La primera familia se denomina teorias de

=== lugar (place theories) representada por Hermann von Helmholtz, y la segunda
se llama “teorias temporales” o “teorias de frecuencia” representada por William Ruther-
ford. En este apéndice, con ayuda del trabajo de Lyon [23] y de Cheveigné [54, Cap. 6], se
discuten estas dos posturas, para después contrastarlas con lo mencionado en el Capitulo
4 de esta tesis.

Las “teorias de audicion” y las teorias de percepcion de altura

Lyon enfatiza que existe una confusién de lo que se entiende por “teorias de audicién”,
ya que en muchos casos, esta ultima solo hace referencia a explicar la manera en que el
oido infiere la altura (pitch) de un sonido. En §4.4.2 se discutié brevemente la problematica
que encierra esta cuestion. Lyon cita a Békésy senalando explicitamente este hecho, vale
la pena reproducir la cita.

Las palabras “teorias de audicién”, tal como se usan comidnmente, son engafosas.
Sabemos poco sobre el funcionamiento del nervio auditivo, y ain menos sobre la
corteza auditiva, y la mayoria de las teorias de la audicién no hacen ninguna afirmacion
sobre su funcionamiento. Las teorias de audicién normalmente se ocupan Unicamente
de responder a la pregunta: ;como es que el oido discrimina la altura? Debemos
saber como se distribuyen las vibraciones producidas por un sonido a lo largo de la
membrana basilar antes de poder entender como se discrimina la altura y, por lo tanto,
las teorias de audicion son basicamente teorias relativas al patron vibratorio de la
membrana basilar y los 6rganos de los sentidos ligados a ella [143, p. 779].

En esta cita que data de 1956, Békésy sefala la importancia de comprender el movi-
miento de la membrana basilar para proseguir a investigar tareas auditivas mas complejas.
Anos més tarde (1961), este investigador recibe el premio nobel de fisiologia por descubrir
que la MB responde mediante ondas transversales, cuya posicion de la onda depende de
la frecuencia del estimulo sonoro, lo cual fue un importante avance en la comprension del
sentido del oido. Como se mostr6 en el Capitulo 4, al dia de hoy se conocen mas detalles
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sobre el funcionamiento de diversos 6rganos involucrados en el proceso de audicion, sin
embargo, poco mas de 60 afos después del descubrimiento de Békésy, auin no esta clara
la respuesta concreta de la MB ante un sonido complejo.

Como Bekesy senala, las “teorias de audicion” no teorizan nada respecto a lo que ocu-
rre en la corteza cerebral, la “extraccién de significado a partir del sonido” (como Lyon titula
su obra), u otras tareas. En cierto modo, teorizar sobre los mecanismos de procesamiento
sonoro en el cerebro se traduce en teorizar sobre procesos humanos mucho mas obscu-
ros e intrincados, como el pensamiento, el habla, la comunicacion y el lenguaje. Rutherford
enfatiza como el sonido se volvié crucial para estos aspectos de la consciencia:

Muy abajo en la escala de la vida, en épocas pasadas, se desarroll6 el primer ru-
dimento de un oido; a través de su accion, las vibraciones del sonido podian influir
en el sistema nervioso y producir alli sensaciones sonoras. A medida que pasé el
tiempo, el 6rgano se desarrollé6 mas y, sin duda, se refind mas en su poder de recibir
y transmitir impresiones sonoras. Al principio no existia ningln 6rgano mediante el
cual el animal pudiera producir sonido como modo de expresién. Pero cuando se
desarroll6 un 6rgano para la produccion de sonido, y cuando un animal llegé a ser
capaz de utilizar ese 6rgano en respuesta adecuada a sus diversas sensaciones de
sonido, la fase mas elevada de la accidn cerebral se hizo posible. Sélo se necesi-
taba el desarrollo superior de las operaciones intelectuales del cerebro para que la
percepcion de las diferentes sensaciones sonoras fuera lo suficientemente refinada
como para hacer posible la invencién del lenguaje, con sus mdltiples significados
y maravillosos resultados. Y finalmente ha ocurrido: las impresiones sonoras estan
tan estrechamente asociadas con nuestras operaciones mentales, que pensamos
con palabras no dichas [144, p. 5].

Dicho todo lo anterior, tanto la teoria de Helmholtz como la de Rutherford, que se
mencionaran a continuacién, se preocuparon Unicamente por explicar lo que ocurre con
un sonido al entrar en la céclea.

Helmholtz

En 1862 Hermann von Helmholtz publica su obra
“Sobre las Sensaciones del Tono como fundamento
Fisiolégico para la Teoria Musical” [79], donde postula
que la coclea en el oido interno tiene miles de dimi-
nutos resonadores donde cada uno entra en resonan-
cia con un tono puro especifico. Helmholtz defendi6 su
tesis apoyandose en el teorema de Fourier (ecuacion
(2.55)):

~ .
f(£) = ancos(2mkt +6x) Vf € RLH(0,T), Figura B.1: Resonador de
k=0 Helmholtz [79, Fig. 16 a].
y en los resonadores que llevan su nombre.

En §3.1.2 se explicé como el resonador de Helmholtz “responde mejor” ante un tono
puro que tiene misma frecuencia que la frecuencia de resonancia del resonador en cues-
tion. Helmholtz utiliz6 el resonador para analizar los tonos puros que componen los soni-
dos caracteristicos (timbres) de algunos instrumentos musicales y sonidos en general. La
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abertura més angosta b se inserta en el conducto externo auditivo (Helmholtz menciona
cubrir de cera la abertura para evitar lesiones), mientras que la abertura a se acerca a la
fuente de sonido que desea ser analizada. Las ondas sonoras de la fuente hacen que el
resonador vibre, y debido al fenémeno de resonancia, el resonador filtra las frecuencias
del sonido a analizar y resalta la frecuencia de resonancia (en este caso el resonador ac-
tia como un filtro paso-banda o bandpass). El resonador filtra la gama de frecuencias del
sonido complejo resultando la audicion (mayoritariamente) del tono puro en b correspon-
diente a la frecuencia de resonancia ¢ del resonador. Si al analizar el sonido, se percibe
una intensidad alta, entonces la amplitud de la frecuencia de resonancia ¢ tiene un valor
alto en la descomposicién de Fourier del sonido analizado, si en cambio, al analizar el
sonido el resonador no se escucha o se escucha muy débil, entonces la amplitud de ¢ tie-
ne un valor bajo o inexistente en la descomposicién de Fourier del sonido analizado. Asi,
juzgando la magnitud del sonido escuchado en b, se podia identificar qué tan presente se
encontraba un tono puro en la descomposicion de la fuente de sonido analizada. Helmholtz
argumentoé que todo sonido, al entrar en la céclea, era descompuesto en tonos puros y tal
tarea se llevaba a cabo por las células ciliadas, que actuaban como resonadores, las cua-
les registrarian la frecuencia (tono puro) y amplitud de cada una de las componentes de la
descomposicion de Fourier de un sonido percibido para posteriormente enviar al sistema
nervioso central auditivo el espectro que contiene cada frecuencia.

En esta teoria, implicitamente se estd asumiendo que la deteccion de un determinado
tono puro se da en un lugar fijo y determinado de la coclea, por esta razén a la teoria se
denomina “de lugar”. En resumen, esta teoria asegura que “un tono puro corresponde a
un lugar de maxima respuesta de resonancia, y todos los otros aspectos de la cualidad
del tono y sonidos mas complejos son capturados en el espectro” [23, p. 24].

Rutherford

En contraste a la teoria de Helmholtz, en 1887 William Rutherford propuso una teoria
de audicién a la cudl la llamé “teoria del teléfono” por ser una analogia al funcionamiento
del teléfono. Para Rutherford no hay resonadores en el sistema auditivo interno, y la céclea
no descompone una onda sonora en tonos puros, en el sistema auditivo externo y medio
no ocurre un analisis o clasificacién de frecuencias fundamentales. La onda sonora que
llega al oido estimula de la misma forma a todas las terminaciones nerviosas del oido y
esta estimulacién produce una sefial similar a la onda sonora en cuestion, de modo que
el sistema nervioso central auditivo recibe una senal similar (anéloga) a la forma de onda
sonora original y no una descomposicién de esta. En palabras de Rutherford:

La teoria es que la céclea no actla en el principio de vibraciéon simpatica, sino que
los cilios de todas sus células auditivas vibran ante cada tono, al igual que el tim-
pano o el oido; que no hay un andlisis de vibraciones complejas en la coclea o en
ningun otro lugar en el mecanismo periférico del oido; que las células ciliadas transfor-
man vibraciones sonoras en vibraciones nerviosas similares en frecuencia y amplitud
a las vibraciones sonoras; que las vibraciones simples y complejas de las moléculas-
nerviosas llegan a las células sensoriales del cerebro y alli producen, por supuesto, no
el sonido, sino la sensacion del sonido, cuya naturaleza no depende del estimulo de di-
ferentes células sensoriales, sino de la frecuencia, amplitud y forma de las vibraciones
que llegan a las células, probablemente a través de todas las fibras del nervio auditivo.
Segun tal teoria, la causa fisica de la armonia y la disonancia se lleva al cerebro, y los
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principios mateméaticos de la acustica encuentran una entrada en la oscura regién de
la conciencia [144, p. 5].

En la Tabla B.1 se pueden ver como ambas teorias tienen postulados (en principio)
incompatibles, pues la teoria de Rutherford niega que en la coclea ocurra una descompo-
sicién de un sonido en frecuencias simples.

Corriente Caracteristicas

= El oido interno (c6clea) descompone un sonido en sus componentes
de Fourier.

Teorias de m Enla céclea hay una organizacion o disposicion de células recepto-
lugar ras (resonadores) que responden a una determinada frecuencia.
(Herman von m El sistema nervioso central auditivo es capaz de analizar e interpre-

Helmholtz) tar el espectro de frecuencias para hacer inteligible un sonido.

m La nocién de consonancia y disonancia se debe a que una onda
acustica afecta ciertas células resonantes.

= El sonido nunca se descompone (en el sentido de Fourier) en tonos
puros en ninguna etapa del proceso de audicion.

® | as ondas sonoras que entran en el sistema auditivo medio e interno
estimulan el timpano y todas las terminaciones nerviosas de manera

. unanime.
Teorias
temporales » El sistema nervioso central auditivo recibe vibraciones nerviosas si-
(William milares (analogas) en frecuencia y amplitud a las vibraciones sono-
Rutherford) ras acusticas originales.

m La nocién de consonancia y disonancia es percibida hasta que el
cerebro procesa el sonido en el sistema nervioso central auditivo
donde “los principios matematicos de la acustica encuentran una
entrada en la oscura region de la conciencia” [144, p. 5].

Tabla B.1: Tabla comparativa entre los postulados de la teoria de Helmholtz y Rutherdord.

Contraste de las teorias con el presente

Respecto a la teoria de Rutherford, de Cheveigné menciona como “llama la atencién el
contraste entre su modesta teoria (dos paginas) y la obra monumental de Helmholtz [volu-
men con alrededor de 400 paginas] a la que se opuso” [54, p. 191]. Sin embargo, el mismo
Rutherford reconoci6 la importancia de los aportes de Helmholtz: “su teoria de la sensa-
cion sonora puede ser defectuosa, pero eso nunca podra empanar el esplendor de sus
maravillosas contribuciones al progreso del conocimiento cientifico” [144, p. 5], después
de todo y nuevamente, como se mencioné en la introduccién de esta tesis, antes de llegar
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a un modelo efectivo, primero interviene “la imaginacion, la intuicién, la experimentacion,
las conjeturas sensatas, el tanteo, las analogias, incluso las mas vagas, los tropiezos y los
titubeos” [34, p. 58].

La principal critica que habia contra la teoria de Helmholtz, era que no se tomaba en
cuenta el factor de la fase, o al menos no indicaba como era posible inferirla. De acuerdo
a esta teoria (en esencia), la céclea convierte el sonido en un espectrograma, y en este
ultimo se esta dejando de lado el factor de la fase, por lo que hace falta informacién para
poder reconstruir el sonido original.

Por otra parte a Rutherford se le achacé que las neuronas tenian un limite de disparos
por segundo, por lo que no era posible que una neurona disparara a frecuencias audibles
muy altas, sin embargo, con ayuda del principio de torrente (volley principle) discutido en
el §4 esto dejaria de ser un problema.

Lyon menciona como eventualmente se reconocié que ambas teorias no eran del todo
incompatibles, y habia formas de consolidarlas en una sola. Esto ultimo se ve reflejado
en todo lo abordado en el Capitulo 4 de esta tesis. Con base en el trabajo de Schnupp y
colegas [3], efectivamente hay una descomposicion de frecuencias en la coclea, efectuada
por la membrana basilar (esto es Helmholtz), pero al mismo tiempo, las células ciliadas
interiores del érgano de Corti asociadas a frecuencias bajas de la membrana preservan la
distancia temporal entre crestas de un tono puro a través del fendmeno de aseguramiento
de fase o phase locking (esto es Rutherford).

En cuanto a la manera en que la céclea infiere (o al menor prepara el terreno para)
inferir la altura de un sonido arbitrario es otra pregunta que aun no se resuelve. Nueva-
mente, se sefnala el trabajo de Cheveigné [54, Cap. 6] como una excelente fuente donde
se discuten a fondo los distintos modelos existentes para la percepcion de altura. Una
propuesta de esto ultimo es la dada por Licklider, que se busco explicar en §4.4.2: las
neuronas realizan una operacion modelada por la funcién ACD, ademas, esta ultima ope-
racion es utilizada por Lyon para todo su sistema de machine hearing y la creacién de la
imagen auditiva.
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